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摘要：运用近年来发展的基理论对弹性梁点测量 、点控制做一个系统的处理，得到了用速度线性反馈可实现系 

统的指数镇定的条件且指数镇定当且仅当系统精确可控 ．在指数镇定的情况下闭环系统的广义本征函数生成能量 

空间的 Riesz基且谱确定增长条件成立． 
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Abstract：The pointwise measure，control and stabilization based On the Riesz basis approach developed recently is stud- 

ied．The condition for the exponential stability under linear feedback ofoutput ofvelocity is derived．The system is proved tO be 

exponentially stable if and only if the open loop system is exactly controllable．Under the exponenfi~ stability condition，the 
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1 引言(Introduction) 

细长空间飞行器的振动问题是空间技术中充分 

重视的问题，上世纪 70年代末、80年代初在我国出 

现大量运用分布参数系统理论处理弹性振动的工 

作_l0]．由于数学上的困难，这些方法基本上属于分 

布控制，即运用小区间上平均位移速度、角速度反馈 

镇定．然而工程上可易实行的是集中力和力矩的量 

测与控制 ．为了克服数学上的困难，文献 [4]第一次 

将能量空间扩展为阴范空间，从而将阴范空间作为 

系统的状态空间，在阴范空间中分析系统的稳定性 ． 

本文更关心系统在能量空间的渐近性质，这是因为 

在能量空间中，状态变量的范数即为弹性振动的振 

动能量．20世纪 踟 年代以来发展起来的容许(ad— 

missible)控制理论_5．6 J可以对这种无界控制的系统 

在能量空间中得到很好的解释．一般的线性无穷维 

系统 可表示 为 戈(t)： Ax(t)+ Bu(t)，v(t)： 

(t)．这里 A生成 I-filbert空间 日上的Cn一半群，B 

是控制Hilbert空间 ￡，到日的线性算子，c是日到输 
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出 Hilbert空间 y的线性算子．当 ，c无界时。为 

了使系统在 日中适定，要求 B，c为可容许的[ ． 

本文试图运用近年来发展的无界算子扰动的 

Riesz基理论对点测量 、点控制的弹性系统镇定问题 

给出一个系统的分析，这些工作包括：a)系统在能 

量空间 中的适定性；b)系统 的可观 与可控性 ； 

c)闭环系统的稳定性 ，特别是指数稳定；d)闭环系 

统谱确定增长条件与 Riesz基生成．特别应当指出 

的是 d)，对一个无限维系统来说，谱确定增长条件 

并不总是成立的，文献[7]曾给出一个低阶微分算子 

扰动的反例 ．但对振动系统来说，谱确定增长条件是 

在工程上普遍接受的事实，然而长期以来却存在理 

论证明的困难．实际上从文献 [8]开始，形如 A+ 

．厂(·)b的无条件基理论得到了广泛的研究_9．1 ，这 

里 A是[D]一类算子，厂(·)为扰动，b为固定元 ．以 

往的研究总假设 b有界 ，厂无界如文献[11]或当 b 

无界日寸厂为有界泛函如文献[10]．然而对点测量、点 

控制的弹性系统来说，厂和b均为无界．理论上对这 
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类系统的适定性研究是近年来运用频域法发展的所 

谓正规系统理论(regular system) ．本文则运用近 

年来发展的基理论 对弹性梁点测量 、点控制做一 

个系统的处理．本文的方法不同于文献[14]，在那里 

需要求出特征方程和特征函数的表达式因此涉及很 

长的计算 ，且在验证基生成前不能确定谱的渐近展 

开式．这里运用渐近分析方法|l5]，简单地得到谱的 

渐近展开式，极大的简化了文献[16]仅关于谱的估 

计，得到了用速度线性反馈可实现系统的指数镇定 

的条件且指数镇定当且仅当系统精确可控 ．在指数 

镇定的情况下闭环系统的广义本征函数生成能量空 

间的Riesz基且谱确定增长条件成立． 

2 适定性、可控性及可观性(Well—posedness， 

controllability and observability) 

点控制的细长空间飞行器的振动可用两端 自由 

(以下 的方法也可用 于其 它边界 条件 )的 Euler- 

Bernoulli梁来近似描述⋯： 

f ( ，t)+y ( ，t)+ ( 一d) (t)=0，0< < l， 

【‰ (0，t)= (0，t)= (1，t)= (1，t)=0． 

(1) 

其中0<d<1为传感器的位置， 为 Dirac函数， 

u(t)为控制输入． 

由于自由梁有刚体运动 Y。=(1，0)，Y2=( ， 

0)，取状态空间为能量空间 

H ={(f，g)l(f，g)∈ 日 (0，1)×L2(0，1)， 

(f，1)L L2=0，(f， )L： L =0}． 

其中 日 表示 Sobolev空间．日由内积诱导的范数定 

义为 

ll(厂，g)ll =I [1 f”( )l +l g( )1 2]d ． 

于是方程(1)可写为 日上的发展方程 

J y(￡)=AY(t)+bu(￡)， 
L Y(t)=(y(·，t)，yl(·，t))，b=(0，一 (·一d))． 

(2) 

其中算子 A定义为 

fA(f，g)=(g，一厂‘ )， 

{D(A)={(f，g)∈(Ha×H )n H l f (i)= 

f ( )=0，i：0，l{． 

(3) 

Y(t)在 日中的范数即为系统的振动能量 

E(t)={Il Y(t)ll ： 

1 rI 专j [1 ( )l +l Yt( )1 2 ． 

A为日上的反 自伴离散算子(即 A =一A且A具紧 

预解式，实际上 A 存在且紧)．令 日+=[D(A)]， 

日
一

： [D(A)] ，其 中 [D(A)]为 图 像 空 间， 

[D(A)] 为其对偶空间，则 

日+c 日 c 日
一

．  (4) 

日 一 是 日中元在范数 II A F II，F∈ 日下完备化 

的 Hilbert空间【 ．于是 b∈ H一 且 b的对偶为 

b (f，g)=g(d)，V(f，g)∈ H+． (5) 

引理 1 i)A的任何本征值是几何单的因而是 

代数单的．对应于 ∈ (A)的任何本征函数形如 

(厂， 厂)，其中 厂满足 

ff ’( )+ )=0， [Kh 

I厂 ( )：厂 ( )：0，i：0，1． 

ii)A 的本 征对 有 如 F渐 近 展 开 ： 

： i∞2 
， ∞  ：

(n+ 1)丌+ e-~)
， 

( )= 

e +扣 +c。s(n+吉)丌 -sin(n+ 1)丌 一 
(一1)ne-(n+{) (1一 )+ 、(n一’)， 

： ” ( )= 

一  [e一(n+ )丌 一(一1)n e一(n+ )丌(1一 )一 

c。s(n+ 1)丌 +sin(n+吉)丌 ]+ (n一’)． 
(7) 

证 令 =i∞ ，则 

ff‘ ’( )一(D 厂( )=0， 

tf (0)=f (0)=0 

有通解为 

f( )= 

cl(cosh +COS )+。2(sinh似 +sin )． 

其中c-，c2为任意常数．代／kf (1)=f (1)=0则 

知 cl，c2不全为 0当且仅当(∞≠0) 

l—cosh O)COS∞ ：0． (8) 

此时 

)=sinh 60(1一 )一sin(D(1一 )+ 

sinh COCOS似 一 sin~cosh(慨 一 

cosh~osin似 +COS~osinh(慨． (9) 

如果 ∈ (A)对应两个本征函数 ( ， )， = 

1，2，则令f=cl +c2 ，cl，c2不全为零且 1) 

= 0．由式(9)，
．厂(1)=2sinh 0．)COS 一2sin∞cosh叫 

0．所以，sinh2 60COS ∞=sin ∞cosh2∞．由此及式 

(8)可得 (cosh∞一1) =0，从而 ∞：0．矛盾．i)得 

证 ．下证 ii)． 
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因为 A为反自伴算子，∞为实数．又由于本征 

值共轭出现，故只考虑 ∞ >0．将式(8)渐近写为 

COS O．J： (e一 )，∞ ∞， 

可求得解 ∞=OJ 满足 

( =(n+{)7【+ (e-n 7【)= 

(n+{)7【+ (n一 )． (1o) 

于是当 ∞ =∞ 时 

2e一 ( )= 

e一 + cOs( 一 sin ∞e- (1一 )
一  

sin( +cos(cJe一 (。一 + (e- )： 

。山+{) + 。s(n+ )兀 一 i (n+ ) 一 

sin(n+ )7【e一(n+{) (1一 )+ (n一。)． 

同理，由 

∞一2f”( )= 

sinh(u(1一 )+sin(u(1一 )一sinh O~eO$c 一 

sin oJeosh ( +cosh rosin( +cos~osinh(似 

可得关于厂”的估计．视 2e一 ( )为 ( )即得式 

(7)． 

定理 1 方程(2)在 Ⅳ中存在唯一的Mild解 

Y(t)=eAty(O)+B(t) (t)． (11) 

其中 e 为A生成的Co一群，B(t)：￡ (O，1)一 日为 

下式扩展的一族强连续有界算子 

(B(t)I1,，F>= 

l (b，ê ( )F)，， ，，u(s)ds，v F∈H+． 

(12) 

证 由引理 1，A的本征对可写为 

{( ， )} ∈， =i∞ ， =( ， )． 

(13) 

二表示非零整数集．{ )} ∈ 生成 中的(直交) 

Riesz基．任给F∈H，F=∑0 ， 

e F：∑ e ． 

回顾文献[5，6]，b称为容许(admissible)的，如果存 

在 T>0(因而对所有的 T>0)(b，eA F>，， ，，可 

扩展为 到 (0， )的连续映射 ．由于 A ：一A， 

(b，e tF)，， ，，：∑ e～ (d)． 

但由式(7)，对充分大的 n，I (d)I≤3．由 Ing— 

ham定理["]，存在 T>0，使得 

( ，，
+

1 2d￡≤ Crl ( ≤ 

c他∑ I I ≤c7'll F ll，， ． 

其中 cm c他，c7'为常数 ．从而 b为容许 (admissi— 

ble)的．由文献[6]即得结论 ． 

至此 ，方程(2)在 中的适定性已完全清楚 ． 

由于 A生成 Co群，系统(2)的精确可控性等价于 

“零可控性”．即系统(2)(或 (A，b))称为在 [0，T]，T 

>0上精确可控，如果对任意的 Y(0)∈ H，存在 

u(t)∈ L (O， )使得方程(2)的解满足 y(T)=0． 

。 d称为系统(1)的节点(nodal point)．如果对 A 

的某一本征函数 (厂， )， ∈ (A)，d满足 d)= 

0．显然，点镇定器不能置于节点． 

定理 2 假设 d不为系统(1)的节点，则系统 

(2)对某 T>0于 [0，T]精确可控当且仅当对某一 

c > 0． 

1一sin(2n+1)drr>c>0，对充分大的 n成立． 

(14) 

证 由对偶原理 ，(A，b)精确可控当且仅 当 

(A ，b )=(一A，b )精确可观：即存在[懈]T>0， 

Cr> 0， 

r 7' 

I I b e F I dt≥C7'll F ll ，v F∈H． 
U 

(15) 

先证必要性 ．因为e 为 Co一群，由文献[18]， 

如果(A ，b )精确可观，则存在 Cl，C2>0使得 

Cl≤I b ( )I=I (d)I≤ C2． 

再由式(7)，对充分大的 n，I (d)I =1 一sin(2n 

+1)d+ (n一)> C1．所以式(14)成立． 

再证充分性．设F∈ ，F=∑0 ，则 
n∈ 

b e F=∑ ％e～一 (d)． 
n∈ 

由引理 1及 Ingham定理 ，存在 T>0，使得 

b eA F 12dt≥C71∑ I (d) Crl>0． 
n∈ 

因为对充分大的 n，I (d)I =1一sin(2n一1)d 

+ (n．1)≥ c／2 > 0．又 由于 d不 为节 点， 

I (d)I≠0，所以 

I b e F 1 2dt≥Cr0∑ I I ≥C7' 2 
u n∈ 

定理得证． 

由定理 2的证明立刻得到 

定理 3 假设 d不为系统(1)的节点，则观测系统 

J y(￡)=aY(t)，y(￡)=(y(·，￡)，y (·，￡))， 
【O(￡)：b y(￡)=y (d)，b=(0，一艿(·一d)) 

对某一 T>0在 [0，T]上精确可观测当且仅当式 
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(14)成立． 

为了寻求刻化式(14)的条件，需要下面的引理 ． 

引理 2 l9j 如果 d是无理数，则对任意正的 a， 

Ⅳ和￡，存在整数 n和P使得 n>N且 

l nd —P — a l< ￡． 

命题 1 条件(14)成立当且仅当 

d为有理数且d≠ ，对一切 m，n成立． 
斗 m + Z 

(16) 

特别当 d= ，P，q互质且 q为奇数时式(16)成立． 
q 

证 如果 d为无理数，则由引理 2，对任意的 

0<￡<7【／2和 N >0(取 a=一d／2+1／2)，存在 

整数 n，P，n>N使得 

l nd—P+(d一1／2)／2 l< e／(2~)． 

于是 

l(2n+1)d一2p一1／2 l<￡／7【， 

所以 

sin(2n+1)d7【= 

sin((2n+1)d一2p一1／2+2p+1／2)a= 

COS((2n+1)d一2p一1／2)a． 

因此，存在一列 {n}趋于无穷使得 

sin(2n+1)d7【一 1． 

式(14)不成立． 

如果 d=P／q，P，q为互质整数，则对任意正整 

数 n，存在正整数 n。，k，0≤ k<q使得n=nkq+ 

k，则 

sin(2n+1)d7【=sin(2k+1)d7【． 

于是 

sin(2n+1)d7【一 1 

当且仅当 sin(2k+1)d7【=1，或 (2 +1)d7【：(2m 

+1／2)~，m为某一整数，所以 d：(4m+1)／(4k+ 

2)．命题得证 ． 

推论 1 假设 d不为式(1)的节点，则系统(2) 

对某 T>0于 [0，T]精确可控或精确可观当且仅当 

式(16)成立 ． 

最后来说明系统(1)实际上等同于两根衔接梁． 

考虑如下的问题 

， r，( ，t)+y一 ( ，t)=0，0< <d，d< <1， 

‰ (0，t)= (0，t)=0，‰ (1，t)=‰ (1，t)=0， 

Y(d ，t)= Y(d一，t)，Y (d ，t)=Y (d一，t)， 

Y (d ，t)= Yxx(d一，t)， 

)，～(d一，t)一)，～(d ，t)= ／／,(t)． 

定义算子 A的扩张[20]A： 

(17) 

(18) 

fA(f，g)=(g，一f‘ )，0< <d，d< <1， 

I D(A)： 

l{(，，g)E( ×H )n H l，E H4(0，d)， 
l-厂∈ H4(d，1)，f (i)=f (i)=0，i=0，1} 

则对任意 (f，g)E D(A)，( ， )E D(A )= 

D(A)， 

(A(f，g)，( ， ))= 

((f，g)，A ( ， ))+[f (d )一f (d一)] (d)． 

(19) 

定义算子 A的自然扩张[20] ：H一 
一 ， 

( F，G)：(F，A G)，V G E D(A )，D(A)：H． 

(20) 

于是对一切 F E D(A)，F=(f，g)，在 一中成立 

AF = F+[-厂 (d )一f (d一)]b． (21) 

如果 Y(t)=(Y(·，t)，Y (·，t))满足方程(17)，
一

则 

I，(t)：AY(t)．进 一步，如果 Y(t)亦 满足方程 

(18)，则在 一中 AY(t)： y(t)+乩(t)，即方程 

(17)，(18) 一中可表示为 

I，(t)=AY(t)+乩 (t)． 

而这正是方程(2)在 一中的扩张．于是说明了式 

(1)等同于式(17)，(18)． 

下面转向方程(17)，(18)，因为其在能量空间中 

有更直观的意义． 

3 本征值的渐近展开( asymptotic expan— 

sion of eigenvalues) 

设计线性输出反馈(参见定理 3中的方程) 

u(t)= ky (d，t)，k>0， (22) 

则方程(17)，(18)可写为 中发展方程 

y(f)=AY(t)，y(f)=()，(‘，f)，Yt(‘，f))． 

(23) 

其中 

fA(f，g)=(g，一f‘ ’)， 

l D(A)=1(f，g)E( × )n l，∈H (0，d)， 

l ，∈H4(d，1)，f”(i) (i)=0，i=0，1， 
L f (d～)一f (d )=kg(d)}． 

(24) 

下面的引理是平凡的． 

引理 3 i)A 在 中存在且紧，所以其谱 

(A)仅由孤立本征值组成． 

ii)对应于 E (A)的任何本征函数形如 ( ， 

)，其中 满足 
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f ‘ ( )+ ( )：0， 

l ”(i)= (i)=0，i=0，1， 

I (d一)= (d )， (d一)= (d )， 

【 ”(d一)= ”(d )， (d一)一 (d )=从 (d)． 

(25) 

iii)Re ≤ 0，V E (A)． 

引理3中的iii)是由方程(25)两边同乘砑 并 

从 0到 1积分后比较实部虚部而得．由此及本征值 

共轭出现的事实，本文只需考虑 E (A)，rt／2≤ 

arg( )≤7【．令 =ID ，贝0 

旦 ≤ arg4 rg(1D)≤詈． (26) 一≤ lD ≤ ’ zo 

设 

∞ l e3 ，∞2 e，【 ，∞3 一∞2，∞4 一∞l， 

(27a) 

=  

∞{ ∞； ∞22口 

c￡，{ c￡，i 一∞{0 

0 0 0 

0 0 0 

a 口 1 

∞1 a ∞2口 一 2 

∞ }a ∞；口 ∞22 ∞fa ∞{口 ∞2 

∞{a一印一’a 叫i口一印一’口 一∞i一 一 

S={lD I号≤arg lD≤号}． (27b) 
F面总设 ID E S，则 

fRe( )=一Ip l sin(arg lD+号)≤-,／-2／21p l<0， 

IRe(1D∞2)=1 lD 1 c。s(arg lD十三)≤0． 

(28) 

注意 ‘ ( )+ ( )= ‘ ( )+ID ( )=0有 

基本解 em ，i： 1。2。3。4．可写方程 (25)的解为 

f∑Cie ，0≤ <d， 
( )= 4’ (29) 

【∑d e ( )，d< <1． 

其中常数 c ，di应使／满足边界条件． 

M(cl， 2，c3， 4，dl，d2，d3，d4)T=0， 

∞fa 

一 ∞{a 

O 

O 

1 

一 (￡JI 

∞  

一 60{一 

O 

0 

∞  

∞  

— ． b 

∞l b 

一 ∞}占 

∞{6 

O 

0 

c￡J 

c￡J； 

— ． b 

(￡J，b 

一 ∞ ；b 

(cJ{b 

O 

0 

∞ b’ 

一  {b 

一 1 

一 C￡J’ 

一 C￡J， 

一 (tJ' 

O 

0 

∞ }6 
一 ∞{占 

一 1 

· ∞ I 

∞{ 

∞{ 

(3O) 

其 中 口 = e 2 ，a = e l ，b = e 2P‘’一 ，占 = a： (e-cIp1)，6： (e-cIp1)
．  (31) 

e~olp(1-d)
， 且由式(28)，存在 c>0， c ， 不全为零当且仅当det( )：0．由式(31) 

det(M)= 

det 

∞{ ∞； ∞22口 0 0 0 0 0 

∞{ ∞i 一∞i口 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 ∞{ ∞； ∞；6 0 

0 0 0 0 ∞{ ∞i 一∞{6 0 

0 口 1 1 0 一 b 一 1 — 1 

0 (．o2a 一 ∞2 一 ∞l 0 26 一∞2 一 ∞l 

0 ∞；口 ∞； ∞} 0 一∞；6 一∞； 一∞} 

0 ∞i口一 一 口 一∞i一 一’ 一∞}一 一’ 0 i6 一∞i 一∞} 

直接计算 口]得 

0=det(M)= 

一 4∞5l∞25(∞{一∞；) [(∞2一∞1) 一 

(∞1+∞2) 口 b ]+ 2∞}∞2{(∞}一∞；)( 1+ 

2)[∞1(∞2一∞1)口 +(∞l+∞2) a2b ]一(∞l一 

2)(∞{一∞；)[一(∞2一 1) +∞l(∞1+∞2)b ]}= 

+ 、(e一 ‘P‘)．(32) 

一 32(1+a2b )+ 一’4 (i一1)(口 + 

b 一2i)+ (ID一 )． (33) 

这里用到从第二个等式得到的 

口 6 = —i— + (p-i ：一·+ (p-i ． 
(’34) 
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解式(3_4)得 

lD= (n+ )cu27【+ (n一 )． (35) 

其中 n为充分大的正整数 ．再由式(33)的第三个等 

式得到 

= 一 l+等( )lD_l(a2_6 一1)+ (1D_2)． 
(36) 

注意 

rn ： 2P =ei( 。) + (n一。)， 

{b =e2o,2p( 一 =e (2n+1)( 一 ) + (n一 )= 
【 

一 e一 (2n+ )dTr+ (n-I)． 

(37) 

将式(35)，(37)代人式(36)并比较两边的阶可得式 

(35)中的 (n一)满足 

一 2co2re, n一。)=告cu2lD一 E1一sin(2n+1)d7【]+ n一2)， 

于是 

(n-I)=一寺lD [1．sin(2n+1)dTt]+ (n )， 
从而 

=lD =一 [1一sin(2n+1)d7【]+ 

[(n+ 1)7【] + (n一 )． (38) 

于是证明了 

定理 4 算子 A的本征值 { ， }满足如下的 

渐近展开 

：  (n+ ) + (n一 )， — n+ ) + n ‘)’ 

=lD =一 [1一sin(2n+1)d7【]+ 

[(n+去)7【] + 、(n一 )． 

其中 n为充分大的正整数 ． 

需要指出的是本节使用的方法[ ]，可如此简单 

的得到比文献[16]和文献[21]更好的结果．这个方 

法的优越性主要的还在于可用来处理变系数的问 

题[ ，因为本文并不需要像文献[11，14]那样求出 

特征方程和特征函数的表达式，且在验证基生成前 

不能确定全部谱的渐近展开式． 

推论 2 假设 d不是节点，则系统(17)，(18)渐 

近稳定．且当 d为无理数或d=(4n+1)／(4m+2)， 

m，n为正整数时，系统 (17)，(18)渐近稳定但不指 

数稳定． 

4 本征函数的渐近式及 Riesz基生成( 

asymptotic expansion of eigenftmctions and 

Riesz basis proper~y) 

从上一节的推论 2可知，指数稳定的可能情况 

只能是：a)d不是节点；b)d为有理数且对所有的 

正整数m，，l，d≠(4n+1)／(4m+2)．虽然在这种 

情况下，定理2表明存在∞>0， 

Re <一(t，<0，V ∈ d(A)， 

但不能因此断定指数稳定性因为无穷维系统的谱确 

定增长条件并不总是成立的．本节就致力于这种情 

况的研究 ．本文将证明在这种情况下，A的广义本 

征函数构成 的Riesz基． 

回顾Hilbert空间日中的序列{ } 称为空间H 

的 Riesz基，如果存在 日上的有界可逆算子 及日的 

规范直交基 {e } 使得 

Tx =e ，对所有的 n≥ 1． 

日中的算子A称为离散算子如果存在 ∈ |D(A)使 

得 R( ，A)=( —A)一为日中的紧算子．对离散算 

子而言，任何 ∈ 仃(A)都是 A的孤立本征值．x∈ 

日称为A的广义本征向量如果存在正整数n使得( 

— A) =0．如果 A是(反)自伴离散算子，则对 A的 

任意本征值，其几何重数等于代数重数，且有特征函 

数集构成 的规范直交基． 

最近文献[13]证明了如下的定理． 

定理 5 设 A为 Hilbert空间 日上的稠定离散 

算子，{声 } 为 日的Riesz基．如果存在整数 N≥0 

及 A的广义本征向量列 { } +．使得 

∑ ll声 一 ll <oo， 
+l 

则下面结论成立： 

i)存在常数 M > N及A的广义本征向量列 

{ o}j=l，使得 { o} U { }嚣+。构成 的Riesz基． 

ii)设 { o} U{ }嚣+。对应于本征值 {crn}尸， 

则 (A)={ } ，其中 以其代数重数重复出现 ． 

iii)如果存在 Mo>0使得 ，。≠ 对所有的m， 

n>Mo成立，则存在一个 No>M0使得当 n>No 

时， 为代数单的． 

为应用定理 5，本文需要对特征函数进行估计． 

引理 4 假设式(16)成立，』D= 如定理 4所 

确定，则相应于 = 的 A的本征函数 ( ， ) 

有如下的渐近展开式 
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证 只要处理 ( )，0≤ 

≯ (i)=0，i：1，2可得 

( )= 

其中 Ⅱ ，b ，i 

为了 Ⅱ ，b ，i 

Ⅱ 1 

(1+i) 

姚翠珍等 ：弹性梁点控制 、点测量与指数镇定 

7c + (n一’)， 0≤ < d， 

sin(n+ 1)7c + (／Z-I)
，
d < ≤ 1， 

n 7c ]+ (n一’)， ‘ 0≤ <d， 

+吉) ]+ (n-I)，d< ≤1． 

357 

(39) 

<d的估计，因为其他的情形是类似的．设 ( )由式(29)定义．由 ”(i)= 

eO~2P + e一∞IP ]Ⅱl+[ e∞IP +(1+i)e-a,2p +e-tOt# ]Ⅱ2， 

+(1+i)eO2P(’一 +ie-~tp(’一 ’]bl+[iec~I~(I-x +(1+i)e-~2p(’一 +e—clJ，P(’一 ]b2， 

=1，2应选取使得 满足其余的4个边界条件 ．代人这些边界条件可得 

B(Ⅱl，Ⅱ2，bl，bE)T=0． 

= 1，2不全为零当且仅当det(B)=0．由矩阵理论，口l，Ⅱ2分别可取 B的第三行的代数余子式 

f， l 

det I COI l— l
∞{ 。+ 

~12 

— ． det 

其中 0l 

且存在 

+(1+i) ’+ 

∞2(1+i) ’一∞l ’ 

∞l(1+i) 主’+o,,20r。 

一 03一(1+i)04一 i’ 

∞l 3+∞2(1+i)04一∞l i’ 

一 ∞} 3一叫；(1+i) 4一∞{ i 

— i03一( 

∞l i03一∞2( 

一 ∞{i03一 l 

1+i) ’ 

1+i) ’ 

’ 

∞ l 
’ 

(1+i) ’一∞{ i’ 

r 0l+(1+i)02+／Oi’ 一03一(1+i)04一 ’ 一／03一(1+i) ’一 ’ 1 

I l0l+∞2(1+i)02一∞l ’ ∞l 3+∞2(1+i)04一∞l i’ ∞l／02一∞2(1+i) ’一∞l i’ 1． 

∞{ l+∞i(1+i) 2+~o2／0~’ 一∞{ 3一c￡，；(1+i)04一∞{ i’ 一(￡，{ 3一 l(1+i)0,／’一∞{ i’／ 

= etolPⅡ
，
02= etO2PⅡ，03= etolP‘’一 ，04= e 2P‘’一 

． 由定理4，当 ID=Pn时，0 ，0 ～，i=2,4一致有界， 

c>0使 1 0l I+1 03 I= (e-ClP。)，有 

一 1、 l 

一 ∞ l k 、e-C ) 
2 J 

一 (1)I J 

2(￡Jl(∞}一∞i)(1+i)(04一 ’)+ 、(e-C[P。)， 

- Ⅱ：= det[三 一(1+i)04+(i一1) ’ ( 2(1+ )04+( 2(i一1) i’ 一∞；(1+i)04+∞；(i一1) 
— i2o．,l(∞}一∞；)(1+i)(04一 i )+ (e-clP。)， 

0103(ia1+B2)= {++ i) 0+4+∞(zci --．1)0 ~j I 二-：1i 04i 04+r
．．O2 i ； c = +)+(t’2( —1) ’一(t’l ( })= 1+) (

一 1) ’一∞}／l 

(41) 

∞ 

d  

< 1  

≤ < 

0  d  

+ 

一 

l  p 吼 

． 。

L  ．。L  

，●●J 、●● L 

、、●●●●●● ／  

D 

、 - ． 

一 

．1  2  U 

．̈ ．̈ 

一 

●  

：  
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注意 

1 04一／Og。I ： 1一sin(2n+1)d7【> c>0． 

(42) 

令 

a ：Ol03[2col(oj21一,o22)(1+i)(04一／04一。)]一。口 ， 

： 1．2． 

则由式(41)，(42)有 

声( )： 

[e叫IP +(1+i)e~J2P + e一叫lP ]al+ 

[ e IP +(1+i)e-oJ2p +e-mlP ]a2： 

2e -P +(1+i)e 2P (1一i)e-~O2P + (』D一。)： 

2e-~．~1)Ⅱ +2c。s(n+ 1)7【 
一  

2sin(n+ 1)7【 + 、(n一。)，0≤ < d． (43) 
‘ 

证毕 ． 

定理 6 假设式(16)成立 ，则 

i)存在 A的广义本征函数列构成空间 的 

Riesz基 ． 

ii)A的充分大模的本征值为代数单的． 

从而 A生成的C。．半群的谱确定增长条件成立 ． 

证 设 乒 由引理 4确定．令 

： ( ：。乒 ，乒 )， (44) 

设 由式(13)所定义，则由式(7)及式 (39)，存在 

N >0使当 n>N时 

∑ lI 一 lI ：∑ (n一 )<∞． 
n > n > 

其共轭也有同样的性质．因 { }构成空间 的 

Riesz基 ，直接应用定理 5可知结论成立 ． 

推论 3 假设 d不是节点，则系统(17)，(18)指 

数稳定当且仅当 d为有理数且对所有的正整数m， 

n，d≠ (4n+1)／(4m +2)． 

对定理 6来说，假设式(14)应是多余的，期望有 

读者能对这个问题给出一个直接的证明．最近抽象 

的讨论可见文献E23]．此外，基于观测性不等式的指 

数稳定性证明，可参考文献[24，25]，更一般的可见 

文献E26]． 

最后本文要说明满足推论 3的 d一定存在．为此， 

设 F( )：1一cosh COCOS CO，COno (n+1／2)~，n≥1， 

)如 式 (9)所 定 义，则 F(∞no) ： 1> 0．设 

￡E(0， )．当n 侣 ， COno一￡)：1一eosh(COno 

— e)sin e<0，只要 e—e3／6> ，这 

是因为sin￡>￡一￡3／6．由于 南 ≤ 
2e-％o <2e一 ，为使 f(CO 0一￡)<0，只需 

￡一 ￡3／6 > 2e一 
． 

上式对 ￡：3e 显然成立，所以 

CO E ((n+1／2)~一3e一“ ，(n+1／2)~)． 

CO 如引理 1定义．同理 ，当 n为奇数时，f(CO加+ 

3e )<0，因此 

『CO E [(n+1／2)~一3e一“ ，(n+1／2)~)+3e一“ ]， 

L V n≥ 1． 

(45) 

注意 2e一 ( )：cos COX—sin COX+c( )， 

c( )：[e一Ⅲ 一e-co-co(。一 ]一sin( (1一x)e一 + 

[1一e一 ]cos COX—sin( [e ( 一。 +e-co- ]一 

[1+e一 ]sin +cos [e ( )一e-co- ]． 

容易证明 

一 5e一 ≤ c( )≤ e- +4e一 ，对 E (0，1／2)． 

(46) 

特别地 

一 5e一 ≤c(x)≤e-co／5+4e一 ／2，对 E [1／5，1／2)． 

(47) 

这里只考虑 d E (0，1／2)是因为结点关于 d：1／2 

对称 ．置 CO：(n+1／2)~+￡，I￡I≤3e一 ，则 

sin 2( ：sin((2n+1)7【 +2￡ )： 

sin(2n+1)~xeos 2￡ +cos(2n+1)7【)xsin 2￡ < 

I sin(2n+1)7【 I+6e一“ ． 

因此 

4e一 ( )： 

1一sin 2似 +c ( )一2 sin( 一7【／4)c( )> 

1一I sin(2n+1)7【 I一2√芝[e— + 

4e一 ]一6e一“ ，如果 E [1／5，1／2)． (48) 

令 

E ：2√2[e一Ⅲ／5+4e一Ⅲ／2]+6e一 ， (49) 

则 

(d)>1一I sin(2n+1)~d I— ，对 d E [1／5，1／2)． 

(5O) 

为式(7)所定义． 

定理 7 系统 (17)，(18)当 d：1／3时是指数 

稳定的． 
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证 首先注意当 d：P／q E(O，1)，P，q为互质 

正整数时，对任意的正整数 n，分解 n：mq+k，0≤ 

k<q，其中 m，k为非负整数 ，则 

sin(2n+1)rtd：sin(2k+1)rtd，0≤ k< q， 

(51) 

所以 sin(2n+1)rtd最多取q个不同值．特别地 

1一lsin(2 )詈I≥1-sin詈：0．1340，V n≥1． 
(52) 

计算可得 E5：0．1266<0．1340．由于 E 单调减 

小，有 

(吉)>1一lsin(2n+1)詈I—E ≥ 
o．074>0当 n≥5． (53) 

用MATLAB计算 ，1≤ n≤4在(O，0．5)中所有零 

点(nodal points)，可得 

n：1，nodal points：0．2242， 

n：2，nodal points：0．1321， 

n：3'nodal points：0．0944，0．3558， 

n：4，nodal po ints：0．0735，0．2768． 

于是 

({)>0对所有的n≥I， (54) 

即 d：1／3不是结点．由推论 3即得所要结论． 

实际上，用同样的方法可求得许多满足推论 3 

的点．例如当 d：1／4时，E ：0．2503， 

1一I sin(2n+1) I≥ 0．2929> E4，V n≥ 1， 

(55) 

所以 d：1／4也满足推论 3．当然本文更希望一般的 

刻划结点和条件(16)关系的条件，也期望有读者能 

对这个问题给出一个答案．自然如果同时用速度和 

角速度的线性反馈，则任何点都应指数稳定．然而 

最少的控制应是所追求的． 
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