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摘要：首次提出了切换对称组合系统的概念，研究了此类系统在任意切换下渐近稳定的条件，同时分别利用多 

李雅普诺夫函数方法和单李雅普诺夫函数方法 ，给出使切换对称组合系统渐近稳定的切换律 ．利用切换对称组合 

系统的结构特点，使其切换律的设计条件得到简化 ． 
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Stability of a class of switched symmetric composite systems 
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(1．Department of Automation，Xiamen University，Fujian Xiamen 301005，China； 

2．School ofInformation Science and Engineering，Northeastern University，Liaoning Shenyang 110006，China) 

Abstract：A new class of symmetlic composite systems is proposed．These systems  ale composed of linear switched sub- 

systems  with similar dynamics interconnected in a symmetrical fashion．A sufficient condition ofthe stability of this system for 

arbitrary switching is obtained．Two kinds ofconstructive switching laws under which the switched symme~-ic composite systems  

ale stable ale also provided．All the conclusions ale simplified by using the structural properties． 
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l 引言(Introduction) 

复杂性科学正在受到国内外学者的重视，于景 

元教授在文献[1]中对复杂系统做了介绍，并且指出 

复杂巨系统是一个正在发展中的新领域．在控制领 

域有两类系统，一类是混杂动态系统，一类是组合大 

系统，它们都可看作复杂系统 ． 

混杂动态系统(hybrid dynamical systems)同时描 

述连续动态和离散动态，较为科学合理地刻画了众 

多的实际问题，因而受到人们的普遍重视．切换系统 

是混杂动态系统 中一类有影响的重要类型．系统的 

连续动态可由有限个子系统描述，系统的离散动态 

是一个切换规律，它指挥和协调系统的连续动态．汽 

车转向系统、计算机磁盘系统、机器人控制系统、飞 

机的多工作点控制系统等都是切换系统的具体实 

例 ．再比如多控制器切换系统是一类非常重要的切 

换系统[21． 

对称组合系统就是由若干个相同的子系统通过 

对称的方式组合而成的大系统．许多自然发展和形 

成的系统(如社会系统 、管理系统 、生物系统等)以及 

实际的工程系统(如电力系统 、计算机网络等)都可 

近似看成对称组合系统． 

本文考虑一类特殊的对称组合系统，它是由若 

干个相同的线性切换子系统通过对称的方式组合而 

成的系统．本文称这类系统为切换对称组合系统 ．多 

架同一型号的飞机在空中做同步飞行表演，那么由 

这多架飞机组成的多工作点控制系统就是一个切换 

对称组合系统． 

2 系统的描述和问题的提出(System descrip— 

tion and problem statement) 

切换对称组合系统可描述为 

戈(t)=A (t)． (1) 

其中 (t)=[ 1’(t)， j(t)，⋯， (t)]T为状态， 

(t)∈3 ，i=1，2，⋯，N； ：[0，+∞)一 Z={1， 

2，⋯，Z}为切换函数，它是一个依赖于时间 t或状态 

(t)的分段常值函数；对于确定的 (t)：i， 
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系统(1)实质上就是由以下 Z个系统按照切换规律 

盯(t)而构成的切换大系统 

(t)=A (t)，i=1，2，⋯ ，Z． (2) 

本文要解决以下两个问题 ： 

问题 1 利用系统(1)的结构特点，找到使系统 

(1)在任意切换下均渐近稳定的简化条件． 

问题 2 利用系统(1)的结构特点，构造较简单 

的切换律 盯(t)，使系统(1)渐近稳定． 

3 主要结果(Main results) 

由文献[3]知道，系统(1)在任意切换 盯(t)下均 

渐近稳定的充分且必要条件是系统(2)存在公共的 

本身正定而其导数负定的李雅普诺夫函数．如果要 

寻找系统(2)的公共的二次型李雅普诺夫函数，则 

要解下面 Z个李雅普诺夫方程： 

A IP+ +Q=0，i=1，2，⋯，Z． (3) 

其中 P，Q，为 n·Ⅳ阶正定矩阵． 

由于方程(3)中A 是个阶数非常高的矩阵，因 

此要解这个方程工作量非常大．但是文献[4]给出 

了求解方程(3)的简单办法． 

引理 1I j 对 固定的 ∈ ，令 spec(A c 

日P，spec(A )c 日P；对任意取定的对称正定矩 

阵 Q ∈曼 ， ， ∈ 曼 分别为下面两个李雅 

普诺夫方程的对称正定解 ： 

(A ) + (A )+Q =o， (4) 

(A ) P +P (A )+Q =o． (5) 

其中 A =A +(N一1) ，A =A —H，spec(A)表 

示矩阵 A的所有特征值的集合 ， 日P表示左半复平 

面，spec(A)c 日P表示矩阵A的所有特征值均位 

于左半复平面，则下面的矩阵李雅普诺夫方程一定 

存在对称正定解 ∈墨 № ， 

A P +P A +Q =o． (6) 

其中 

Q =diag{Q }，P = 

： 

； 

这里，r--1 = ( +(N-1)P )， ；= ( 一P )． 

因此 ，容易得出下面定理 1． 

定理 1 设 Q∈ 为对称正定阵，若对任意的 

i∈ ，方程(4)，(5)分别存在公共的对称正定解 

及 Pm，即 

(A ) + (A )+Q =0， (7) 

(A )’ P +P (A )+Q =0， (8) 

则系统(2)存在公共的李雅普诺夫函数，进而系统 

(1)在任意切换下均渐近稳定． 

注 1 定理 1给出了系统(1)在任意切换下渐近稳定 

的一个充分条件 ．该充分条件是考察低维方程 (7)，(8)是否 

存在公共对称正定解 ， ，从而一个复杂的问题得到了 

较简单的处理 ． 

下面本文分别采用多李雅普诺夫函数方法和单 

李雅普诺夫函数方法来解决问题 2． 

方法 1 多李雅普诺夫函数方法． 

这里仅考虑 Z=2= {1，2}的情形，即系统(1) 

实质上就是由下面两个对称组合系统按照法则 盯： 

[0，+∞]一 2= {1，2}而构成的切换对称组合系 

统 ： 

(t)=Al (t)， (9) 

(t)=A2 (t)． (10) 

本文先给出下面的定理 2，定理 2的证明过程给出 

了切换律的设计 ． 

定理 2 若存在同号的实数 。，P2及 n维对称 

正定阵 ， ， ， ，使得下面 4个不等式同时成 

立，则一定存在一个切换律盯：[0，+∞)一 Z={1，2}， 

使得由式(9)，(10)构成的切换对称组合系统 

(t)=A (t) (11) 

渐近稳定 ． 

A +(A ) Pql+IGl(Pql一 )<0， (12) 

P个A个+(A ) P个+ l(P个一P )<0，(13) 

p A墨+(AS) p + 2( 一Pq1)<0， (14) 

P A +(A ) P + 2(P7一P )<0．(15) 

为了证明定理 2，先给出一个引理． 

引理 21 J 令矩阵 A， 分别为 

A = 

A H ⋯ 

H A ⋯ 

H H ⋯ 

， 0 ⋯ 

一 | l ⋯ 

： ： ‘
．  

● ● 
● 

一 ， 0 ⋯ 

其中 A， ∈==． ，，为 n阶单位阵，则有 

T一1： 

Ap 

0 Am 

： 
．
： 

●  ● 

0 0 

其中 = A+(N一1)H，A ： A—H．从而有 

spec( )=spec(A )O spec(A )． 

定理 2的证明 下面不妨假设 。， >0，由式 

(12)一式(15)的解 ， ， ， 可构造如下两个 

0 ；  

● ● ● ● 

● ● ●  ● 

2 f  2  E l  E 
P —P ； P 

● ● ● ● 

● ● ● ● 

● ●  ● ●  
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正定矩阵 

其中 

r
-1 1 

+(JJ、r一1) ]， 

；= 一 ]，i=1，2． 

(Pl，P2的正定性可由引理 2及式(12)一式(15)直 

接得出)显然有 

P = ：+(N一1) ；，P = 一 ，i=1，2． 

于是得到下面两个正定函数 

( (t))= ‘ (t)P (t)，i= 1，2． 

其中 (t)∈R ．令 

(t)=arg max{ ( (t))，i=1，2}． (16) 

即在 t时刻， (t)取 Vl( (t))和 ( (t))较大者 

对应的下标．考虑如下两个表达式 

7rl=PlAl+A‘fPl+ l(Pl—P2)， (17) 

7r2=P2A2+A!P2+ (P2一P1)． (18) 

由于A =A +(N一1) ，A =A — 及P = ： 

+(N一1) ；， = 一 ；，i=1，2，所以不难得到 

其中 

r￡! ￡ ⋯ Ll I ； ! 
⋯  ； 

'7r2=1 ． ． ． ． I
： ： ‘

． 
： 

l ； ； ⋯ ! 

：=P Al+A P +_P}A + 

(A )T }+ l( }一 !)， 

L!=P A2+AjP + ；A墨+ 

( )T ；+ ( !一 ：)， 

}=P + TP + }A + 

(A )T }+ l( }一 ；)， 

L；= + T + ； + 

(A墨)T ；+ ( ；一 })． 

再 由引理 2知 

spee(丌1)=spee( )U spee( 1I)． 

其中 =L：+(N一1) }， = ：一 }，而 

= L：+(N一1) }= 

A +(A{')T + 。( 一 )， 

=  ：一 }= 

A个+(A ) + l( 一 )． 

这样由式(12)，(13)知 7rl<0，即 

PlAl+(A1)‘ ’Pl+ l(Pl—P2)<0． (19) 

同样道理可知 7r2<0，即 

P2A2+(A2)‘ P2+ (P2一P1)<0． (20) 

由文献[5]的 S-pr~edure知式(19)，(20)同时成立等 

价于下面结论成立． 

结论 当 ‘ (t)(Pl—P2) (t)≥0且 ≠0时， 

有 T(t)[ 1r l+P—lA1] (t)<0； 

当 ‘ (t)(P2一P1) (t)≥0且 ≠0时，有 

T(t)[ j 2+P一2A一2] (t)<0． 

令 

nl= { ∈ Ⅳl T( l一 2) ≥0}， 

n2= { ∈R ‘Ⅳl T( 2一 1) ≥0}， 

则 nl U n2=R ＼{0}． 

考虑系统 (11)，当 ∈ n．时，由式 (16)知 

( (t))=1．此时，Vl( (t))沿系统(11)的导数为 

l( (t))= T(t)[P—lA—l+ 1r 1] (t)<0． 

同样当 ∈ n2一nl时， 

2( (t))： T(t)[P一2A一2+ 2] (t)<0． 

这样定理 2成立 ．同样道理可讨论 l， <0的 

情形． 

方法 2 单李雅普诺夫函数方法． 

定理 3 考虑切换组合系统(1)，设 9∈R 为 

对称正定阵，若存在矩阵 A ，A ，⋯，卵 的某个凸组 

合A ：∑ 
= l 

凸组合 ： 

a4 及矩阵 ， ，⋯，A 的同一系数的 

= 1)，使得 

下面两个 n阶李雅普诺夫方程分别有对称正定解 

Pm和 。 

(A )TP + +Q =0， (21) 

( )T + +Q=0， (22) 

则一定存在一个切换律 ：[0，+a。)一 = {1，2， 

使得切换系统(1)在此切换律下渐近稳定． 

证 令 ： 

A ： 

则 

H ⋯ 

H ⋯ 

一P P P 

● ● ● ● 

● ● ● ● 

●  ■  ●  ●  

2 2 ● 2  2 2  一P P P 

● 2 2 2 2 2  
一P —P 一P 

r．．。．．。．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．L  

= 

2  
一P 

—P —P 一P 

●  ●  ●  ●  

●  ●  ●  ●  

●  ●  ●  ●  

Ẑ _ _ _  ̂ ●■ 一P P 一P 

l- l- Ẑ l-  ̂ l- 一P —P 一P 

r．．。．．。．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．L  

= 

一P 

口 ∑ 

且 

1●J  

l  

O  

∈  

口 

／  

n l n 

口 ∑ 

L  

●  ● ● ● 

● ● ● ● 

●  ● ●  ● 

Ẑ； Ẑ●■ L  

l■l■ Ẑl■ Ẑl■ L  

r．．。．．。．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．L  

一A  

口 ∑ 

H H 

A  

口 ∑ 

姐 

a ∑ 

n 

口 ∑ 

H 
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l l l 

考虑到∑aI；A —H：∑a 及∑aA+(Ⅳ一 
i：l i= 1 i： 1 

f 

1)H：∑a ，由引理1可知，下面的n·N阶李雅 
= l 

普诺夫方程存在对称正定解 ， 

A P+PA+Q =0． 

其中， ：diag{Q，Q，⋯，Q}．因此， 

T + < 0
．  

将式(24)改写为 
f 

∑口 ( +P—A )<0， 
i：1 

故而有 

令 

f 

∑口 xT(21TP+P—A ) <0． 
￡： 1 

(23) 

(24) 

制子系统的个数，而定理 2要求子系统的个数 z=2，原因是 

在定理 2的证明过程中主要应用 S-procedure方法 ，当 Z>2 

时，S-procedure方法失效 ．另外，从检验 的角度来看，由于定 

理 2需要检验 4个不等式而定理 3只需检验 2个不等式，因 

此定理 3较定理 2易于检验．但是，单李雅普诺夫函数方法 

和多李雅普诺夫函数方法在讨论切换系统的稳定性方面是 

两个独立的方法，它们互不包含对方 ．文献[3，6]指出，有些 

切换系统即使它的子系统的任何一个凸组合均不稳定 ，但可 

利用多李雅普诺夫函数方法构造出使其渐近稳定的切换律． 

因此，从这个意义上来说，定理 2尽管 只是针对子系统 的个 

数 Z：2的情形 ，但它确实不能蕴涵在定理 3中． 
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