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离散广义大系统的 Lyapunov稳定性分析 
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摘要：广义大系统的稳定性是广义大系统理论的基本问题之一，对其稳定性的研究要比状态空间大系统复杂 

得多，因为广义大系统不仅需要考虑稳定性，而且还要考虑正则性和因果性(离散广义系统)及脉冲自由(连续广义 

系统)．本文在所有孤立子系统都是正则的且具有因果关系的条件下，利用 Lyapunov方程，应用 Lyapunov函数方法， 

研究了广义离散线性大系统和广义离散非线性大系统的稳定性和不稳定性问题，给出了离散广义大系统稳定性和 

不稳定性判定定理，得到了离散广义大系统的关联稳定参数域和不稳定域． 
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Lyapunov stability analysis of singular discrete large-scale systems 

WO Song—lin，ZOU Yun 

(Depar缸I掰lt of Automation，Nanjing Umversi~of Science&Technology，JjaⅡ罟 Nanjing 210094，China) 

Abstract：Asymptotic stability is one of the fundamental problems in the theory of singular large-scale systems
． Its deter— 

minafion is more complicated than that for nonsingular large-scale systems  in state-space form ，because for singular larg~scale 

systems one has tO cousider not only stability but also regularity and impulse immunity (for continuous singular systems)and 

causality (for discrete singular systems )．Inthis paperthe problem of asymptotic stability andinsmb~tyforthe singulardiscrete 

linear large-scale systems and singular discrete non-linear large-scale systems is inv~figated by the method ofLyapunov equation 

and Lyapnnov function．Under the condition that all isolated subsystems ale regular an d causal，the criteria ale given to deter— 

mine whether or not the discrete singular large-scale system is asymptotically stable or unstable．The interconnecting parameter 

regious of asymptotic stability and instability for the system ale obtained as wel1． 

Key words：singular discrete system；large-scale system；Lyapunov function；interconnecting parameter regiom 

1 引言 (Introduction) 

稳定性是指系统在受到扰动作用后，其运动可 

返回原平衡状态的一种性能，它是所有自动控制系 

统都应满足的一个基本特性．继古典控制理论和现 

代控制理论之后，大系统理论成了自动控制理论的 

第三代理论的主要内容．因为大系统规模宠大，因素 

众多，结果复杂，所以常常很难采用经典的“一揽子” 

解决方式．一般采用简化和分解两种处理方法_1～31． 

自从 1974年 Rosenbm(：k【 J在研究复杂的电路网络系 

统中首先提出广义系统问题以来，人们已经发现电 

力、电路、航空、机器人、核反应和化工过程等工程和 

经济、生物、人口等等实际系统中广泛存在既有微分 

方程，又有代数方程的系统(即广义系统)．广义系统 

具有状态的层次性和无穷运动模式_5。J，但不具有 

传统的因果性和结构稳定性，齐次初值问题可能不 

相容，有解也可能不唯一等困难，对其稳定性研究也 

就相当困难_8]，文献[9]研究了广义线性连续大系 

统的稳定性．本文利用 Lyapunov方程，应用 Lya． 

punov函数法，研究了广义离散大系统和广义离散 

非线性大系统的稳定性与孤立子系统稳定性的关 

系，通过孤立子系统稳定性来判断广义大系统的稳 

定性，并给出其关联参数域． 

记 一( )， ( )分别为矩阵 的最大特征 

值和最小特征值． 

2 离散广义系统的稳定性(Stability of singu— 

lar discrete systems) 

对于广义离散系统 

(k+1)=A (k)， (1) 

其中： (k)为 n维状态向量，E， 为n×n阶常系 

数矩阵，rank E=r<n．假定系统正则(即存在 s0 
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使得 det(s0E—A)≠0)且具有因果关系．如果 

为n X n阶半正定矩阵， 为n X n阶对称矩阵，则称 

AT VA—ETVE ：一ETWE (2) 

为广义离散系统的 Lyapunov方程． 

定义 系统(1)是渐近稳定的，如果对于系统 

(1)的任一解 (k)有lira (k)=0．容易知道如下 

结果： 

定理 1 广义离散系统正则且具有因果关系， 

则它渐近稳定的充要条件是任意给定的 r阶正定矩 

a)它对应的孤立子系统(5)都正则，具有因果 

关系且渐近稳定． 

b)l】A l】≤ l】 l】(i，J= 1，2，⋯，m， 

i≠J)． 

则存在正数 Al>0，当 <Al时，有系统(4)渐 

近稳定(A，由式(8)决定)． 

证 由条件 a)及定理 1知：对 “=，“为 阶 

单位矩阵，存在正定矩阵 ，半正定矩阵 ，使得 

有 

阵 ，>。，必存在形如 ：PT( )P正定矩 记 
阵和 ：PTf 01 P半正定矩阵，满足式(2)．这 
里 P为 n阶可逆矩阵， l为 r阶正定矩阵，，2为 

n—r阶单位矩阵． 

定理 2 广义离散系统 (1)正则 日具有因果关 

系，它至少有一特征值在单位圆外(即系统不稳定 

的)，则任意给定的 r阶正定矩阵 W，>0，必存在形 

如 ： ( )P正定矩阵和 ： 

PT( ：)P半正定矩阵，满足 
ATVA — ET VE = ET WE

．  (3) 

这里 P为n阶可逆矩阵， ，为 r阶正定矩阵，，2为 

n—r阶单位矩阵． 

3 离散线性广义大系统的稳定性(Stability 

of singular discrete large—scale systems) 

考虑离散线性广义大系统 

Ei (k+1)= 

A“ f(．i})+∑A )(i：1，2，⋯，m)．(4) 

其中：历为 × 常系数矩阵，∑ ：n，rank巨： 

≤n ，∑ ：r，Xi(．i})∈R 。，A =(口b)为 × 

常系数矩阵(i， =1，2，⋯，m)， (k)=( l(．i})T， 

⋯

， (．i})T)T． 

系统(4)按主对角线的孤立子系统为 

Ei f(k+1)=A“ (k)(i=1，2，⋯，m)．(5) 

引理 1 对 V“， ∈ R，l，半正定矩阵 V≥0， 

V￡>0有 

2uT W≤￡“TVu 4-÷ T W． 

定理 3 如果系统(4)满足如下条件： 

A —E E =一E E ． (6) 

一 ( 一 ) 

显然 a ≥0，不妨设 a >0，取 ￡ = (对 

a =0时，取 ￡ =1可进行以下类似证明)． 

取 · 

[Ex(．i})]-∑ [Eixi(．i})]- 

∑[Eix (．i})IT [Eixi( )] 

为系统(4)的 Lyapunov函数，由引理 1，则它沿系统 

(4)的增量为 

△ l(4)： [ (k+1)]一 [Ex(．i})]-∑ l(4)． 

而 

Avi I(4) 

{[E (k+1)IT [E (k+1)]一 

[Ei f(k)IT [Ei (k)]}l(4)= 

(A + ∑A )T (A + 
i=1，i≠i 

∑ A )一(巨Xi)T (巨Xi)≤ 
i：1，i≠i 

一 (Eixi)T (Ei )+∑ (A (A Xi)+ 

去(A T (A ]+ 

一 ( )∑ ∑ l】A II II Ao l】≤ 
J=1，』≠i ：1，s≠i 

—  

1 ( )(E )T(E
i )+ 

7  

m 

m 

， l  1  

．

，  

= = 

2  ． ．‘ 

1 ) )  

= 

口 
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2(m一1)Oti 一( ) ∑ l1 + 

一 ( ) (∑ l1 )z， 

有 

Av l(4)=∑Av l(4)≤ 

一 {{ 一(2占+1)(m一1) }∑ll Ei f ll 2． 

取 

厂———— ——一  

△· √ 丽 · 
当 <△l时，Av I(4)≤0，所以

．

1ira Ei i= 0． 

由孤立子系统(5)正则，具有因果关系，则存在 

相应维数的常系数可逆矩阵 ，Q ，使得 

：  o)’ ： 昂)． 
并记 

如 ： 
~12)／ 

其中： ’， ’分别为 rf阶和 一 阶单位矩阵； 

Al ’，A ’，A ，A ̈ ， ’为相应维数的常系数 

矩阵． 

作变换 

QTlxi(k), 

则系统(4)等价于系统 

『y： ’(k+1)= 
l ， 

I A Ji})+∑ [A ’ ’(Ji})+A ’ ’(Ji})]， 

0：yl2)(Ji})+∑ [ ’ ’(Ji})+ ’ ’(Ji})]． 

(9) 

i：1，2，⋯，m，由
．

1im f(k)=0有
．

1ira yl )(k) 
—  + ∞ — + ∞ 

= O． 

由条件 b)知道 

[A ’(Ji})+A (Ji})]-0． 

从而
．
1ira yl ’(k)=0，就有。lim Yi(k)=0，从而 

lira (k)=0即系统(4)渐近稳定． 

类似地可以证明： 

定理 4 如果线性广义离散大系统(4)满足以 

下条件： 

a)它对应的孤立子系统(5)都正则，具有因果 

关系且它至少有一特征值在单位圆外(即系统不稳 

定的)． 

b)ll Ao．xj ll≤ ll( = =1，2，⋯，m， 

≠_，)． 

则存在 A2>O，使得当 <A2时，广义离散大 

系统(1)也是不稳定的． 

4 非线性广义离散大系统的稳定性(Stability 

of singular non·-linear discrete large·-scale sys．- 

tems) 

对于非线性广义离散大系统 

Eix (k+1)= 

A (Ji})+∑ Azj xj(Ji})+ 
i：1．i≠i 

(Xl， 2，⋯， )(i=1，2，⋯，m)， (1O) 

其对应的孤立子系统为系统(5)． 

定理 5 如果系统(1O)满足如下条件： 

a)它对应的孤立子系统(5)都正则，具有因果 

关系且渐近稳定； 

b)ll Ao．xj ll≤ ll ll( ， =1,2，⋯，m；i≠ )； 

c)ll A(xl， ⋯， )ll≤叩∑ ll ll(i： 
= l 

1，2，⋯，m)． 

则存在正数 A3>0，A4>0，当 <A3，叩<A4 

时，有系统(10)渐近稳定(△3，△4由式(11)决定)． 

证 由条件 a)及定理 1知：对 W“=，̈ 为r 阶 

单位矩阵，存在正定矩阵 ，半正定矩阵 vi，使得有 

式(6)成立．显然 Ot ≥ 0，不妨设 Ot >0，取 ￡ = 

I_(对Oti=o时，取三 =1可进行以下类似证明， 
a ， ， ， 同式(7))． 

取 

[ (Ji})]：∑ f[ (Ji})]： 
i= l 

∑[ (Ji})]T [Eixi(Ji})] 

为系统(1O)的 Lyapunov函数，类似于定理 3的证 

明，有它沿系统(1O)的增量为 

Av I(10)≤一{[ 一m(m一1)(2a+1) ]+ 

[{ 一m (2 +1)叩 } ll Eixf 2 
取 
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A1 ： 

A4 ： 
厂—■广  』

— —  

4m3(2a+1) >0 

> 0． 

(11) 

当 < △3， < △4时，△ f(Io)≤ 0，所 以 

lim Eix (k)： 0，类似 于定 理 3的证 明可得 

lim (k)：0即系统(10)渐近稳定． 
一 + 

5 结束语(Conclusions) 

广义大系统的稳定性是一个非常重要的问题， 

由于广义大系统的复杂性，对其稳定性的研究也是 
一 件相当困难的事情．本文利用Lyapunov方程，应 

用 Lyapunov函数法，研究了广义离散大系统和广义 

离散非线性大系统，得到了一些它们渐近稳定和不 

稳定的充分条件，同时给出了其参数域．由定理 3 

知，孤立广义离散子系统的渐近稳定，在一定条件下 

得到了广义离散大系统的渐近稳定；由定理 4知，孤 

立广义离散子系统的不稳定，在一定条件下得到了 

广义离散大系统的不稳定．至于它们之间的更紧密 

的关系，有待于进一步研究． 
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