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摘要：用射影理论，基于 Kalman滤波提出了通用和统一的白噪声估计方法，可统一解决带非零均值相关噪声 

的线性离散时变随机控制系统的白噪声滤波、平滑和预报问题．提出了输入白噪声估值器和观测白噪声估值器，最 

优和稳态白噪声估值器，固定点 、固定滞后和固定区间白噪声平滑器，白噪声新息滤波器和 Wiener滤波器．它可应 

用于石油地震勘探信号处理和状态估计，为解决信号和状态估计问题，提供了新的途径和工具．关于 Bernoulli— 

Gaussian白噪声估值器的仿真例子说明了其有效性． 
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General and unified white noise estimation approach 

based on Kalman filtering 

DENG Zi—li ．XU Yan2 

(1．Institute ofApplied Mathematics，Heilon~iang University，Harbin Heilon~iang 150080，China； 

2．Basic Department，Beijing Institute ofGraphic Communication，Beijing 102600，China) 

Abstract：By the projection theory，general and unified white noise estimation approach is proposed based on Kalman fil— 

tering．It can solve the white noise filtering，smoothing and prediction problems in a unified  framework for linear discrete tinle- 

varying stochastic control systems  with correlated noises having non-zero mean．The input white noise estimators and measure— 

ment white noise estimators，optimal and steady-state white noise estimators，fⅨed po int，fⅨed lag and fixed interval white noise 

smoothers，and white noise innovation filter and W iener filter are presented ．Th e approach Can be applied to signal processing in 

oil seismic exploration and State estimation，and provide a new way to solve the sign al and State estimation  problems ．The simula- 

tion example for BemouUi—Gaussian white noise estimators shows its effectiveness． 

Key words：reflection seismology；input white noise estimator；measurement white noise estimator；optimal and steady- 

State white noise estimator；Kalman filtering method 

1 引言(Introduction) 

白噪声估计问题在石油地震勘探、通讯、信号处 

理、状态估计等领域有重要的应用．Mendel 1 J以石 

油地震勘探数据处理为应用背景，用 Kalman滤波方 

法提出了随机系统的最优输入白噪声估值器，其局 

限性是没有解决观测白噪声估计问题，且不能处理 

带非零均值的相关噪声系统白噪声估计问题．为此， 

邓自立等 J用现代时间序列分析方法提出了一种统 
一 的白噪声估计理论，其中不仅提出了新的输入白 

噪声估值器，而且还提出了观测白噪声估值器，并将 

其应用于解决状态和信号估计问题_6 ，使白噪声 

估计理论成为最优滤波的新工具_9，l ．但该理论的 

局限性是不能处理时变系统，不能得到时变系统的 

最优白噪声估值器，仅给出定常系统的稳态白噪声 

估值器．本文作者基于 Kalman滤波提出了一种新的 

通用的和统一的白噪声估计方法，克服了上述局限 

性．它可统一解决带非零均值相关噪声的时变和定 

常随机控制系统的输入和观测白噪声的最优和稳态 

滤波、平滑和预报问题，且将文献[12,13 3的结果推广 

到带非零均值的相关噪声系统，给出了不同于文 

献_l3_的白噪声估计新算法． 

2 问题描述(Problem fomulation) 

考虑线性离散时变随机控制系统 

X(t+1)： (t)X(t)+B(t)U(t)+r(t)'．，(t)， 

Y(t)=H(t)X(t)+l，(t)， 
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其中 (t)∈R“为状态，Y(t)∈ 为观测； (t)， 

B(t)，r(t)和H(t)为已知时变矩阵；w(t)∈ 2一 为 

输人白噪声；l，∈ m为观测白噪声． 

假设 1 (t)和 l，(t)是带非零均值的相关白 

噪声， 

Ew(t)= q (t)，Ev=q (t)， 

⋯  ∽ = Qw(t 
Q (t)>o， 

(3) 

其中E为均值号，COV为协方差号，T为转置号， ： 

1， =0(t≠ )． 

注意，带机动加速度输人的雷达跟踪系统可遇 

到 q (t)≠0的情形，传感器带系统偏差时，可遇到 

q (t)≠0的情形． 

假设 2 w(0)不相关 于 w(t)和 l，(t)，且 

Ex(0)= o，COVX(0)= o． 

假设 3 lI(t)为已知的非随机控制输人或 

lI(t)为反馈控制． 

在假设 1～3下，系统(1)，(2)有 KallTlan预报 

器l11j 

(t+1 I t)= (t) (t I t一1)+B(t)lI(t)+ 

r(t)q (t)+ (t)s(t)， (4) 

s(t)=Y(t)一q (t)一H(t) (t I t一1)， (5) 

(t)=[ (t) (t I t一1)Hy(t)+r(t)S(t)]Q (t)， 

(6) 

(t)=H(t) (t I t一1)HT(t)+Q (t)， (7) 

(t+1 I t)= 

(t) (t I t一1) T(t)一 

[ (t) (t I t一1)HT(t)+r(t)S(t)]× 

[H(t) (t I t一1)HT(t)+Q (t)]一 × 

[ (t) (t I t一1)HT(t)+r(t)S(t)IT+ 

r(t)Q (t) (t)， (8) 

(o I一1)= o， (o I一1)= o， (9) 

其中新息s(t)是带零均值、方差阵为 (t)的白噪声． 

最优白噪声估计问题是利用上述 Kalman预报 

器，基 于观测和控制 (Y(_『)，Y( 一 1)，⋯，Y(0)， 

lI( )，lI( 一1)，⋯，lI(0))求 w(t)和l，(t)的在线性 

最小方差估计准则下的最优估值器 (t I )和 (t 

I )，统--iE为 (t I )， =w，l，．对 =t， >t或 

<t，称 (t I )分别为白噪声滤波器，平滑器或预 

报器，特别当t固定且N>0时， (t I t+Ⅳ)叫做固 

定点平滑器；当 N >0固定时， (t I t+N)叫做固 

定滞后平滑器；当 N>0固定且0≤t≤ N时， (t 

IⅣ)叫做固定区间平滑器． 

3 统一的最优白噪声估值器(Unified optimal 

white noise estimators) 

定理 1 系统(1)，(2)在假设 1～3下有统一的 

最优白噪声估值器 

(t I t+N)= q口(t)，N <0， (10) 

(t I t+N)= (t I t+N一1)+Mo(t I t+Ⅳ)s(t+Ⅳ) 

(11) 

其中 =w，l，；N =0，1，⋯；t=0，1，⋯；且 

(t I t)=S(t)Q (t)， (t I t)=Qv(t)Q (t)， 

‘ 

(12) 

Mo(t I t+1)=Do(t，1)HT(t+1)Q (t+1)， 

D (t，1)= Q (t) (t)一5(t) (t)， 

D (t，1)=sT(t)rT(t)一Qv(t)KW(t)， 

(13) 

(14) 

(15) 

Ma( J +Ⅳ)： ( ，1)}II ( + )}x 
i=l 

HT(t+Ⅳ)p (t+N)， (16) 

(t)= (t)一 (t)H(t)， (17) 

其中N≥2．误差方差阵 Po(t I t+Ⅳ)为 

Po(t I t+N)= Q口(t)，N <0， (18) 

Po(t I t+N)= 

Po(t I t+N一1)一 (t I t+N)Q (t+ 

N)MT(t I t+Ⅳ)，N≥0． (19) 

证 由射影理论， (t I t+Ⅳ)是 (t)在由 

(Y(t+N)，Y(t+N一1)，⋯，Y(0))张成的线性流形 

L(y(t+Ⅳ)，⋯，Y(0))上的射影．当 N<0时，由式 

(1)，(2)迭代及假设 1～3可知 (t)不相关(正交) 

于 L，于是由射影公式[“]引出式(10)成立．为推导 

方便，引人带零均值白噪声 

(t)= (t)一qo(t)， =w，l，． (20) 

应用递推射影公式 ll_有式(11)，其中 =w，l，，且 

Mo(t I t+Ⅳ)=E[ (t)sT(t+Ⅳ)]Q (t+Ⅳ)， 

(21) 

其中应用了E[s(t+Ⅳ)]=0．由式(2)和(5)引出 

s(t)=日(t) (t I t一1)+l， (t)， (22) 

其中 (t I t一1)= (t)一 (t I t一1)．对于 Ⅳ= 

0，将式(22)代人式(21)并注意 (t)不相关于 (t I 

t一1)，立刻得到式(12)．由式(1)，(4)及(22)引出 

(t+1 I t)： 
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(t) (t l t一1)+厂(t)’．， (t)一 (t)l， (t)， 

(23) 

其中 由式(17)定义．对于N=1，由式(21) (23) 

容易得到式(13)～(15)．对于 N>1，由式(23)迭代 

可得 

(t+Ⅳ l t+N一1)= 

x／,(t+N，t) (t l t一1)+ 

∑ (f—N，i)EF( 一1) (i-1)一 ( 一1)l， ( 一1)1， 

(24) 

其中定义 (t+N，t+Ⅳ)= ，对于 i<t+Ⅳ定 

义 

1 (t+N，i)= (t+N 一1)⋯ ( )．(25) 

在式(22)中置 t=t+Ⅳ并将其代入式(21)，利用式 

(24)可得式(16)和(17)，0=w， ．由式(3)，对于 Ⅳ 

<0显然有式(18)成立．对于 N≥0，由式(11)有 

(t l t+Ⅳ)= 

0(t l t+N一1)一  ̂(t l t+N)￡(t+，v)． 

(26) 

注意到 (t l t+N一1)正交(不相关)于￡(t+Ⅳ) 

和E[0(f)￡ (t+Ⅳ)]=E[0 (t)￡ (t+Ⅳ)]，由式 

(21)和(26)可得式(19)． 证毕． 

推论 1 最优白噪声滤波器为 

{． h)= (c)+s(f)Q ( (c)，(27) 【 (
t l t)=q (t)+Q (t)Q (t)￡(t)． 

推论 2 统一的非递推最优白噪声平滑器为 

I舀(f l f+Ⅳ)： (f)+∑Me(t l f+Ⅳ)￡(f+ )， 1
。 ： ⋯ ，Ⅳ > 0． 

。 

(28) 

推论 3 Me(t l t+Ⅳ)可递推计算为 

Me(t l t+Ⅳ)=Do(t，Ⅳ) (t+Ⅳ)Q (t+Ⅳ)， 

(29) 

Do(t， )=De(t，J一1) (t+ 一1)， =2，‘一，N． 

(30) 

推论 4[ ] 在 q (t)=0，S(t)=0和H(t)=0 

的特殊情况下，有最优输入白噪声平滑器 

(t l t+N)= (t l t+N一1)+』l (t l t+Ⅳ)￡(t+Ⅳ)， 

(31) 

(t l t+N)= 

Qw(t)FT(t){Ⅱ[厶一K(t+i)H(t+ )] (f+ )}× 

H (t+Ⅳ)Q (t+Ⅳ)， (32) 

(f)= (t l t一1)H (t)Q (t)． (33) 

定理 2 系统(1)，(2)在假设 1～3下有统一的 

最优固定区间白噪声平滑器为 

0(t l N)=0(t l t)+Do(t，1)，(t+1 l N)，0=’．，，l，， 

(34) 

其中 t：N，⋯，0，且有反向递推公式 

，(t+1 l N)： 

1 (t+1)，(t+2 lⅣ)+ 

H (t+1)Q (t+1)￡(t+1)． (35) 

带初值 ，(Ⅳ+1 l N)：0．误差方差阵为 

go(t l N)=t"o(t l t)一Do(t，1)S(t+1 lⅣ) (t，1)， 

(36) 

其中 t=N，⋯，0，且有反向递推公式 

S(t+1 l N)= 

(t+1)s(t+2 lⅣ) (t+1)+ 

H (t+1)Q (t+1)H(t+1)， (37) 

带初值 S(Ⅳ+1 l N)=0． 

证 重复应用式(11)有 
，v—t 

(t lⅣ)： (t l f)：∑Me(t l t+ )￡(t+ )． 
= i 

(38) 

由式(13)和(16)可将式(38)表为式(34)形式，其中 

定义 

，(t+1 lⅣ)= 

H (t+1)Q (t+1)￡(t+1)+ 

，v—f i—l 

∑[丌 (f+J．)I n (f+ )Q (f+ )￡(f+ )． 
i=2 ：1 

(39) 

注意 
，v—t i—l 

∑[̈  (f+川H (f+ )Q (f+ )￡(f+ )= 
i=2 』=1 

(t+1)H (t+2)Q (t+2)￡(t+2)+ 
一 f i—i 

(f+1)∑[Ⅱ (f+川 × 
i：3 J：2 

H (t+i)Q (t+ )￡(t+ )= 

(t+1){H (t+2)Q (t+2)￡(t+2)+ 

(t+1)，(t+2 lⅣ)． (40) 

由式(39)和(40)立刻得式(35)．在式(34)中置 t=N 

引出 ，(Ⅳ+1 l N)：0．由式(34)有 

= 

+ 

+ 

￡ 

× 卜 

] J  1  

．， + 

-．． f 
二-／ 

+ 

f 、 ，  

T p 
+ 

儿川“ 

～∑ 
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O(t l￡)=O(t l iv)+Oo(t，1)，(t+1 l iv)， 而稳态Kalrnan预报器增益 和稳态新息方差阵QE 

(41) 为 

其中 (t l )=O(t)一 (t l )．注意至0，(t+1 lⅣ) 

∈ L( (t+1)，⋯ ，s(N))c L(y(1)，⋯ ，Y(N))，而 

由射影性质有0(t lⅣ)正交于L(y(0)，⋯，Y(N))， 

故 (t lⅣ)正交于 ，(t+1 lⅣ)．因而由式(41)得式 

(36)，其中定义 

S(t+1 lⅣ)=E[，(t+1 lⅣ)，T(t+1 lⅣ)]． 

(42) 

注意，s(t+1)正交于 ，(t+2 lⅣ)．将式(35)代人 

式(42)中立刻得到式(37)．由式(42)和 ，(Ⅳ+1 I 

N)：0引出 S(N+1 l N)=0． 证毕． 

推论 5I j 在 “(t)=0，q (t)=0和 S(t)= 

0的特殊情况下，则最优固定区间输入白噪声平滑 

器为 

(t l N)= (t) (t)，(t+1 lⅣ)，(43) 

带 t：N，N一1，⋯，0，且 

(￡lⅣ)= (t)一 (t)，(t)s(t+1 l N)F(t) (￡)． 

(44) 

4 统一的稳态白噪声估值器(Unified steady— 

state white noise estimators) 

定理 3 对于满足假设 1～3的定常系统(1)， 

(2)，即模型参数阵和噪声统计是时不变的 (t)= 

，B(t)= B，r(t)=r，H(t)：H，(20(t)= (20， 

qo(t)=q口，0=W， ，再假设[ ](cI)， )为完全能检 

测对，(cI)一 Q 。H， )为完全能稳对，其中 Q 

满足 T = 一sQ ST，则有统一的稳态白噪声 

估值器 

(t l t+Ⅳ)= g口，N <0， (45) 

(t l t+N)： (t l t+N一1)+J)l (Ⅳ)s(t+Ⅳ)， 

(46) 

其中 0=w，l，；N=1，2，⋯；且增益为 

Mw(0)=SQ ，My(0)= Q Q ， (47) 

(Ⅳ)=Do(1)( ) HTQ ，N≥ 1，(48) 

D (1)= rT一 ， (49) 

D (1)= s 一Q ， (50) 

=  一  ． (51) 

稳态误差方差阵为 

(t l t+N)= (20，N <0， (52) 

(t l t+Ⅳ)= (t l t+N一1)一 (N)Q (Ⅳ)． 

(53) 

= ( ’+FS)Q ， (54) 

= + ， (55) 

其中 满足稳态 Riccati方程 

=  

T
一 ( T+FS)(月 T+p )一 × 

( T+ )T+rQ T． (56) 

它可由式(8)带初值 (0 l一1)=a ，a>0，用迭代 

算法求解，当 t充分大有 (t+1 l t)． 

证 由关于系统完全能检测和完全能稳的假设 

引出，当 t一 。。时存在 稳态 Kalman预报器和稳 

态白噪声估值器．令 (t+1 l t)一 ， (t)一 ， 

(t)一 ，％ (t l t+Ⅳ)一 ％ (N)．由定理 1和式 

(6)～(8)引出定理 3． 证毕． 

将式(5)代入式(4)有相应的稳态 Kalman预报器 

j(t+1 l t)= (t l t一1)+Bu(t)+ 

r 一 口 + (t)． (57) 

引入单位滞后算子 q～，q～口(t)=口(t一1)，可将 

式(57)表为Wiener滤波器形式 

j(t+1 l t)=(In—q一 )一 (Bu(t)+ 

r 一 留 + (t))， (58) 

其中 J 为n×n单位阵．将式(58)代入式(5)并应用 

矩阵求逆 Leverrier—Fadeeva公式_9j 

(In—q一 )～ =F(q一。)／ (q )， 

1 (q一。)=1+1 1 q一 +⋯ + g一 ， 

F(q一 )= In+F1q一。+⋯ + —lq一‘ 一̈ ， 

= 一 (1／i)tr( Fi一1)，i= 1 ⋯， ， 

Fi= Fi
一 1+’ In；Fo= 厶，i= 1，⋯， 一1， 

(59) 

其中 

(g )=aet(／~一q一 )，F(q一)=adj(In—q一 )， 

容易得到如下定理： 

定理 4 在定理 3条件下，系统(1)，(2)有 All— 

MA新息模型 

A(q一 ) (t)=B(q一 )“(t)+’ (q一 )s(t)+p， 

(60) 

其中多项式矩阵 A(q )，B(q一)和向量 p定义为 

fA(q一 )= (q一 )，m一胛 (q ) g～， 

{ (q一)=胛 (q )Bq～， 

【p= ， (1)q +月F(1)(r 一 g )，(N ≥0)． 

(61) 
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定理 5 在定理 3条件下，有统一的稳态白噪 稀疏化的Gaussian白噪声
，定义为 

声新息滤波器 

0(t I t+N)=q目+ (q一 )s(t+N)，0= ，l，， 

、 (62) 

N 

(q )=∑Mo(i)q ，N≥0， (63) 
i=0 

且有统一的渐近稳定的带固定滞后 』I、r的白噪声 

Wiener平滑器 

(q )0(t I t+N)= 

(q )Y(t+』I、r)+ (q )U(t+』I、r)+p ， 

(64) 

其中 0 = ，l，，且定 义多项式 矩阵 麟 (q )， 

(q )和向量 p 为 

f麟 (q )= (q一)A(q )， 

{醛(q一)=一 (q一)B(q )， (65) 

【p = ， (1)q目一 (1)p． 

证 由式(45)和(46)有非递推稳态白噪声估值 

器 (N≥ 0) 

(t I t+』I、r)：q目+∑M0( )s(t+ )．(66) 
i=0 

定义多项式矩阵式(63)，则可将式(66)表为式(62)， 

它具有以新息 s(t+』I、r)作为输入的传递矩阵形式， 

故叫新息滤波器．经典 Kalman滤波理论证明了 1’ 

在式(57)中 ， 是一个稳定矩阵，即 ， 的所有特征 

值位于单位圆内．因而 (q一)=det(，n—q ) 

是一个稳定的多项式，即以 q为自变元的多项式 

(q)的零点全位于单位圆外．于是由式(60)有 

s(t+』I、r)=1 一’(q一’)[A(q一 )Y(t+』I、r)一 

B(q一’)U(t+N)一p]． (67) 

将式(67)代入式(62)后，再用 (q一)乘式(62)两 

边便可得式(64)和(65)．因 (q一)是一个稳定多 

项式，故估值器式(64)是渐近稳定的．注意到式(64) 

具有以和作为输入的传递矩阵形式，故称其为 

Wiener平滑器． 证毕． 

5 仿真例子——Bemoulli—Gaussian白噪声 

估值器 (Simulation example--Bernoulli— 

Gaussian white noise estimators) 

Bemoulli—Gaussian白噪声在石油地震勘探领 

域有重要的应用背景和实用价值ll“J，它可用于描 

写地震波反射系数序列．而估计反射系数序列，对寻 

找、发现油田和确定油田的几何形状有重要作用． 

Bemoulli—Gaussian白噪声可直观上看成取非零值 

0(t)： b(t)g(t)， (68) 

其中 b(t)是取值为 1或 0的 Bemoulli白噪声，取值 

概率为 

P(b(t)=1)= ，P(b(t)：0)：1一 ． 

(69) 

g(t)是带零均值，方差为盯：的独立于b(t)的Gaus— 

sian白噪声．容易求得 0(t)有零均值和方差 盯 ： 

． 带时变系数的 Bernoulli—Gaussian白噪声定义 

为 

0(t)= c(t)b(t)g(t)． (70) 

例 考虑带相关噪声的时变系统 

(t+1)= 

0

25 

+f2sin ㈩， l0．5⋯s l。川 
(71) 

y(t)=[0’l+0．2sin ] )+ )， (72) 

(f)= (1+0．1c。s )6(f)g(f)， (73) 

(t)=0．3w(t)+ (t)， (74) 

其中 (t)是零均值，方差为 盯{=0．001独立于 

W(t)的 Gaussian白噪声，W(t)是带时变系数的 

Bernoulli—Gaussian白噪声，且 =0．3，盯2 =1．取初 

值 (0 I一1)=x(0)=0， (0 I一1)=0．1，2，应用 

定理 1，取 N =1和 N=3．u3(t I t+1)和 彩(t I t 

+3)的仿真结果如图 1，2所示，其中实线端点纵标 

代表真实值 W(t)，圆点纵标代表平滑估值 (t I t+ 

1)或仍(t I t+3)．可以看到彩(t I t+3)的精度比彩(t 

I t+1)的高，这与理论分析结果式(19)是一致的． 

图 1 Bernoulli—Gaussian输入白噪声 (￡)和 

最优平滑器 仍(t l t+1) 

Fig．1 Bernoulli—Gaussian input white noise (t) 

and optimal smoother仍(t l t+1) 
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t s 

2 Bemoulli—Gaussian输人 自噪声 w(t)和 

最优平滑器 彷(tIt+3) 

Fig．2 Bernoulli—Ga~sian input white noise (t) 

and optimal smoother论(t I t+3) 

6 结论(Conclusion) 

基于 Kalnlan滤波器和射影理论提出了通用的 

和统一的白噪声估计方法．通用性在于它可处理带 

非零均值相关噪声的时变随机控制系统的白噪声估 

计问题．统一性在于它可统一处理输入和观测白噪 

声估值器，可统一处理白噪声滤波、平滑和预报问 

题，且可统一处理最优和稳态白噪声估值器．它克服 

了MendelI卜 』的基于 Kalman滤波的白噪声估计方 

法没有解决观测白噪声估计问题的局限性，也克服 

了邓自立[ 』基于现代时间序列分析方法提出的稳态 

白噪声估计理论的局限性，提出了通用的和统一的 

时变系统的最优白噪声估值器，且推广了文献[12， 

13]的结果到带非零均值的相关噪声系统，提出了不 

同于文献[13]的白噪声估计新算法．不仅在石油地 

震勘探信号处理【卜 』中有重要的应用价值，而且也 

为状态 和信号估计提供 了一种新 的途径 和工 

具【 ，具有重要的理论意义． 
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