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摘要:针对一类退化系统目标跟踪的迭代学习控制问题进行了探讨. 这类系统不满足目前对迭代学习控制通常
所要求的收敛性条件,从而使得学习控制方法在这类系统上的应用遇到困难.为了解决这类问题,提出了一种新的
设计方案—-吸引流形方法. 通过构造一个相应于所给系统稳定而吸引的流形,且在构造的过程中同时设计出学习
控制函数序列,以使完成对所给期望目标的跟踪. 同时也讨论了这种方法的可实现问题.另外,该方法可无本质困
难地应用到相应的非线性系统上.
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Abstract: The target tracking iterative learning control problem is discussed for a class of degenerate systems which
do not satisfy the convergence condition. In this case, general learning control methods will suffer more or less difficulties
when applying to this kind of systems. To solve this problem, we present a new method—attractive manifold method in
which a stable and attractive manifold corresponding to the given system is constructed, and the learning control function
sequence is designed simultaneously so as to realize the tracking of the expected target. We also study the feasibility of
this newly presented method. In addition, the new method can also be applied to relevant nonlinear systems without any
essential difficulties.
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1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制方法在一类具有较强的非线性

耦合和较高的位置重复精度的动力学系统(例如
工业机器人、数控机床等) 的控制中有着很好地应
用[1∼4]. 这种控制方法,只是利用控制系统先前的控
制经验,根据测量系统的实际输出信号和期望信号,
来寻找一个理想的输入特征曲线,使被控对象产生
期望的运动. “寻找”的过程就是学习控制的过程. 而
且在该学习过程中, 只需要测量实际输出信号和期
望信号,对被控对象的动力学描述和参数估计的复
杂计算均可简化和省略.因此,这一控制方法已在控
制理论领域引起了广泛的关注, 其应用不仅限制于
机器人控制领域[5∼7], 而且在非线性系统的鲁棒控
制上也有了较大的发展[8∼11]. 此外,在离散系统、分
布参数系统上有了相应的应用[12∼15]. 这一控制方法

正在逐步形成控制理论领域中的一个新方向.
目前,在关于迭代学习控制算法的研究中,一般

都需要寻求“学习矩阵”使其满足一个一般性的收敛
条件.例如对线性连续系统{

ẋ = Ax + Bu,

y = Cx + Du.
(1)

所寻求的迭代学习控制为

uk+1 = uk + Lek, k = 1, 2, · · · . (2)

其中: ek = yd − yk, yd是期望输出, yk是系统相应

于第k次输入uk的实际输出. L为要寻求的学习矩阵,
一般要求它满足

‖I −DL‖ < 1或者ρ (I −DL) < 1. (3)

其中ρ(Q)为矩阵Q的谱半径. 从条件(3)知, 所寻求
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的学习矩阵L应使得矩阵DL没有零特征值.事实上,
设λ是矩阵I − DL的任一特征值, 由‖I −DL‖ <

1知, |λ| < 1. 再设α是相应于λ的特征向量,则有

(I −DL)α = λα或者DLα = (1− λ)α, (4)

这意味着λ̄ = 1 − λ是矩阵DL的一个特征值,
即λ̄ = λDL. 由于

∣∣λ̄− 1
∣∣ = |λ| < 1,故λ̄ 6= 0.

若给定的矩阵D具有如下特殊形式

D =

(
D11 0
0 0

)
, (5)

则无论怎样的L,都不能使得矩阵DL没有零特征值.
因为

DL =

(
D11 0
0 0

)(
L11 L12

L21 L22

)
=

(
D11L11 D11L12

0 0

)
.

必有零特征值.
此时,在(1)中相应于(5)的输出为{

y1 = C11x1 + C12x2 + D11u1,

y2 = C21x1 + C22x2.
(6)

对应的系统为部分非正则系统,已有的一些研究
成果[16∼18]要么是给出含有输出误差导数的D-型学
习律,要么是在一定条件下给出的P-型学习律.本文
针对形如(1)的线性连续系统,提出了一种新的设计
方法—-吸引流形方法. 通过构造一个相应于所给系
统稳定而吸引的流形S, 且在构造的过程中同时设
计出学习控制函数序列{uk(t)},以使完成对所给期
望目标的跟踪. 同时也讨论了这种方法的可实现问
题.另外,该方法可无本质困难的应用到相应的非线
性系统上. 限于篇幅,对此将另文讨论.

2 解解解决决决问问问题题题的的的基基基本本本思思思路路路(Basic idea on solv-
ing the problem)
在系统(1)中, 若输入矩阵B是列满秩的, 则存在

非奇异变换Z = Tx, 将系统(1)的状态方程转化为
如下形式{

Ż1 = A11Z1 + A12Z2,

Ż2 = A21Z1 + A22Z2 + B1u.
(7)

其中B1是可逆的.
为了简便起见,不妨设系统(1)具有如下形式




ẋ(1) = A11x
(1) + A12x

(2),

ẋ(2) = A21x
(1) + A22x

(2) + Bu(2),

y(1) = C11x
(1) + C12x

(2) + Du(1),

y(2) = C21x
(1) + C22x

(2).

(8)

其中: x =

(
x(1)

x(2)

)
, u =

(
u(1)

u(2)

)
, y =

(
y(1)

y(2)

)
,

且A =

(
A11 A12

A21 A22

)
是不确定的有界矩阵.

现在的问题归结为, 对给定的期望输出yd(t) =(
y

(1)
d (t)

y
(2)
d (t)

)
,要寻求学习控制uk (t) =

(
u

(1)
k (t)

u
(2)
k (t)

)
,使

得

1) u
(1)
k (t), u

(2)
k (t)在t ∈ [0, T ]上收敛;

2) 对t ∈ [0, T ],当k →∞时有,

ek(t) =

(
e
(1)
k (t)

e
(2)
k (t)

)
=

(
y

(1)
d (t)− y

(1)
k (t)

y
(2)
d (t)− y

(2)
k (t)

)
→ 0.

其中yk(t) =

(
y

(1)
k (t)

y
(2)
k (t)

)
是相应于第k次输入uk(t) =

(
u

(1)
k (t)

u
(2)
k (t)

)
的实际输出.

前面已经分析形如(8)的系统不满足“一般性收
敛条件”,故目前的已有方法对此遇到困难.采用“吸
引流形”方法,其大致思路如下:
设计一个低维流形S:

S = {(y1, y2) |C1y1 + C2y2 = 0} . (9)

使得当(e(1)
k (t), e(2)

k (t))限制在流形S上时,即

(e(1)
k (t) , e

(2)
k (t))∈S或者C1e

(1)
k (t)+C2e

(2)
k (t)=0.

(10)
有

lim
k→∞

e
(1)
k (t) = lim

k→∞
e
(2)
k (t) = 0. (11)

而当(e(1)
k (t), e(2)

k (t))在流形S之外时, 都存在流
形S的r-流形域Sr:

Sr = {(y1, y2) | ‖C1y1 + C2y2‖ < r} . (12)

使得对某个正数K,当k > K时,有

(e(1)
k (t), e(2)

k (t)) ∈ Sr, t ∈ [0, T ]. (13)

其中: ‖·‖为向量范数, r为域宽, K = K(r)随r的减

小而增大,且r → 0时, K →∞.
由于在流形S上, 有式(11)成立, 故称流形S是

相应于系统(8)的稳定流形. 而不在流形S上

的(e(1)
k (t), e(2)

k (t)), 对任意的r > 0, 存在K > 0,
当k > K时, 有(e(1)

k (t), e(2)
k (t)) ∈Sr, 故流形S相应

于系统(8)是吸引的.
从而称S是相应于系统(8)的一个稳定吸引流形.
这样问题1) 2)归结为: 对系统(8)寻求收敛的学

习控制序列u
(1)
k (t), u

(2)
k (t)和稳定的吸引流形S.
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在具体的寻求过程中, 是选择u
(1)
k (t), u

(2)
k (t)使

得流形S是稳定的和吸引的; 当然, 在选择u
(1)
k (t),

u
(2)
k (t)满足上述要求的同时,要调整流形S的“形态”,
即调整C1, C2使之适应要求. 也就是说,在寻求的过
程中, u

(1)
k (t), u

(2)
k (t)和S是同时进行、相互适应以达

到目标的.

3 稳稳稳定定定流流流形形形的的的设设设计计计(Design of the stable man-
ifold)
在这一节里, 要设计一个稳定流形S, 且同时要

确定出学习控制序列{u(1)
k (t)}.

对系统(8),设其初值条件为

x(0) =

(
x(1)(0)
x(2)(0)

)
=

(
x

(1)
0

x
(2)
0

)
= x0. (14)

与通常一样,假设系统每次输入的状态xk(t)都通过
系统给定的初始点,即

xk(0)=

(
x

(1)
k (0)

x
(2)
k (0)

)
=

(
x

(1)
0

x
(2)
0

)
=x0, k=1, 2, · · ·

(15)
或者更宽一些的条件

‖xk+1(0)− xk(0)‖ 6 lhk, h ∈ [0, 1). (16)

当h = 0时,条件(16)就是条件(15).
设

S = {(y1, y2) |C1y1 + C2y2 = 0} . (17)

是待定的流形,即C1, C2是待定的.
从而当

(e(1)
k (t), e(2)

k (t)) ∈ S,∀t ∈ [0, T ] (18)

时,有

C1e
(1)
k (t) + C2e

(2)
k (t) = 0,∀t ∈ [0, T ]. (19)

若选择

u
(1)
k+1(t) = u

(1)
k (t) + L1e

(1)
k (t), k = 1, 2, · · · (20)

则有

e
(1)
k+1(t) =

e
(1)
k (t)− (y(1)

k+1(t)− y
(1)
k (t)) =

(I −DL1)e
(1)
k (t)− C11(x

(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t))−

C12(x
(2)
k+1(t)− x

(2)
k (t)), (21)

e
(2)
k+1(t) =

e
(2)
k (t)− (y(2)

k+1(t)− y
(2)
k (t)) =

e
(2)
k (t)− C21(x

(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t))−

C22(x
(2)
k+1(t)− x

(2)
k (t)). (22)

于是有

定定定理理理 1 若(e(1)
k (t), e(2)

k (t)) ∈ S,则有如下关系
式成立

e
(1)
k+1(t) = Gie

(1)
k (t)+Fi(x

(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t)), i = 1, 2.

(23)
其中:

G1 = I − (I − C12Ĉ
−1
2 C1)DL1,

G2 = I − (I + C12C
−1
22 C−1

2 C1)−1DL1,

F1 = −C11 + C12Ĉ
−1
2 Ĉ1,

F2 = (I + C12C
−1
22 C−1

2 C1)−1(−C11 + C12C
−1
22 C21),

Ĉ1 = C1C11 + C2C21,

Ĉ2 = C1C12 + C2C22.

证证证 因为(e(1)
k (t), e(2)

k (t)) ∈ S,即式(19)成立,从
而

C1(e
(1)
k+1(t)− e

(1)
k (t)) + C2(e

(2)
k+1(t)− e

(2)
k (t)) = 0.

(24)
将式(21)和式(22)代入式(24)不难推导

−C1DL1e
(1)
k =

(C1C11 + C2C21)(x
(1)
k+1 − x

(1)
k ) +

(C1C12 + C2C22)(x
(2)
k+1 − x

(2)
k ) =

Ĉ1(x
(1)
k+1 − x

(1)
k ) + Ĉ2(x

(2)
k+1 − x

(2)
k ). (25)

故有

x
(2)
k+1−x

(2)
k =−Ĉ−1

2 Ĉ1(x
(1)
k+1−x

(1)
k )−Ĉ−1

2 C1DL1e
(1)
k .

(26)
将式(26)代入式(21)有

e
(1)
k+1 = (I −DL1 + C12Ĉ

−1
2 C1DL1)e

(1)
k +

(−C11 − C12Ĉ
−1
2 Ĉ1)(x

(1)
k+1 − x

(1)
k ) =

G1e
(1)
k + F1(x

(1)
k+1 − x

(1)
k ). (27)

从而i = 1时,结论得证.
当C22可逆时,由式(22)及式(24)有

x
(2)
k+1−x

(2)
k =

−C−1
22 (e(2)

k+1−e
(2)
k )−C−1

22 C21(x
(1)
k+1−x

(1)
k )=

C−1
22 C−1

2 C1(e
(1)
k+1−e

(1)
k )−C−1

22 C21(x
(1)
k+1−x

(1)
k ). (28)

将式(28)代入式(21)有

e
(1)
k+1 =

(I−DL1)e
(1)
k −C11(x

(1)
k+1−x

(1)
k )−C12C

−1
22 C−1

2 C1

(e(1)
k+1−e

(1)
k )+C12C

−1
22 C21(x

(1)
k+1−x

(1)
k ).

或者

(I + C12C
−1
22 C−1

2 C1)e
(1)
k+1 =

(I −DL1 + C12C
−1
22 C−1

2 C1)e
(1)
k +
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(−C11 + C12C
−1
22 C21)(x

(1)
k+1 − x

(1)
k ). (29)

从而

e
(1)
k+1 =

[I − (I − C12C
−1
22 C−1

2 C1)−1DL1]e
(1)
k +

F2(x
(1)
k+1 − x

(1)
k ) =

G2e
(1)
k + F2(x

(1)
k+1 − x

(1)
k ), (30)

即i = 2时,结论成立. 证毕.
在G1中, 要 求 待 定 的C1, C2使 得Ĉ2可 逆;

在G2中要求C22可逆, 且待定的C1, C2要使得I +
C12C

−1
22 C−1

2 C1可逆.
由式(23)可知, 要获得e

(1)
k (t)的估计, 先要估

计‖x(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t)‖. 为此,有

定定定理理理 2 在i = 1, 2 的情形下, ‖x(1)
k+1(t) −

x
(1)
k (t)‖满足如下估计
‖x(1)

k+1 − x
(1)
k ‖λ 6

1
1− h1(i)

‖x(1)
k+1(0)−x

(1)
k (0)‖+ h2(i)

1−h1(i)
‖e(1)

k ‖λ.

(31)

其中:

h1(1) = (λ− ‖A11‖)−1 ‖A12Ĉ
−1
2 Ĉ1‖,

h2(1) = (λ− ‖A11‖)−1 ‖A12Ĉ
−1
2 C1DL1‖,

h1(2) = (λ− ‖A11‖)−1 ‖A12M1‖,
h2(2) = (λ− ‖A11‖)−1 ‖A12M2‖,
M1 = −C−1

22 C21 + C−1
22 C−1

2 C1F2,

M2 = −C−1
22 C−1

2 C1

(
I + C12C

−1
22 C−1

2 C1

)−1
DL1.

证证证 由系统(8)有

x
(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t) =

(x(1)
k+1(0)− x

(1)
k (0))eA11t +

w t

0
eA11(t−s)A12(x

(2)
k+1(s)− x

(2)
k (s))ds. (32)

当i = 1时,由式(26)有

x
(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t) =

(x(1)
k+1(0)− x

(1)
k (0))eA11t −

w t

0
eA11(t−s)A12Ĉ

−1
2 [Ĉ1(x

(1)
k+1(s)−x

(1)
k (s))+

C1DL1e
(1)
k (s)]ds. (33)

从而

‖x(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t)‖e−λt 6

‖x(1)
k+1(0)− x

(1)
k (0)‖e−(λ−‖A11‖)t +

w t

0
e−(λ−‖A11‖)(t−s)‖A12Ĉ

−1
2 Ĉ1‖×

‖x(1)
k+1(s)− x

(1)
k (s)‖e−λsds +

w t

0
e−(λ−‖A11‖)(t−s)‖A12Ĉ

−1
2 C1DL1‖ ×

‖e(1)
k (s)‖e−λsds 6

‖x(1)
k+1(0)− x

(1)
k (0)‖+ (λ− ‖A11‖)−1 ×

‖A12Ĉ
−1
2 Ĉ1‖‖x(1)

k+1 − x
(1)
k ‖λ +

(λ− ‖A11‖)−1‖A12Ĉ
−1
2 C1DL1‖‖e(1)

k ‖λ. (34)

故有

‖x(1)
k+1 − x

(1)
k ‖λ 6

1
1−h1(1)

‖x(1)
k+1(0)−x

(1)
k (0)‖+ h2(1)

1−h1(1)
‖e(1)

k ‖λ.

(35)

从而在i = 1时,结论得证.
当i = 2时,由式(30)可得

e
(1)
k+1(t)− e

(1)
k (t) =

−(I + C12C
−1
22 C−1

2 C1)−1DL1e
(1)
k (t) +

F2(x
(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t)). (36)

将式(36)代入式(28)计算得

x
(2)
k+1(t)− x

(2)
k (t) =

M2e
(1)
k (t) + M1(x

(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t)). (37)

再将式(37)代入式(32)有

x
(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t) =

(x(1)
k+1(0)− x

(1)
k (0))eA11t +

w t

0
eA11(t−s)A12[M1(x

(1)
k+1(s)− x

(1)
k (s)) +

M2e
(1)
k (s)]ds. (38)

类似于式(34)和式(35)的推导有

‖x(1)
k+1 − x

(1)
k ‖λ 6

1
1− h1(2)

‖x(1)
k+1(0)− x

(1)
k (0)‖+

h2(2)
1− h1(2)

‖e(1)
k ‖λ. (39)

证毕.
虽然矩阵Aij是不确定的, 但它们一定是有界

的. 从而一定能找到适当大的λ, 使得h1(i) < 1,
而h2(i)适当小.
定定定理理理 3 若对系统(8), 能选择C1, C2, L1使

得‖Gi‖ + h < 1(或ρ(Gi) + h < 1), i = 1, 2; 则
当(e(1)

k (t), e(2)
k (t)) ∈ S时,有

lim
k→∞

e
(1)
k (t) = lim

k→∞
e
(2)
k (t) = 0, t ∈ [0, T ].

即流形S是相应于系统(8)的稳定流形. 其中h是式



第 1期 田森平等: 一类退化系统目标跟踪学习控制的吸引流形方法 29

(16)中给定的.
证证证 由式(23)有

‖e(1)
k+1(t)‖ 6

‖Gi‖‖e(1)
k (t)‖+ ‖Fi‖‖x(1)

k+1(t)− x
(1)
k (t)‖,

i = 1, 2. (40)

又‖Gi‖+ h < 1,则对适当大的λ,有

li = ‖Gi‖+
‖Fi‖h2(i)
1− h1(i)

+ h < 1. (41)

其中hj(i)(i, j = 1, 2)是由定理2中所给出的相应常
数.
对如上选取的λ,有

‖e(1)
k+1(t)‖e−λt 6

‖Gi‖‖e(1)
k (t)‖e−λt+‖Fi‖‖x(1)

k+1(t)−x
(1)
k (t)‖e−λt6

‖Gi‖‖e(1)
k ‖λ + ‖Fi‖‖x(1)

k+1 − x
(1)
k ‖λ. (42)

再将在定理2中对‖x(1)
k+1 − x

(1)
k ‖的估计式(31)代

入可得

‖e(1)
k+1(t)‖e−λt 6 (li − h)‖e(1)

k ‖λ +
‖Fi‖

1− h1(i)
lhk.

(43)
从而

‖e(1)
k+1‖λ 6 (li − h)‖e(1)

k ‖λ +
‖Fi‖

1− h1(i)
lhk. (44)

故

‖e(1)
k ‖λ 6

(li−h)k‖e(1)
1 ‖λ+

k−1∑
j=1

(li−h)k−j−1 ‖Fi‖
1−h2(i)

lhj 6

(li−h)k‖e(1)
1 ‖λ+

‖Fi‖
1−h2(i)

lh−1[(li−h)+h]k−1.

(45)

由li < 1知,存在ξ > 1使得ξli < 1,故由式(45)有

‖e(1)
k ‖λξk 6 ‖e(1)

1 ‖λ +
‖Fi‖

1− h2(i)
lh−1ξ. (46)

因此

‖e(1)
k ‖λ 6 (‖e(1)

1 ‖λ +
‖Fi‖

1− h2(i)
lh−1ξ)ξ−k. (47)

由于ξ > 1,故有

lim
k→∞

‖e(1)
k (t)‖ = 0, t ∈ [0, T ] .

再由(e(1)
k (t), e(2)

k (t)) ∈ S,知

e
(2)
k (t) = −C−1

2 C1e
(1)
k (t), t ∈ [0, T ] , k = 1, 2, · · · ,

故有

lim
k→∞

‖e(2)
k (t)‖ = 0, t ∈ [0, T ] .

从而定理3证毕.

4 流流流形形形的的的吸吸吸引引引性性性(Attraction of the manifold)
在上一节, 设计了一个相应于系统(8)的稳定流

形S,剩下还要进一步的使得S相应于系统(8)是吸引
的. 注意, 在稳定流形S的设计中, 只用到了u

(1)
k (t),

现在要选择u
(2)
k (t)使得S是吸引的.

记

Sk(t)=C1e
(1)
k (t)+C2e

(2)
k (t), t∈ [0, T ] , k=1, 2,· · ·,

(48)
从而, 要去证明: 对任意的r > 0, 存在K > 0,
当k > K时有

‖Sk(t)‖ 6 r, t ∈ [0, T ]. (49)

因为

Sk+1(t) =

C1e
(1)
k+1(t) + C2e

(2)
k+1(t) =

Sk(t)− (C1C11 + C2C21)(x
(1)
k+1 − x

(1)
k )−

(C1C12 + C2C22)(x
(2)
k+1 − x

(2)
k )−

C1DL1e
(1)
k (t) =

Sk(t)− C1DL1e
(1)
k (t)− Ĉ1(x

(1)
k+1 − x

(1)
k )−

Ĉ2[x
(2)
k+1(0)− x

(2)
k (0) +

w t

0
A21(x

(1)
k+1(s)− x

(1)
k (s))ds]−

Ĉ2[
w t

0
A22(x

(2)
k+1(s)− x

(2)
k (s))ds +

w t

0
B(u(2)

k+1(s)− u
(2)
k (s))ds]. (50)

其中: Ĉ1 = C1C11 + C2C21, Ĉ2 = C1C12 + C2C22.

若选取u
(2)
k (t)满足

Ĉ2B
w t

0
(u(2)

k+1(s)− u
(2)
k (s))ds = HC2e

(2)
k (t). (51)

其中

H =





DL1, C1DL1 =DL1C1

(即C1与DL1可交换),
C1DQC−1

1 , C1可逆.

则式(50)可化为

Sk+1(t) =

(I −H)Sk(t)− Ĉ1(x
(1)
k+1(0)− x

(1)
k (0))eA11t −

Ĉ2(x
(2)
k+1(0)− x

(2)
k (0))−

Ĉ1

w t

0
eA11(t−s)A12(x

(2)
k+1(s)− x

(2)
k (s))ds−

Ĉ2

w t

0
A21(x

(1)
k+1(s)− x

(1
k (s))ds−

Ĉ2

w t

0
A22(x

(2)
k+1(s)− x

(2)
k (s))ds. (52)



30 控 制 理 论 与 应 用 第 24卷

故

‖Sk+1(t)‖e−λt 6
‖I−H‖‖Sk‖λ+m1h

k+(λ− ‖A11‖)−1m2

(‖x(1)
k+1 − x

(1)
k ‖λ + ‖x(2)

k+1 − x
(2)
k ‖λ). (53)

其中:

m1 =(|Ĉ1|+ |Ĉ2|)l,
m2 =max{‖Ĉ1‖‖A12‖, ‖Ĉ2‖‖A21‖, ‖Ĉ2‖‖A22‖}.
从而要估计‖Sk(t)‖,就得先估计出

‖x(1)
k+1−x

(1)
k ‖λ+ ‖x(2)

k+1 − x
(2)
k ‖λ.

对此有

定定定理理理 4 若C1, C2使得Ĉ2 = C1C12 + C2C22可

逆,则当选取{u(2)
k (t)}满足式(51)时,有

‖x(1)
k+1 − x

(1)
k ‖λ + ‖x(2)

k+1 − x
(2)
k ‖λ 6

2(1−m3

λ
)−1lhk+(1−m3

λ
)−1‖Ĉ−1

2 HC2‖‖Sk‖λ.

(54)

其中m3 =max{‖A11‖+‖A21‖, ‖A12‖+‖A22‖}.
证证证 由系统(8)有

x
(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t) =

x
(1)
k+1(0)−x

(1)
k (0)+

w t

0
[A11(x

(1)
k+1(s)−x

(1)
k (s))+

A12(x
(2)
k+1(s)− x

(2)
k (s))]ds (55)

和

x
(2)
k+1(t)− x

(2)
k (t) =

x2
k+1(0)−x

(2)
k (0)+

w t

0
[A21(x

(1)
k+1(s)−x

(1)
k (s)) +

A22(x
(2)
k+1(s)−x

(2)
k (s))]ds+Ĉ−1

2 HC2Sk(t). (56)

从而由式(55)和式(56)分别可得

‖x(1)
k+1(t)− x

(1)
k (t)‖e−λt 6

lhk+
1
λ
‖A11‖‖x(1)

k+1−x
(1)
k ‖λ+

1
λ
‖A12‖‖x(2)

k+1−x
(2)
k ‖λ.

(57)

及

‖x(2)
k+1(t)− x

(2)
k (t)‖e−λt 6

lhk+‖Ĉ−1
2 HC2‖‖Sk‖λ+

1
λ
‖A21‖‖x(1)

k+1−x
(1)
k ‖λ+

1
λ
‖A22‖‖x(2)

k+1 − x
(1)
k ‖λ. (58)

由式(57)和式(58)有

‖x(1)
k+1 − x

(1)
k ‖λ + ‖x(2)

k+1 − x
(2)
k ‖λ 6

2lhk+
1
λ

m3(‖x(1)
k+1−x

(1)
k ‖λ+‖x(2)

k+1−x
(2)
k ‖λ)+

‖Ĉ−1
2 HC2‖‖Sk‖λ. (59)

故有

‖x(1)
k+1 − x

(1)
k ‖λ + ‖x(2)

k+1 − x
(2)
k ‖λ 6

2(1−m3

λ
)−1lhk+(1−m3

λ
)−1‖Ĉ−1

2 HC2‖‖Sk‖λ.

(60)

这就是要证明的结论.
将估计式(54)代入式(53)有

‖Sk+1‖λ =

(‖I−H‖+m4(λ−‖A11‖)−1)‖Sk‖λ+m5h
k. (61)

其中:
m4 = m2(1− m3

λ
)−1‖Ĉ−1

2 HC2‖,

m5 = m1 + 2m2l(λ− ‖A11‖)−1(1− m3

λ
)−1.

若所选取的矩阵H满足

‖I −H‖+ h < 1, (62)

则对适当大的λ,有ρ + h < 1. 其中ρ = ‖I −H‖ +
m4(λ− ‖A11‖)−1. 再由式(61)可得

‖Sk‖λ 6ρk‖S1‖λ+m5

k−1∑
j=1

ρk−j−1hj 6

ρk‖S1‖λ + m5h
−1(ρ + h)k−1. (63)

因ρ + h < 1, 则存在ξ > 1, 使得ξ(ρ + h) < 1, 用
此ξ乘式(63)的两边有

‖Sk‖λξk 6
(ρξ)k‖S1‖λ + m5(hξ)−1[ξ(ρ + h)]k−1 6
‖S1‖λ + m5(hξ)−1. (64)

故有

‖Sk‖λ 6 [‖S1‖λ + m5(hξ)−1]ξ−k. (65)

从而

‖Sk(t)‖ 6 [(‖S1‖λ + m5(hξ)−1)eλT ]ξ−k,

∀t ∈ [0, T ]. (66)

由ξ > 1, 从式(66)便不难导出式(49), 即流形S是吸

引的.
由此,可得
定定定理理理 5 若C1, C2使得Ĉ2 = C1C12 + C2C22可

逆, 且H使得‖I −H‖ + h < 1, 则当{u(2)
k (t)}满足

式(51),即

u
(2)
k+1(t) = u

(2)
k (t) + (Ĉ2B)−1HC2ė

(2)
k (t) (67)

时,流形S对系统(8)是吸引的.

5 简简简单单单讨讨讨论论论(Brief remarks)
由定理3知, 对给定的C12, C22和D, 选取C1,

C2和L1使得Ĉ2 = C1C12 + C2C22可逆, 且‖G1‖ +
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h < 1, 则流形S对系统(8)是稳定的. 而由定理5知,
所选取的C1, C2和L1还要满足‖I −H‖ + h <

1及C1与DL1可交换或者C1可逆. 这样S才是系
统(8)的稳定吸引流形. 自然要问, 定理3和定理5的
条件是否兼容？即对给定的矩阵C12, C22和D能否

找到矩阵C1, C2和L1使得所有要求都满足？

回答是肯定的,例如当C22与D可逆时,就可具体
找到.
不妨设h = 0,若不然的话,以h∗ = 1−h代替1即

可.
1) 因D可逆, 取L1 = aD−1, 0 < a < 2是常数;

从而DL1 = aI ,则C1与DL1可交换.
2)取C2 = bI , b > 0,从而C2可逆; H = DL1 =

aI ,故有‖I −H‖ = ‖I − aI‖ < 1;
3) 取C1使得‖P‖ < 1或ρ(P ) < 1. 其中P =

I − a(I − b−1C12C
−1
22 C1)−1. 则有‖G2‖ < 1或者

ρ(G2) < 1.
如上所选取的C1, C2和L1满足定理3和定理5中

的所有要求. 在这种情形下,所提出的迭代学习控制
算法为

u
(1)
k+1(t)=u

(1)
k (t)+aD−1e

(1)
k (t), k=1, 2,· · ·, (68)

u
(2)
k+1(t)=u

(2)
k (t)+ab(Ĉ2B)−1ė

(2)
k (t), k=1, 2,· · ·.

(69)

其中: 0 < a < 2, b > 0.
从前面的讨论中还知, Aij(i, j = 1, 2), C11, C21

除了有界性的要求以外,没有任何其它要求,这说明
迭代学习控制算法(68) (69)对它们有很强的鲁棒性
能,且很容易将这些结果推广到相应的非线性系统
上.

6 结结结束束束语语语(Conclusion)
本文所讨论的系统,不满足目前迭代学习控制研

究中所要求的一般性条件,从而通常的迭代学习控
制方法遇到困难.通过构造一个相应于所给系统稳
定而吸引的流形S, 导出满足要求的迭代学习控制
算法. 在讨论中, 可以看到, 流形S的构造和学习控

制的设计是交错进行的, S的构造中需要{uk(t)}的
信息,而{uk(t)}的确定也要满足S的一些要求,但最
终的设计结果确是兼容的. 虽然本文讨论的只是线
性系统,但这一方法可毫无困难地应用于相应的非
线性系统上.
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