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摘要:为了进一步认识基于状态空间投影的一类动态多尺度系统的融合估计算法本质,本文对该算法进行了分
析.首先,将该融合估计算法和在最细尺度上直接进行卡尔曼滤波的算法性能进行了比较,并用仿真进行了验证.
结果表明,在最细尺度上,融合估计效果比直接进行卡尔曼滤波的效果好.其次,从计算过程和计算量方面,与一般
的时间配准方法进行了对比分析.结果表明,该融合估计算法用比较严谨的数学模型代替了时间配准,可以在每个
尺度上获得基于全部观测信息的最优估计,但计算量比时间配准方法大.本文的研究为基于状态空间投影的一类动
态多尺度系统的融合估计算法的实际应用奠定了基础.
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Analyzing of the fusion estimation algorithm of a class of
dynamic multiscale system

CUI Pei-ling1,2, WANG Gui-zeng1, PAN Quan3

(1. Department of Automation, Tsinghua University, Beijing 100084, China;
2. School of Instrumentation Science & Opto-electronics Engineering,

Beijing University of Aeronautics & Astronautics, Beijing 100083, China;
3. Department of Automatic Control, Northwestern Polytechnical University, Xi’an Shaanxi 710072, China)

Abstract: The fusion estimation algorithm of a class of dynamic multiscale system based on state space projection is
explained for clearly understanding of its essence in this paper. Firstly, the fusion estimation algorithm is compared with
that directly performing Kalman filter at the finest scale. Simulation results show that performance of the fusion estimation
algorithm outperforms that of directly performing Kalman filter at the finest scale. Secondly, the fusion estimation algorithm
is compared with general time registration method in terms of algorithm process and computational cost. It is shown that,
time registration is replaced with rigorous mathematical model in the fusion estimation algorithm, and optimal estimation
based on measurement information at all scales can be obtained, and at the same time, the computational cost is larger than
that of time registration method. It thus lays a foundation for practical application of the fusion estimation algorithm for a
class of dynamic multiscale system.
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1 引引引言言言 (Introduction)
为了提高动态系统的状态估计、目标识别和目

标跟踪等方面的性能,可采用多个不同采样率的传
感器对其进行观测, 这类系统被称为动态多尺度系
统(dynamic multiscale system, DMS).此时,观测数据
的数据量大并且具有多尺度特征, 传统的数据处理
技术和融合手段很难直接应用到这类系统中. 因此,
研究其建模和融合估计方法就成为众多科技工作

者努力探索的问题.在这方面已取得了一些研究成
果,国外主要是以Willsky[1], Hong[2,3]为首的研究小

组、国内主要是作者所在课题组近十年进行的大量

研究[4∼10].
文献 [5,6]研究了一类动态多尺度系统的最优估

计,这类系统具有已知的动态系统模型约束,由具有
不同采样率的多个传感器所独立观测. 传感器的信
号采集带宽成倍递减,相应的采样频率也成倍递减.
提出了状态空间投影方程, 用Haar小波[5]和一般紧

支撑小波[6]来拟合状态在各尺度空间的投影关系.
通过将一个时间块中的所有观测信息进行扩维,给
出了该类动态多尺度系统的离散模型, 此模型满足
标准卡尔曼滤波条件.
本文对该类系统的融合估计算法进行分析.将在

最细尺度上得到的融合估计结果与在最细尺度上直

接进行卡尔曼滤波作了比较; 从计算过程和计算量
方面,与一般的时间配准方法进行比较. 从而更易理
解该融合估计算法的本质,为其实际应用奠定基础.
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2 基基基于于于状状状态态态空空空间间间投投投影影影的的的DMS融融融合合合估估估计计计算算算
法法法(DMS fusion estimation algorithm based
on state space projection)

2.1 DMS融融融合合合估估估计计计问问问题题题的的的描描描述述述(Problem formula-
tion of DMS fusion estimation)

DMS融合估计算法的目的, 在于得到动态多尺
度系统的最优估计. 这类系统由具有不同采样率
的J个传感器独立观测, 这样就得到了J组观测. 由
于观测的是同一目标,因而不同传感器的观测值相
互联系,可以通过数据融合得到DMS目标的最优估
计.
将传感器按采样率高低从 1到J排列, 设传感

器 1的采样率最高. 用x1(t)来近似x(t), DMS由如
下的方程表示

x1(k1)=A(k1)x1(k1)+B(k1)w(k1), (1)

zj(kj)=Cj(kj)xj(kj)+vj(kj), j =1, 2, · · ·, J. (2)

其中: xj(kj) ∈ RNx×1为待估计的状态矢量,
zj(kj) ∈ RNj

z×1为观测, kj表示尺度 j上的采样时刻.
A(k1), B(k1)为系统和输入矩阵, Cj(kj)为尺度 j上

的观测阵, 零均值高斯白噪声w(k1)和 vj(kj)独立,
方差分别为Q(k1)和Rj(kj).
状态xj属于x1的某个子空间, 由传感器 j的采

样率决定. 对于这类DMS, 不可以直接利用卡尔
曼滤波作为线性最小方差估计算法. 文献 [5]中
针对的DMS的传感器的采样率从 1到J成倍递

减, 图 1给出了这类DMS的状态节点结构. 在每
个时间块 k∆T , 尺度 1上有 2J−1个节点, 尺度 2上

有 2J−2个节点,直至尺度J上有 1个节点,状态节点
的最优估计需要利用各个尺度上的观测信息.

图 1 一个时间块内离散动态多尺度系统的状态节点结构
Fig.1 Tree structure of the DMS state nodes within

a time block

2.2 状状状态态态空空空间间间投投投影影影[5](State space projection)

出于简洁有效的考虑, 希望在每一个时间
块 k∆T的内部, 完成状态空间从最细尺度向其余
尺度的投影. Haar小波变换的滤波器只有两拍,可以
满足要求. 如图 1所示, 尺度 j,j = 2, 3, · · · , J上的

节点xj(kj), kj = 2J−jk, 2J−jk + 1, · · · , 2J−j(k +
1)− 1可以表示为其下一尺度上节点的Haar小波变
换

xj(kj) =
√

2
2

(xj−1(2kj) + xj−1(2kj + 1)) .

定义

x̄(k) = col{x1(2J−1k), x1(2J−1k+1), · · · ,

x1(2J−1(k+1)−1)}, (3)

Mj(mj) =


0 · I, · · · , 0 · I︸ ︷︷ ︸

2j−1mj

, (
√

2
2

)j−1 · I, · · · , (
√

2
2

)j−1 · I
︸ ︷︷ ︸

2j−1

, 0 · I, · · · , 0 · I︸ ︷︷ ︸
2j−1(2J−j −mj − 1)


 . (4)

其中: col表示将括号内的数据组成列向量, x̄(k)
为2J−1Nx×1维矩阵, mj = 0, 1, · · · , 2J−j−1, j =
1, 2, · · · , J , I是Nx维单位阵. 则状态空间投影方
程为

xj(2J−jk + mj) = Mj(mj) · x̄(k). (5)
2.3 等等等效效效状状状态态态方方方程程程[5](Equivalent state equation)
以线性定常系统为例,系统的状态方程如下

x1(2J−1(k + 1) + 1) =

Ax1(2J−1(k + 1)) + Bw(2J−1(k + 1)). (6)

基于状态空间投影方程, 推导按时间块递推的等
效状态方程,可得

x̄(k + 1) = Āx̄(k) + B̄w̄(k). (7)

其中: Ā ∈ R2J−1Nx×2J−1Nx , B̄ ∈ R2J−1Nx×2J−1u,
w̄(k) ∈ R2J−1u×1,且



Ā=




0 · · · 0 A1

0 · · · 0 A2

...
...

...
...

0 · · · 0 A2J−1




,

B̄=




B 0 · · · · · · · · · · · · 0
AB B 0 · · · · · · · · · 0

...
...

...
...

...
...

...
A2J−1−1B A2J−1−2B · · · B 0 · · · 0



,

(8)

w̄(k) = col(w(2J−1(k+1)−1), w(2J−1(k+1)), · · · ,

w(2J−1(k + 2)− 2)).
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2.4 等等等效效效观观观测测测方方方程程程[5]( Equivalent measurement
equation)
基于状态空间投影方程, 推导按时间块递推

的等效观测方程. k∆T时间块内, 尺度 j上节点

xj(2J−jk + mj)的观测方程为

zj(2J−jk+mj)=

Cjxj(2J−jk+mj)+vj(2J−jk+mj). (9)

由式 (5),可知

zj(2J−jk + mj) =

CjMj(mj)x̄(k) + vj(2J−jk + mj). (10)

定义

z̄j(k) = col(zj(2J−jk), zj(2J−jk + 1), · · · ,

zj(2J−j(k + 1)−1)),

C̄j =col(CjMj(0), CjMj(1),· · ·, CjMj(2J−j−1)),

v̄j(k) = col(vj(2J−jk), vj(2J−jk + 1), · · · ,

vj(2J−j(k + 1)− 1)).

可推得 v̄j(k)的方差阵为

R̄j(k) = diag[Rj(·), Rj(·), · · · , Rj(·)].

则有

z̄j(k) = C̄j x̄(k) + v̄j(k).

定义

z̄(k) = col (z̄J(k), z̄J−1(k), · · · , z̄1(k)) ,

C̄ = col
(
C̄J , C̄J−1, · · · , C̄1

)
,

v̄(k) = col (v̄J(k), v̄J−1(k), · · · , v̄1(k)) .

其中白噪声 v̄(k)的方差为

R̄(k) = diag[RJ(k), RJ−1(k), · · · , R1(k)].

则有

z̄(k) = C̄x̄(k) + v̄(k). (11)

式 (7)和式 (11)组成了一对满足标准卡尔曼滤

波的基本方程,对其实施卡尔曼滤波,将得到x̄(k)
的最优估计值 ˆ̄x(k). 对于其他尺度上的状态节点
估计值,有定理 1,见文献 [5].

定定定理理理 1 如果 ˆ̄x(k)是 x̄(k)在时间块 k∆T的线

性最小方差估计, 那么尺度 j = 2, · · · , J上的

状态节点xj(MJ−jk + mj)的线性最小方差估计
为Mj(mj)ˆ̄x(k).

3 与与与最最最细细细尺尺尺度度度上上上直直直接接接进进进行行行卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波

的的的比比比较较较(Comparing with directly performing
Kalman filter at the finest scale)

3.1 算算算法法法I: DMS融融融合合合估估估计计计算算算法法法(Algorithm I: DMS
fusion estimation algorithm)
将式 (7)和式 (11)写在一起{

x̄(I)(k + 1) = Āx̄(I)(k) + B̄w̄(I)(k),
z̄(I)(k) = C̄(I)x̄(I)(k) + v̄(I)(k).

(12)

对上式进行卡尔曼滤波, 就可得到 x̄(I)(k)的估计
值 ˆ̄x(I)(k).
3.2 算算算法法法II: 在在在最最最细细细尺尺尺度度度上上上推推推导导导按按按时时时间间间块块块递递递推推推

的的的等等等效效效模模模型型型后后后, 进进进行行行卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波(Algorithm
II: performing Kalman filter at the finest scale
with the equivalent model that is recursive in
time block)
根据最细尺度(尺度 1 )上的状态方程和观测

方程, 推导按时间块递推的等效模型, 然后进行
卡尔曼滤波, 把这种算法记为算法 II. 算法 I和算
法 II相比,等效状态方程的建立是一样的,下面推
导算法 II的等效观测方程. 定义

M1(m1) =

[
0 · I, · · · , 0 · I︸ ︷︷ ︸

m1

I 0 · I, · · · , 0 · I
]

.

其中 I为Nx ×Nx的单位阵. 状态节点x1(2J−1k +
m1)可以写为

x1(2J−1k + m1) = M1(m1)x̄(k). (13)

则

z1(2J−1k+m1)=C1M1(m1)x̄(k)+v1(2J−1k+m1).
(14)

定义

z̄
(II)
1 (k) = col(z1(2J−1k), z1(2J−1k + 1), · · · ,

z1(2J−1(k + 1)− 1)), (15)

C̄
(II)
1 = col(C1M1(0), C1M1(1), · · · ,

C1M1(2J−1 − 1)), (16)

v̄
(II)
1 (k) = col(v1(2J−1k), v1(2J−1k + 1), · · · ,

v1(2J−1(k + 1)− 1)). (17)

则有

z̄
(II)
1 (k) = C̄

(II)
1 x̄(k) + v̄

(II)
1 (k). (18)

将式 (7)和式 (18)写在一起{
x̄(II)(k + 1) = Āx̄(II)(k) + B̄w̄(II)(k),
z̄
(II)
1 (k) = C̄

(II)
1 x̄(II)(k) + v̄

(II)
1 (k).

(19)
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对上式进行卡尔曼滤波,就可得到 x̄(II)(k)的估计
值 ˆ̄x(II)(k).

3.3 算算算法法法III: 在在在最最最细细细尺尺尺度度度上上上直直直接接接进进进行行行卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤
波波波(Algorithm III: directly performing Kalman
filter at the finest scale)
把在最细尺度上直接进行卡尔曼滤波的算法,

记为算法 III.则有



x
(III)
1 (2J−1(k + 1) + 1) =

Ax
(III)
1 (2J−1(k + 1)) + Bw(2J−1(k + 1)),

z
(III)
1 (2J−1(k + 1) + 1) =

C1x
(III)
1 (2J−1(k+1)+1)+v

(III)
1 (2J−1(k+1)+1).

(20)
对上式直接进行卡尔曼滤波,可得到x

(III)
1 (·)的估

计值 x̂
(III)
1 (·)

3.4 算算算法法法比比比较较较(Algorithm comparisons)
算法 II虽然也是在最细尺度上进行卡尔曼

滤波, 但与一般的卡尔曼滤波(算法 II )不同. 文
献 [10]指出, 算法 II等价于最细尺度上在一个时
间块内进行卡尔曼滤波后, 再进行平滑. 故算
法 II的估计精度比算法 III的估计精度好,那么要
说明算法 I与算法 III的估计精度的关系, 需要将
算法 I和算法 II进行比较.
算法 I和算法 II相比,等效状态方程是一样的.

等效观测方程中的矩阵为

z̄(I)(k)=




z2(k)
z1(2k)

z1(2k+1)


, C̄(I)(k)=




C2M2(k)
C1M1(0)
C1M1(1)


,

R̄(I)(k)=




R2 0 0
0 R1 0
0 0 R1


 , z̄(II)(k)=

[
z1(2k)

z1(2k+1)

]
,

C̄(II)(k)=

[
C1M1(0)
C1M1(1)

]
, R̄(II)(k)=

[
R1 0
0 R1

]
.

由于观测噪声的各个分量是不相关的,所以可
以将观测分隔为多个子数据处理来降低计算量.
由此可以得到状态的一种序贯式估计算法, 这种
序贯式估计算法得到的结果与原来对观测的扩维

处理是等价的 [10]. 故可把算法 I理解成在每个时
间块内先按照算法II的方法进行估计,然后基于观
测信息 z2(k)进行序贯式卡尔曼滤波. 因此, 只需
研究序贯后(算法 I )的估计误差方差与序贯前(算
法 II )的估计误差方差的关系就可以了.
设P 2(k)为基于观测信息 {z1(2k), z1(2k + 1)},

用算法 II计算得到的估计误差方差阵. P 3(k)为在
此基础上基于 {z2(k)}的观测信息,进行序贯式卡
尔曼滤波后得到的误差方差阵. 则有下式[10]

P 3(k) =

P 2(k)−P 2(k)CT
2

(
R2+C2P

2(k)CT
2

)−1
C2P

2(k).
(
R2 + C2P

2(k)CT
2

)−1
可以记为 (N(k))T N(k),

那么

P 3(k) =
P 2(k)−(

P 2(k)
)T

CT
2 (N(k))T N(k)

(
C2P

2(k)
)
=

P 2(k)− (
N(k)C2P

2(k)
)T (

N(k)C2P
2(k)

)
,

而
(
N(k)C2P

2(k)
)T (

N(k)C2P
2(k)

)
> 0,则有

P 3(k) =

P 2(k)− (
N(k)C2P

2(k)
)T (

N(k)C2P
2(k)

)
<

P 2(k). (21)

因此,算法 I比算法 II的估计精度好,故该算法
的估计精度也优于算法 III.也就是说,利用基于状
态空间投影的DMS估计算法,比在最细尺度上直
接进行卡尔曼滤波的精度好. J个尺度时, 依次类
推,可得到相同结论.
4 与与与时时时间间间配配配准准准方方方法法法的的的比比比较较较(Comparing with

time registration method)
4.1 计计计算算算过过过程程程(Calculation process)
若多传感器数据是异步的,那么在进行数据融

合之前, 将它们所提供的目标数据进行时间配准
和空间配准是一种重要方法[11]. 一般来说,这种数
据频度的差异需要通过内插或外推来解决. 而外
推带有较大的主观性,内插又常伴随着滞后效应.
这两种算法中的任何一种都会给数据融合的最终

结果带来较大的误差.
基于状态空间投影的动态多尺度系统估计算

法,是一种新的多采样率多传感器信息融合方法,
不需要进行时间配准. 和一般的时间配准方法相
比,有以下特点:

1) 基于状态空间投影的DMS融合估计算法中,
多个传感器在不同的状态空间对目标进行观测.
而一般的时间配准方法认为多个传感器在同一状

态空间进行观测, 这也是该算法与一般的时间配
准方法不同的根本原因.

2) 基于状态空间投影的DMS融合估计算法,
将一个时间块中的所有量测信息进行了扩维, 执
行卡尔曼滤波时,是按时间块进行递推的. 不需要
对异步的多传感器信息进行时间配准, 而是用比
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较严谨的数学模型代替了时间配准.
3) 基于状态空间投影的DMS融合估计算法,

可以在各个尺度上获得基于全部观测信息的状态

估计值.也就是说,不仅可以将多个传感器获得的
信息在最细尺度上进行有效地融合, 而且可以将
多个传感器的融合信息在不同尺度上进行描述.
4.2 计计计算算算量量量(Computational cost)
基于状态空间投影的DMS融合估计算法: 系

统矩阵 Ā 和噪声激励矩阵 B̄, 以及估计误差方
差阵的维数是原来的 2J−1倍. 假设在尺度 j上的

观测阵Cj的维数为N j
z × Nx,令Nz = 2J−1N1

z +
2J−2N2

z + · · · + NJ
z ,那么扩维后观测阵 C̄的维数

为Nz × 2J−1Nx. 卡尔曼滤波在计算增益矩阵K

时,将会出现对维数为Nz ×Nz的矩阵求逆运算.
时间配准方法: 系统矩阵、噪声激励矩阵以及

估计误差方差阵,并未进行扩维,还是原来的维数.
假设在尺度j上的观测矩阵Cj的维数为N j

z ×Nx,
令N ′

z =N1
z +N2

z +· · ·+NJ
z ,则同一时刻,多个传感

器的量测扩维后系统的观测阵的维数为N ′
z×Nx.

卡尔曼滤波在计算增益矩阵K时, 将会出现对维
数为N ′

z×N ′
z的矩阵求逆运算.

可以看出,基于状态空间投影的DMS融合估计
算法, 由于将一个时间块中的所有量测信息扩维
起来,所以比一般的时间配准方法计算量大.

5 仿仿仿真真真计计计算算算(Simulation)
考虑如下匀速直线运动过程

x1(k1 + 1) = Ax1(k1) + Bw(k1).

假设系统有两个尺度,且在两个尺度上都有量测:

zj(kj) = Cj(kj)xj(kj) + vj(kj), j = 1, 2.

其中:

A =

[
1 T

0 1

]
, B = [

1
2
T 2 T ]T,

C1 = C2 = [1 0] .
T为 采 样 间 隔, 噪 声w(·)的 方 差 为 q, v1(·),
v2(·)与w(·)不相关, 方差分别为 r1, r2. 状态x1的

第1个分量为位移,第2个分量为速度,显然从观测
矩阵我们看到,量测到的量是物体的位移,而我们
要估计的不仅有位移, 还要从位移估计出物体的
速度.
令T = 1, q = 1, r1 = 6.25, r2 = 3.24. 图 2是

本文第 3节中算法 I和算法 III在尺度 1上计算得
到的位移状态的量测噪声与估计误差, 噪声压缩
比分别为: 7.30 dB, 2.75 dB.

(a) 算法I: DMS融合估计算法

(b) 算法III:在最细尺度上直接进行卡尔曼滤波
图 2 算法 I和算法 III得到的位移状态的量测噪声 (虚

线)与估计误差 (实线)
Fig. 2 Measurement noise (dotted) and estimation error

(solid) of algorithm I and algorithm III

表 1 算法 I和算法 III的比较
Table 1 Comparison of algorithm I and algorithm III

参数 噪声压缩比/dB
T q r1 r2 算法I 算法III

1 1 6.25 3.24 7.30 2.75
1 2 6.25 3.24 6.64 2.24
1 4 6.25 3.24 5.79 1.78
1 1 4 2.25 6.74 2.41
1 1 9 6.25 7.02 3.03
1 1 16 9 7.85 3.51

针对上面的模型, 利用不同参数进行仿真, 将
算法 I和算法 III进行了比较 (如表 1所示),给出了
尺度 1上两种算法得到的位移状态的噪声压缩比.
可以看出,算法 I的估计效果优于算法 III.
6 结结结论论论(Conclusion)
本文对基于状态空间投影的一类动态多尺度

系统的融合估计算法进行了分析.可以看出,在最
细尺度上, 融合估计结果比直接进行卡尔曼滤波
的效果好; 该融合估计算法用比较严谨的数学模
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型代替了时间配准, 可以在每个尺度上获得基于
全部观测信息的最优估计, 但计算量比时间配准
方法要大.本文的研究,为该算法的实际应用奠定
了基础.
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