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摘要:研究具有零动态仿射非线性系统控制Lyapunov函数的构造问题.提出通过求解一个Lyapunov方程获得可
线性化部分的二次型控制Lyapunov函数. 由可线性部分的控制Lyapunov函数和零动态部分的Lyapunov函数,通过构
造一个正定函数,得到了整个系统的控制Lyapunov函数,且设计了可半全局镇定整个闭环系统的控制律.仿真实例
说明了所提出方法的有效性.
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Constructive control Lyapunov functions for affine nonlinear systems
with zero dynamics
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Abstract: The construction of control Lyapunov functions for affine nonlinear systems with zero dynamics is considered
in this paper. A method is developed to ensure that a control Lyapunov function for the feedback linearizable part can be
obtained by solving a Lyapunov equation. Using the control Lyapunov function of the feedback linearizable part and a
Lyapunov function of the zero dynamics, a control Lyapunov function for the overall nonlinear system is then established
by constructing a definite function. A state feedback is also designed to semiglobally stabilize the closed-loop system.
Finally, a simulation example is given to illustrate the effectiveness of the design.
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1 引引引言言言 (Introduction)
对于非线性系统的镇定问题, 控制Lyapunov函

数(CLF)是一种强有力的工具. 它将稳定性的描述
转化为解决镇定问题的工具. Sontag[1] 研究仿射系

统的镇定并由CLF构造通用的反馈控制律. 一旦构
造出CLF就可以利用它来获得控制律,这些成就极
大地推动了人们对CLF的研究[2∼7]. 但是对于一般
的非线性系统, 至今缺少有效的构造方法. CLF的
构造无疑是制约这种方法发展的瓶颈问题.从目前
的构造方法来看,基本局限于Backstepping方法[2∼5],
但Backstepping方法只适用于具有严格反馈结构的
系统.研究了线性系统CLF构造的问题,证明了线性
系统任意一个CLF都是一种Lyapunov方程的解, 而
且这种方程的正定解一定能够生成CLF[6].
本文在文[6]的基础上, 继续探索具有零动态的

非线性系统CLF的构造问题.应用文[6]的方法,通过

求解一个Lyapunov方程, 获得了可线性化部分二次
型的CLF.由获得的可线性化分的CLF和零动态部分
的Lyapunov函数,通过构造一个正定函数,得到了整
个系统的CLF. 且设计了可半全局镇定整个闭环系
统的控制律.仿真实例说明了所提出方法的有效性.

2 系系系统统统的的的描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识 (System descrip-
tion and preliminaries)
考虑非线性系统

ż = Q(z, x), (1a)

ẋ = Ax + B[F (z, x) + G(z, x)u], (1b)

y = cx. (1c)

其中: x ∈ Rr, z ∈ Rn−r都为状态, u ∈ Rm 是控制

输入, y ∈ Rl 是输出. Q(z, x) : Rn → Rn−r 为C1 映

射, fi, gij : Rn → R, i = 1, 2, · · · , l, j = 1, 2, · · · ,

m 都为C1 函数, 且fi(0, 0) = 0, i = 1, 2, · · · , l.
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F (z, x) = [f1(z, x), f2(z, x), · · · , fl(z, x)]T, G(z,

x) = (gij(z, x))l×m 是行满秩的. {r1, r2, · · · , rl}为
系统(1)的相对阶,它们满足r1+r2+· · ·+rl = r < n.
式(1b)具有如下的规范结构:

A = blockdiag{A1, A2, · · · , Al},
B = blockdiag{B1, B2, · · · , Bl},

Ai =




0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1
0 0 · · · 0




, Bi =




0
...
0
1




ri×1

,

C = blockdiag{C1, C2, · · · , Cl},
Ci = [1 0 · · · 0]1×ri

.

根据Isidori [8] ,仿射非线性系统

ẋ = f(x) + g(x)u, (2a)

y = h(x). (2b)

若对于任意x ∈ Rn, 具有向量相对阶r < n且分

布G =span(g(x)) 总是对合的, 则式(2a)(2b)总可以
通过微分同胚化成系统(1)的形式.
称

ż = Q(z, 0) (3)

为系统(1)的零动态系统,简称为零动态.
假定M为n维的解析流型, 令V : M → R+

是C1函数. 称V为M上的正定函数, 如果V (0) =
0且当x ∈ M − {0}时, V (x) > 0.
定定定义义义 1 若存在正定和真的C1 函数, 对任意

的x ∈ M − {0},使得

inf
u

(LfV (x) + LgV (x)u) < 0, (4)

则 称V (x)为 系 统(2a)在M上 的 控 制Lyapunov函
数(CLF).

V (x)为系统(2a)在M 上的CLF等价于下列的陈
述:

{LgV (x) = 0, x ∈ M − {0}} ⇒ LfV (x) < 0.

假假假设设设 1 对于系统(3) 存在一个包含原点的开
集Λ ⊂ Rn−r, 及非负实数h > 1, 且存在一个C1 函

数U : Λ → R+,使得{z : U(z) 6 h + 1}为Λ中的紧

集,且沿着式(3)的解有
∂U(z)

∂z
6 −φ1(z), (5)

其中φ1(z)在Λ上连续,在集合{z : U(z) 6 h + 1}上
正定.

引引引理理理 1 E为Rm × Rn 中的紧集, Ez和Ex分

别为E的投影, χ(z)为Ez 上的连续函数且在集

合{(z, x) : x = 0} ∩ E上正定. ψ(x)为Ex上的连续

函数且在集合Ex/{0}上正定. ξ(z, x)为E上连续实

函数, 且满足对任意(z, x) ∈ {(z, x) : x = 0} ∩ E,

ξ(z, x) = 0. κ为K∞函数,则必存在一个正实数K∗,
对任意K > K∗,

−χ(z)−κ(K)ψ(x)+ξ(z, x)<0,∀(z, x) ∈ E. (6)

3 主主主要要要结结结果果果 (Main results)
本文首先研究反馈可线性化部分CLF的构造方

法.

3.1 反反反馈馈馈可可可线线线性性性化化化部部部分分分的的的CLF (CLF for the feed-
back linearizable part)
考虑系统(1b),将Ai, Bi表为分块矩阵:

Ai =

[
Ai−1 Ai2

0 0

]
, Ai−1 =




0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1
0 0 · · · 0




(ri−1)×(ri−1)

,

Ai2 =




0
...
0
1




(ri−1)×1

, Bi =




0
...
0
1




ri×1

.

设Pi, i = 1, 2, · · · , l为对称矩阵. 将Pi表成如下

的分块矩阵形式:

Pi =

[
Pri−1 Pi2

PT
i2 pi3

]
,

这里: Pri−1 ∈ R(ri−1)×(ri−1), pi3 ∈ R, Pi2 ∈ Rri−1.

记p−1
i3 PT

i2 = [βi1, βi2, · · · , βi,ri−1 ], p−1
i3 PT

i2的伴

随矩阵表为Cβi
,即

Cβi
=




0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1
−βi1−βi2 · · · −βi,ri−1




.

Cβi
的特征多项式为

λβi
= λri−1 + βi,ri−1λ

ri−2 + · · ·+ βi2λ + βi1.

需要下列的假设:
H1: pi3 > 0, λβi

, i = 1, 2, · · · , l 是Hurwitz多项
式.

H2: Fi, i=1, 2,· · ·, l为正定矩阵, k为正常数.
令
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(Pri−1−Pi2p
−1
i3 PT

i2)Cβi
+CT

βi
(Pri−1−Pi2p

−1
i3 PT

i2)=

−KFi, (7)

对于假设H1, H2,有下面3个结论:
结结结论论论 1 λβi

是Hurwitz多项式当且仅当Cβi
为

Hurwitz矩阵.
结结结论论论 2 若Cβi

为Hurwitz矩阵,那么假设H2蕴含
着Pri−1 − Pi2p

−1
i3 PT

i2 是正定阵.
结结结论论论 3 假设H1, H2,蕴含着Pi为正定矩阵.
令

P =




P1

P2

. . .

Pl




, V (x) = xTPx. (8)

定定定理理理 1 若Pi, i = 1, 2, · · · , l,满足假设H1, H2,
那么V (x)是系统(1b)在Rr上的CLF.
证证证 若Pi, i = 1, 2, · · · , l, 满足假设H1, H2, 那

么由结论1至结论3, 可得Pi是正定. 从而P 为正定.
令

f1(z, x) = Ax + BF (z, x), g1(z, x) = BG(z, x).

因为G(z, x)为行满秩,那么



∂V

∂x
g1(z, x)=2xTPBG(z, x)=0, x 6=0,⇔

xTPB = 0, x 6= 0.
(9)

由于
∂V

∂x
f1(z, x) =

(Ax + BF (z, x))TPx + xTP (Ax + BF (z, x)) =

xT(ATP+PA)x+FT(z, x)BTPx+xTPBF (z, x).

(10)

由式(9),则



∂V

∂x
g1(z, x) = 0, x 6= 0 ⇒

∂V

∂x
f1(z, x) = xT(ATP + PA)x.

(11)

将x表为分块矩阵,即

xT = [xT
1 , xT

2 , · · · , xT
l ], xT

i = [xT
i,ri−1, xi,ri

],
xT

ri−1 = [xi1, xi2, · · · , xi,ri−1 ], i = 1, 2, · · · , l.

则

xTPB = [xT
1 P1B1, x

T
2 P2B2, · · · , xT

l PlBl ],

且

xT
i PiBi = XT

i,ri−1Pi2 + pi3xi,ri
, i = 1, 2, · · · , l.

因此当xTPB = 0, x 6= 0,则

xi,ri
= −XT

i,ri−1p
−1
i3 Pi2, i = 1, 2, · · · , l, (12)

且至少有一个xi 6= 0. 所以当xTPB = 0,可得

2xT
i PiAixi =

XT
i,ri−1[(Pri−1−p−1

i3 Pi2P
T
i2)(Ai−1−Ai2P

T
i2p

−1
i3 )+

(Ai−1−Ai2P
T
i2p

−1
i3 )T(Pri−1−p−1

i3 Pi2P
T
i2)]Xi,ri−1 =

XT
i,ri−1[(Pri−1 − p−1

i3 Pi2P
T
i2)Cβi

+

CT
βi

(Pri−1 − p−1
i3 Pi2P

T
i2)]Xi,ri−1. (13)

因为

xT(ATP + PA)x = 2
l∑

i=1

xT
i PiAixi, (14)

由式(7) (11) (13) (14)可得



∂V

∂x
g1(z, x) = 0, x 6= 0 ⇒

∂V

∂x
f1(z, x) = xT(ATP + PA)x < 0.

(15)

所以V (x)是系统(1b)在Rr上的CLF.

3.2 整整整个个个非非非线线线性性性系系系统统统的的的CLF (CLF for the overall
nonlinear system)

在这个部分,对于非线性系统(1a)(1b),给出CLF
的构造方法.
对于任给c > 0,令

S1 = {x : V (x) < c + 1} × {z : U(z) < h + 1},
定义函数W (z, x) : S1 → R+为

W (z, x) =
hU(z)

h + 1− U(z)
+

cV (x)
c + 1− V (x)

, (16)

则W (z, x) : S1 → R+在S1为真.
记

S = {(z, x) : W (z, x) 6 c2 + h2 + 1}.
定定定 理理理 2 若系统(1)满足假设1, 且Pi,i =

1, 2, · · · , l 满足假设H1, H2. 那么存在K∗ > 0 , 对
任意K > K∗ , 则W (z, x) : S1 → R+为系统(1a)
(1b)在S上的CLF.
证证证 假定W (z, x) 6 c2 + h2 + 1. 则




V (x) 6 (c + 1)
c2 + h2 + 1

c2 + h2 + 1 + c
,

U(z) 6 (h + 1)
c2 + h2 + 1

c2 + h2 + 1 + h
.

(17)

由式(17),当W (z, x) 6 c2 + h2 + 1,可得
c

c+1
6 c(c+1)

(c+1−V )2
6 (c2+h2+1+c)2

c(c+1)
, (18)
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h

h+1
6 h(h+1)

(h+1−U)2
6 (c2+h2+1+h)2

h(h+1)
. (19)

由假设1及式(17)知S为紧集,且S 的投影满足

Sx⊂{x : V (x)<c+1}, Sz⊂{z : U(z)<h+1}. (20)

令

f(z, x)=

[
Q(z, x)

Ax+BF (z, x)

]
, g(z, x)=

[
0

BG(z, x)

]
.

那么,有

LfW (z, x)=
h(h + 1)

(h + 1− U(z))2
∂U

∂z
Q(z, x) +

c(c+1)
(c+1−V (x))2

∂V

∂x
(Ax+BF (z, x)),(21)

LgW (z, x) =
c(c + 1)

(c + 1− V (x))2
∂V

∂x
BG(z, x). (22)

因为G(z, x)为行满秩,当LgW (z, x) = 0,则

LfW (z, x)=
h(h + 1)

(h + 1− U(z))2
∂U

∂z
Q(z, x) +

c(c +1)
(c+1−V (x))2

xT(PA+ATP )x. (23)

令

XT
r−l = [XT

1,r1−1 XT
2,r2−1 · · · XT

l,rl−1 ],
F =block diag [F1 F2 · · · Fl ].

由定理1的证明可知,当LgW (z, x) = 0,可得

LfW (z, x) =
h(h + 1)

(h + 1− U(z))2
∂U

∂z
Q(z, x)−

K
c(c+1)

(c+1−V (x))2
XT

r−lFXr−l. (24)

考虑到式(18) (19)与假设1,当LgW (z, x) = 0,则

LfW (z, x)6− Kc

c + 1
XT

r−lFXr−l +

(c2+h2+1+h)2

h(h+1)
|∂U(z)

∂z
(Q(z, x)−

Q(z, 0))|− h(h+1)
(h+1−U(z))2

φ1(z). (25)

定义 



χ(z) =
h(h + 1)

2(h + 1− U(z))2
φ1(z),

ψ(x) =
Kc

2(c + 1)
XT

r−lFXr−l,

κ = K,

ξ(z, x)=
(c2+h2+1+h)2

h(h+1)
|∂U(z)

∂z

(Q(z, x)−Q(z, 0))|.

(26)

由假设1, χ(z) 为Sz 的连续函数, 且在集
合{(z, x) : x = 0} ∩ S的投影上正定. ψ(x)为Sx上

的连续函数,由于xi,ri
= −XT

i,ri−1Pi2p
−1
i3 , i =

1, 2, · · · , l, 因此ψ(x) 在集合Sx/{0}上正定. 对任
意(z, x) ∈ {(z, x) : x = 0} ∩ S, ξ(z, x) = 0. 引

理1的条件全部满足. 所以必存在正实数K∗, 对任
意K > K∗,及任意(z, x) ∈ S

ξ(z, x) < χ(z) + Kψ(x). (27)
由式(25)∼(27),当LgW (z, x) = 0, x 6= 0,则

LfW (z, x) 6

− Kc

2(c+1)
XT

r−lFXr−l− h(h+1)
2(h+1−U(z))2

φ1(z).

(28)

令

φ(z, x) =
Kc

2(c + 1)
XT

r−lFXr−l +
h(h + 1)

2(h + 1− U(z))2
φ1(z).

由式(28),当LgW (z, x) = 0, x 6= 0,则LfW (z.x) 6
−φ(z, x). 由式(26) (27), 可得φ(z, x)在S1连续,
在S上正定.
另一方面,由假设1,当

LgW (z, x) = 0, x = 0, z 6= 0,

LfW (z, x) =
h(h + 1)

(h + 1− U(z))2
∂U

∂z
Q(z, 0) 6

− h

h + 1
φ1(z).

总之,对任意LgW (z, x)=0, (z, x) 6=0, LfW (z,

x)<0.因此W (z, x)为系统(1)在S上的CLF.
令

a(z, x) = LfW (z, x), B(z, x) = LgW (z, x).
初值(z(0), x(0)) ∈ S.由Sontag的通用公式[1],

u=





−BT(z, x)
a(z, x)+

√
a2(z, x)+‖B(z, x)‖4

‖B(z, x)‖2 ,

B(z, x) 6= 0,

0, B(z, x) = 0.

(29)

可半全局镇定系统(1a) (1b).

4 仿仿仿真真真 (Simulation)
例例例 1 考虑多变量非线性系统




ẋ1 = x2, ẋ2 = 2z2 sinx1 + u1,

ẋ3 = x4, ẋ4 = cos x4 sin z1 + u2,

ż1 = −z1 + x1 cos x3,

ż2 = −z2 + 2x4 sinx2.

(30)
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因为系统(30)的零动态渐近稳定,取

U(z) = 0.5z2
1 + 0.5z2

2 .

令

p−1
13 PT

12 = [1 2],

p−1
23 PT

12 = [6 5],

p13 = p23 = 1,

F1 = F2 = I2.

由定理1,可得

V (x)=




1.5k+1 0.5k+2 0 0

0.5k+2 0.5k+4 0 0

0 0
67
60

k+36
k

12
+30

0 0
k

12
+30

7
60

k+25




.

选择h = 100, c = 10000, k = 1.

令

W (z, x) =
hU(z)

h + 1− U(z)
+

cV (x)
c + 1− V (x)

.

由定理2, 控制律(29) 可半全局镇定系统(30).
图1∼图3分别显示初值为

[z(0) x(0)] = [5 9 3 − 1 − 1 1]T ∈
{(z, x) : W (z, x) 6 1.0001× 108},
式(29) (30) 所构成的闭环系统的状态轨

线z(t), x(t)及控制律u(t). 对允许范围内的初
值[z(0) x(0)] ∈ {(z, x) : W (z, x) 6 1.0001×108}
具有相似的仿真结果.

图 1 闭环系统的状态轨线z(t)

Fig. 1 State z(t) of the closed-loop system

图 2 闭环系统的状态轨线x(t)

Fig. 2 State x(t) of the closed-loop system

图 3 闭环系统的控制律u(t)

Fig. 3 Control u(t) of the closed-loop system

5 结结结论论论 (Conclusions)
本文研究具有零动态仿射非线性系统CLF的构

造问题. 首先利用Lyapunov方程构造可线性化部分
的CLF. 由所获得可线性部分的CLF和零动态部分
的Lyapunov函数,通过构造一个正定函数,获得了整
个系统的CLF, 且设计了可半全局镇定整个闭环系
统的控制律.仿真实例说明了所提出方法的有效性.
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