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摘要:针对一类含有未建模动态的关联系统,考虑了降阶的鲁棒分散自适应反推控制问题.首先通过一系列坐标
变换,将原系统重新参数化,然后引入降阶观测器,得到一个误差系统.基于该系统,给出了一种降阶自适应反推控
制器的设计方案.证明了自适应控制系统的所有信号全局一致有界,调节误差渐近收敛到零. 控制器阶次的降低使
得本文的设计方案更具应用价值.
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Abstract: For a class of interconnected systems with unmodeled dynamics, the problem of reduced-order robust de-
centralized adaptive backstepping control is considered in this paper. Firstly, by a series of coordinate transformations, the
original system is reparameterized. Then, by introducing a reduced-order observer, an error system is obtained. Based on
the system, a design scheme of reduced-order adaptive backstepping controller is given. It is also proved that all the signals
in the adaptive control system are globally uniformly bounded, and the regulation error converges to zero asymptotically.
Due to the order reduction of the controller, the design scheme in this paper has more practical values.
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1 引引引言言言(Introduction)
分散自适应控制是关联系统研究中的一种非常

重要的控制方案,近年来倍受人们的关注. 然而,由
于在分析中很难忽略关联项, 因此在这一研究领
域仅有少量结果.文献[1]在这一方向做出了开创性
的工作, 设计方案依赖于传统的M-矩阵检测, 但存
在3个缺点. 众多文献为减弱这些条件做了大量的工
作,得到了一些很好的结果.正如文[2]指出的,根据
关联项的形式, 已有方法可分为两类: 一类考虑了
范数受多项式函数限制的静态关联项,另一类则考
虑了动态关联项.因为动态关联项有无限记忆性,这
使得动态关联项不能包含在静态关联项中, 反之亦
然. 由于绝大多数文献仅单独考虑了动态或静态关
联项,因此研究同时具有动态和静态关联项和其他
未建模动态的关联系统的自适应控制是一项很有意

义的工作.由于这个问题具有一定的难度,据作者所
知,目前最新的结果属于文献[2,3]. 在文[2]中,作者
利用K-滤波器和反推设计方法,考虑了这一问题.文

献[3]通过重新定义滤波变换,降低了控制器的阶次,
证明了除参数估计外所有信号的渐进收敛性.
本文进一步研究了这一问题. 首先通过一系列

坐标变换, 将原系统重新参数化, 然后引入降阶观
测器, 得到一个误差系统. 基于该系统, 给出了一
种降阶自适应反推控制器的设计方案.证明了自适
应控制系统的所有信号全局一致有界, 调节误差
渐近收敛到零. 由于本文的观测器是N(ρi − 1)阶
的,自适应律是N阶的,此控制器的阶次比文献[3]的
低(2ni + 2mi)N次,因此更有应用价值.

2 问问问题题题的的的提提提出出出(Problem statement)
考虑一类含有未建模动态的关联系统, 第i个子

系统为

yi(t)=
Bi(s)
Ai(s)

(1 + µii∆ii(s))ui(t) +
Di(s)
Ai(s)

(1 +

µii∆ii(s))
N∑

j=1,j 6=i

f̄ij(t, yj)+
N∑

j=1,j 6=i

µij∆ij(s)yj,

(1)
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i = 1, · · · , N . ui, yi分别是第i个子系统的输入和输

出, Ai(s) = sni + ai,ni−1s
ni−1 + · · ·+ ai0, Bi(s) =

bi,mi
smi + bi,mi−1s

mi−1 + · · · + bi0, aij和bik(j =
0, · · · , ni − 1, k = 0, · · · ,mi)是未知常数. s表示

微分算子. Di(s) = (sni−1, · · · , s, 1). f̄ij(t, yj) ∈
Rni和∆ij(s)yj(i 6= j)分别表示从第j个子系统到

第i个子系统的静态关联项和动态关联项, ∆ii(s)是
第i个子系统的未建模动态. µii, µij > 0分别表示未
建模动态和动态关联项的幅值.
控制目标: 对系统设计分散自适应反推控制器,

使得整个系统的所有信号有界,输出渐进收敛到零.
针对系统(1),本文需要以下的假设条件:
A1 Bi(s)是Hurwitz多项式,相对阶ρi =ni−mi

和bi,mi
的符号已知. 不失一般性,设bi,mi

= 1.
A2 存在已知常数γ̄ijk和Kij使得|f̄ij(t, yj)| 6

Kij∑
k=1

γ̄ijk|yj|k.

A3 ∆ij(s)稳定、严格正则且有单位高频增益.
注注注 1 记eT

1 = (1, 0, · · · , 0), eT
n = (0, · · · , 0, 1)

同与之相乘的矩阵有相应的维数. 对任意的向量x ∈
Rn, 定义|x| = (

nP
i=1

x2
i )

1
2 . 对任意的矩阵P , 定义‖P‖ =

[λmax(PTP )]
1
2 , λmax(·)为矩阵(·)的最大特征值.

3 降降降阶阶阶控控控制制制器器器的的的设设设计计计(Design of reduced-
order controller)
由附录A知系统(1)有以下的状态空间实现




χ̇i = Āiχi + b̄iui + fi,

yi = χi1 + ℵi,

ξ̇ii = Aξiiξii + bξiiχi1,

ξ̇ij = Aξijξij + bξijyj, j = 1, · · · , N, j 6= i,

(2)

其中:
Āi =

(
−ai

Ini−1
01×(ni−1)

)
, b̄i = (0, bT

i )T,

cT
i = (1, 0, · · · , 0), ai = (ai,ni−1, · · · , ai0)T,

bi = (bi,mi
, · · · , bi0)T,

满足

cT
i (sI−Āi)−1b̄i =

Bi(s)
Ai(s)

, cT
i (sI−Āi)−1 =

Di(s)
Ai(s)

,

χi1 =cT
i χi, ℵi =µii∆ii(s)χi1+

N∑
j=1,j 6=i

µij∆ij(s)yj ,

fi =
N∑

j=1,j 6=i

f̄ij(t, yj),

cT
i (sI−Aξij)−1bξij =∆ij(s), j =1, · · · , N .
引入相似变换(

χ̄i,ρi

ζi

)
=

(
Iρi×ρi

0ρi×mi

Tmi×ni

)
χi, (3)

其中:

Ai1 =



−bi,mi−1/bi,mi

...
Imi−1

−bi0/bi,mi
0 · · · 0


,

χ̄i,ρi
= (χi1, · · · , χi,ρi

)T,

Ai =
(0(ni−1)×1 Ini−1

0 01×(ni−1)

)
,

Ti = (Aρi

i1e1, · · · , Ai1e1, Imi
).

容易验证性质:

Tib̄i = 0, TiAi = Ai1Ti + TiA
ρi

i b̄ie
T
1 . (4)

由式(2)∼(4)及Ai, Āi的定义得

ζ̇i = Ti(Āiχi + b̄iui + fi) =

TiAiχi − Tiaiχi1 + Tifi =

Ai1ζi + Bi1χi1 + Tifi, (5)

其中Bi1 = Ti(A
ρi

i b̄i − ai). 利用式(3)和(5), 重写
式(2)为




χ̇il =χi,l+1−ai,ni−lχi1+fil, l=1,· · · , ρi−1,

χ̇i,ρi
= bi,mi

ui − ai,mi
χi1 + χi,ρi+1 + fi,ρi

,

yi = χi1 + ℵi,

ξ̇ii = Aξiiξii + bξiiχi1,

ξ̇ij = Aξijξij + bξijyj, j = 1, · · · , N, j 6= i,

ζ̇i = Ai1ζi + Bi1χi1 + Tifi.

(6)

由式(3)和Ti的定义得

ζi1 =eT
1 Aρi

i1e1χi1+· · ·+eT
1 Ai1e1χi,ρi

+χi,ρi+1, (7)

即χi,ρi+1 = ci1χi1 + · · ·+ ci,ρi
χi,ρi

+ ζi1,其中ci1 =
−eT

1 Aρi

i1e1, · · · , ci,ρi
= −eT

1 Ai1e1. 将其代入式(6)的
前两式得

˙̄χi,ρi
= ¯̄Aiχ̄i,ρi

+ eρi
bi,mi

ui + eρi
ζi1 + f̄i,ρi

, (8)

其中:

¯̄Ai =




−ai,ni−1
...−ai,mi+1

Iρi−1

−ai,mi
+ ci1 ci2 · · · ci,ρi


,

f̄i,ρi
= (fi1, · · · , fi,ρi

)T, eρi
= (0, · · · , 0, 1)T.

引入变换

xi =
Λi

‖Λi‖ χ̄i,ρi
, Siχ̄i,ρi

, xi ∈ Rρi , (9)

其中:

Λi =




1 0 · · · 0
−ci,ρi

1 · · · 0
...

...
... 0

−ci2 · · · −ci,ρi
1


, Si =

Λi

‖Λi‖ , ‖Si‖=1.

由附录A得

Si
¯̄Ai = AiaSi, Sieρi

=
1

‖Λi‖eρi
, (10)

其中:
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Aia =



−āi1

...
Iρi−1

−āi,ρi
0 · · · 0


, āi1 = ai,ni−1 − ci,ρi

,

āil =ai,ni−l−ci,ρi
ai,ni−l+1−· · ·−ci,ρi−l+2ai,ni−1−

ci,ρi−l+1, 2 6 l 6 ρi.

由(8)∼(10)得

ẋi = Si( ¯̄Aiχ̄i,ρi
+ eρi

ui + eρi
ζi1 + f̄i,ρi

) =

Aiaxi+eρi

bi,mi

‖Λi‖ui+eρi

1
‖Λi‖ζi1+Sif̄i,ρi

. (11)

由式(9)知χi1 = xi1. 注意到式(11),系统(6)等价于



ẋil = xi,l+1 − āilxi1 + gil, 1 6 l 6 ρi − 1,

ẋi,ρi
=

bi,mi

‖Λi‖ui−āi,ρi
xi1+

1
‖Λi‖ζi1+gi,ρi

,

yi = xi1 + ℵi,

ξ̇ii = Aξiiξii + bξiiχi1,

ξ̇ij =Aξijξij +bξijyj, j = 1, · · · , N, j 6= i,

ζ̇i = Ai1ζi + Bi1χi1 + Tifi,

(12)

其中ḡi,ρi
= (gi1, · · · , gi,ρi

)T = Sif̄i,ρi
.

当
bi,mi

‖Λi‖ = 1时,引入降阶观测器




˙̂xil = x̂i,l+1 + ki,l+1yi − kil(x̂i1 + ki1yi),
l = 1, · · · , ρi − 2,

˙̂xi,ρi−1 = ui − ki,ρi−1(x̂i1 + ki1yi).
(13)

选取ki =(ki1, · · · , ki,ρi−1)T使得Ai0 =
(
−ki

Iρi−2
0· · ·0

)

稳定. 定义观测误差

εil =
xi,l+1 − x̂il − kilxi1

pi

, (14)

其中:

pi = max
{
1,

ρi−1∑
l=1

|qil|,
ρi−1∑
l=1

|q̄il|, |Pi1Bi1|
‖Λi‖

}
,

qil = −āi,l+1 + kilāi1,
q̄il = −qil + kilki1 − ki,l+1,
ki,ρi

= 0.
由附录A得

ε̇i = Ai0εi +
1
pi

(∆i + eρi−1

1
‖Λi‖ζi1 + hi), (15)

其中:

hil = gi,l+1 − kilgi1, εi = (εi1, · · · , εi,ρi−1)T,

∆i = (∆i1, · · · ,∆i,ρi−1)T,∆il = qilyi + q̄ilℵi,

由式(12)(14)知

ẏi = ẋi1 + ℵ̇i =

xi2 − āi1xi1 + gi1 + ℵ̇i =

x̂i1 + piεi1 + qixi1 + ℵ̇i + gi1, (16)

其中qi = ki1 − āi1,得到如下新的参数化模型:





ẏi = x̂i1 + piεi1 + qixi1 + ℵ̇i + gi1,

˙̂xil = x̂i,l+1 + ki,l+1yi − kil(x̂i1 + ki1yi),

l = 1, · · · , ρi − 2,

˙̂xi,ρi−1 = ui − ki,ρi−1(x̂i1 + ki1yi),

ε̇i =Ai0εi+
1
pi

(∆i+eρi−1

1
‖Λi‖ζi1+hi),

ξ̇ii = Aξiiξii + bξiiχi1,

ξ̇ij = Aξijξij + bξijyj, j = 1, · · · , N, j 6= i,

ζ̇i = Ai1ζi + Bi1χi1 + Tifi.

(17)

对式(17), 利用反推技术[4]给出自适应控制器的设

计.
第第第1步步步 定义坐标变换

zi1 = yi, zi2 = x̂i1 − αi1, (18)

其中αi1是待定的虚拟控制. 由假设A1和A2知Ai1,
Aξii和Aξij稳定. 再由Ai0稳定, 则存在Pξij和Pik >

0使得PikAik + AT
ikPik = −I , k = 0, 1, PξijAξij +

AT
ξijPξij = −I , j = 1, · · · , N . 考虑

Vi1 =
1
2
y2

i +
1

2ri

θ̃2
i + ri0ε

T
i Pi0εi +

N∑
j=1

rξijξ
T
ijPξijξij + ri1ζ

T
i Pi1ζi, (19)

其中ri, ri0, rξij , ri1 > 0为待定参数, θ̃i = θ̂i − θi,
θ̂i是对θi = max{p2

i , q
2
i }的估计. 利用不等式ab 6

a2

d0

+
d0b

2

4
, ∀a, b ∈ R, di0 > 0,由θ和θ̃的定义得

zi1(piεi1 + qixi1 + ℵ̇i + gi1) 6
φ̄i1θ̂izi1 + φi1zi1 +

ri0

4ρi

|εi|2 +

di0(y2
i + ℵ2

i + ℵ̇2
i + g2

i1)− φ̄i1θ̃izi1, (20)

其中: φi1 =
1

2di0

zi1, φ̄i1 = (
ρi

ri0

+
1

2di0

)zi1. 选取

ri1 =
di1

|Pi1Bi1|2 + |Pi1Ti|2 , rξij =
di1

|Pξijbξij|2 , j =

1, · · · , N . 由zi1 = yi, yi = xi1 + ℵi得

2rξiiξ
T
iiPξiibξiixi1 +

N∑
j=1,j 6=i

2rξijξ
T
ijPξijbξijyj +

2ri1ζ
T
i Pi1Bi1xi1 + 2ri1ζ

T
i Pi1Tifi 6

1
2
rξii |ξii|2 +

1
2

N∑
j=1,j 6=i

rξij |ξij|2 +
3
4
ri1 |ζi|2 +

8di1z
2
i1 + 8di1ℵ2

i + 2
N∑

j=1,j 6=i

di1y
2
j + 4di1f

2
i , (21)

其中di1 > 0为任意的设计参数. 选取ri0 6
di1di2

16‖Pi0‖2
, 其中0 < di2 <

1
4
为任意的设计参数.
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利用(a + b + c + d)2 6 4a2 + 4b2 + 4c2 + 4d2,
及∆i和pi的定义得

2
pi

ri0ε
T
i Pi0(∆i + eρi−1

1
‖Λi‖ζi1 + hi) 6

1
4
ri0 |εi|2+di1di2(z2

i1+ℵ2
i +h2

i )+di2ri1 |ζi|2 . (22)

将式(17) (18) (20) (21)和(22)代入式(19)的导数得

V̇i16−3
4
ri0 |εi|2− 1

2
rξii |ξii|2− 1

2

N∑
j=1,j 6=i

rξij |ξij|2−

(
1
4
−di2)ri1|ζi|2+(

ri0

4ρi

|εi|2+di0(y2
i +ℵ2

i +

ℵ̇2
i +g2

i1))+di1(di2+8)ℵ2
i +zi1(zi2+αi1+

di1(di2 + 8)zi1 + φ̄i1(zi1) + φi1(zi1))−
zi1φ̄i1(zi1)θ̃i + r−1

i θ̃i
˙̂
θi + 2

N∑
j=1,j 6=i

di1y
2
j +

4di1f
2
i + di1di2h

2
i . (23)

定义调节函数



τi1 = riφ̄i1zi1,

αi1(yi, θ̂i)=
−ci1zi1−di0ρizi1−φi1(zi1)− φ̄i1(zi1)θ̂i−
di1(di2 + 8)zi1 − c̄i1(zi1)2K−1,

(24)

其中K = max
16i6N,16j6N

{kij}. 将式(24)代入式(23)得

V̇i1 6 zi1zi2 − ci1z
2
i1 − di0ρiz

2
i1 − c̄i1(zi1)2K −

3
4
ri0 |εi|2 − 1

2
rξii |ξii|2 − 1

2

N∑
j=1,j 6=i

rξij |ξij|2 −

(
1
4
− di2)ri1 |ζi|2 +

ri0

4ρi

|εi|2 + di0(y2
i + ℵ2

i +

ℵ̇2
i + g2

i1) + di1(di2 + 8)ℵ2
i + r−1

i θ̃i(
˙̂
θi −

τi1) + 2
N∑

j=1,j 6=i

di1y
2
j + 4di1f

2
i + di1di2h

2
i . (25)

第第第l(l = 2, · · · , ρi)步步步 定义坐标变换

zi,l+1 = x̂il−αil(yi, x̂i1,· · ·, x̂i,l−1), 26 l6ρi, (26)

当l = ρi + 1时, zρi+1 = 0, x̂ρi
= ui. 选取Vi,l−1 =

Vi1 +
l−1∑
j=1

1
2
z2

ij ,假定已选取τi,l−1和αi,l−1使得

V̇i,l−1 6 zilzi,l−1 −
l−1∑
j=1

cijz
2
ij − di0ρiz

2
i1 −

c̄i1(zi1)2K − 3
4
ri0 |εi|2 − 1

2
rξii |ξii|2 −

1
2

N∑
j=1,j 6=i

rξij |ξij|2 − (
1
4
− di2)ri1 |ζi|2 +

(l − 1)(
ri0

4ρi

|εi|2 + di0(y2
i + ℵ2

i + ℵ̇2
i +

g2
i1)) + (r−1

i θ̃ −
l−1∑
j=1

zij

∂αi,j−1

∂θ̂
)( ˙̂

θi −

τi,l−1) + di1(di2 + 8)ℵ2
i + 2

N∑
j=1,j 6=i

di1y
2
j +

4di1f
2
i + di1di2h

2
i . (27)

对于类Lyapunov函数

Vil = Vi,l−1 +
1
2
z2

il. (28)

类似于式(20)的推导得

zil

∂αi,l−1

∂yi

(piεi1 + qixi1 + ℵ̇i + gi1) 6

φ̄ilθ̂izil + φilzil +
ri0

4ρi

|εi|2 +

di0(y2
i + ℵ2

i + ℵ̇2
i + g2

i1)− φ̄ilθ̃izil, (29)

其中:

φil =
1

2di0

zil|∂αi,l−1

∂yi

|2,

φ̄il = (
ρi

ri0

+
1

2di0

)zil|∂αi,l−1

∂yi

|2.

由式(17) (26) (27) (29)得

V̇il 6−
l−1∑
j=1

cijz
2
ij − di0ρiz

2
i1 − c̄i1(zi1)2K −

3
4
ri0|εi|2 − 1

2
rξii|ξii|2 − 1

2

N∑
j=1,j 6=i

rξij |ξij|2 −

(
1
4
− di2)ri1|ζi|2 + l(

ri0

4ρi

|ξi|2 + di0(y2
i + ℵ2

i +

ℵ̇2
i + g2

i1)) + di1(di2 + 8)ℵ2
i + (r−1

i θ̃i −
l−1∑
j=1

zij

∂αi,j−1

∂θ̂i

)( ˙̂
θ − τi,l−1)− zil

∂αi,l−1

∂θ̂i

˙̂
θ −

φ̄ilθ̃zil + zil(zi,l−1 + zi,l+1 + αil + kilyi −
ki,l−1(x̂i1 + ki1yi)− ∂αi,l−1

∂yi

x̂i1 −
l−2∑
j=1

∂αi,l−1

∂x̂ij

˙̂xij + φil + φ̄ilθ̂i) +

2
N∑

j=1,j 6=i

di1y
2
j + 4di1f

2
i + di1di2h

2
i . (30)

通过选取如下的调节函数和镇定函数:



τil = τi,l−1 + riφ̄ilzil,

αil(yi, x̂i1, · · · , x̂i,l−1, θ̂i) =

−zi,l−1−cilzil−kilzi1+ki,l−1x̂i1+ki,l−1

ki1zi1+
∂αi,l−1

∂yi

x̂i1+
l−2∑
j=1

∂αi,l−1

∂x̂ij

˙̂xij−φil−

φ̄ilθ̂i +
∂αi,j−1

∂θ̂i

τil +
l−2∑
j=1

rizij

∂αj−1

∂θ̂i

φ̄ilzil.

(31)
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并将其代入式(30)得

V̇il 6 zi,l+1zil −
l∑

j=1

cijz
2
ij − di0ρiz

2
i1 − c̄i1(zi1)2K −

3
4
ri0|εi|2 − 1

2
rξii|ξii|2 − 1

2

N∑
j=1,j 6=i

rξij |ξij|2 −

(
1
4
− di2)ri1|ζi|2 + l(

ri0

4ρi

|ξi|2 + di0(y2
i + ℵ2

i +

ℵ̇2
i + g2

i1)) + di1(di2 + 8)ℵ2
i + (r−1

i θ̃i −
l∑

j=1

zij

∂αi,j−1

∂θ̂i

)( ˙̂
θi − τil) + 2

N∑
j=1,j 6=i

di1y
2
j +

4di1f
2
i + di1di2h

2
i . (32)

递推地,当l = ρi时,得控制律和自适应律

ui = x̂i,ρi
=zi,ρi+1+αi,ρi

=αi,ρi
,

˙̂
θi =τi,ρi

. (33)

从而

V̇i,ρi
6−

ρi∑
j=1

cijz
2
ij − c̄i1(zi1)2K − 1

2
ri0|εi|2 −

1
2
rξii|ξii|2 − 1

2

N∑
j=1,j 6=i

rξij |ξij|2 −

(
1
4
− di2)ri1|ζi|2 + ρidi0(ℵ2

i + ℵ̇2
i + g2

i1)) +

di1(di2 + 8)ℵ2
i + 2

N∑
j=1,j 6=i

di1y
2
j +

4di1f
2
i + di1di2h

2
i . (34)

至此,由式(34),利用文[3]的方法可得本文的主要结
果.
定定定理理理 1 考虑由系统(1), 观测器(13), 控制律

和自适应律(33)组成的自适应控制系统. 若假
设A1∼A3成立, 则一定存在常数µ̄ > 0, 使得对所
有的µij ∈ [0, µ̄)(i, j = 1, · · · , N)和任意的初始条
件xi(0),

1) 闭环系统的所有信号全局一致有界,
2) 除参数估计外的其他信号皆渐进收敛到零.

4 结结结论论论性性性的的的注注注(Concluding remarks)
当bi,mi

/‖Λi‖ = 1时, 本文的观测器是N(ρi −
1)阶的, 自适应律是N阶的, 此控制器的动态阶次
比文献[3]中基于MT滤波器设计的控制器低(mi +
3ni − ρi)N = (2ni + 2mi)N次,故本文的控制方案
更有应用价值.
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附附附录录录A(Appendix A )
式式式(2)的的的证证证明明明 由χi1, ℵi, fi及yi = χi1 + ℵi(t)得χi1可

由状态空间表示

(
χ̇i = Āiχi + b̄iui + fi,

χi1 = cTi χi.

考虑∆iiχi1和∆ijyj的状态空间表示

(
ξ̇ii = Aξiiξii + bξiiχi1,

∆iiχi1 = cTi ξii,

(
ξ̇ij = Aξijξij + bξijyj ,

∆ijyj = cTi ξij ,

由假设A3可知Aξij是稳定的,所以(2)成立.
式式式(10)的的的证证证明明明 利用āi1和āil的定义得

Si
¯̄Ai =

0
BBB@

−ai,ni−1
ci,ρi

ai,ni−1 − ai,ni−2
...

ci3ai,ni−1 + · · ·+ ci,ρi
ai,mi+2 − ai,mi+1

ci2ai,ni−1 + · · ·+ ci,ρi
ai,mi+1 − ai,mi

+ ci1

1
−ci,ρi

1
...

. . .
. . .

−ci3 · · · −ci,ρi
1

0 · · · 0 0

1
CCCA = AiaSi.

矩阵中未标出的元素为零. Sieρi =
1

‖Λi‖eρi易证.

式式式(15)的的的证证证明明明 由式(12)∼(14), qil, q̄il和∆il的定义,对
于1 6 l 6 ρi − 2,

piε̇il = ẋi,l+1 − ˙̂xil − kilẋi1 =

piεi,l+1−pikilεi1+qilyi+q̄ilℵi+gi,l+1−kilgi1 =

piεi,l+1 − pikilεi1 + ∆il + gi,l+1 − kilgi1,

对于l = ρi − 1,结论类证.
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