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摘要:在不要求激活函数有界的前提下,利用Lyapunov泛函方法和线性矩阵不等式(LMI)分析技巧,研究了一类
变时滞神经网络平衡点的存在性和全局指数稳定性. 给出判别网络全局指数稳定性的判据,推广了现有文献中的
一些结果.这些判据具有LMI的形式,进而易于验证. 仿真例子表明了所得结果的有效性.
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Abstract: Without assuming the boundedness of the activation functions, the existence and global exponential stability
of the equilibrium point of a class of neural networks with time-varying delays is studied in this paper. By using Lyapunov
functional method and linear matrix inequality (LMI) techniques, some criteria for the exponential stability of the neural
networks are presented, which generalize the previous results in the literature. The criteria are easy to verify, since they
take the form of LMI. An example is also given to illustrate the effectiveness of the obtained results.
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1 引引引言言言(Introduction)
在神经网络的硬件实现时, 受放大器开关速度

和信号传输速度的限制,时滞的存在是不可避免的.
时滞对神经网络的性能有较大的影响,它可导致网
络产生振荡和不稳定现象.近年来,时滞神经网络的
稳定性分析引起了广泛的关注,并且取得了重要成
果[1∼6]. 文献[1∼4]研究了常时滞细胞神经网络的全
局渐近稳定性. 文献[5]研究了常时滞神经网络的全
局渐近稳定性, 推广了文献[1∼4]中的结果.在神经
网络的动态变化过程中,常时滞只是变时滞的一种
近似. 此外,神经网络对平衡点收敛速度的快慢是衡
量网络性能的一种重要指标.为了降低神经计算所
需要的时间,在神经网络的设计中,通常要求网络中
的平衡点具有指数收敛性[6]. 因此, 文献[1∼5]对常

时滞神经网络全局渐近稳定性的研究存在较大的局

限性. 本文借助于Lyapunov泛函方法和线性矩阵不
等式(LMI)分析技巧,在不要求激活函数有界的前提
下,研究了一类变时滞神经网络平衡点的存在性和
全局指数稳定性,获得具有LMI形式的判据. 这些判
据推广了文献[1∼5]的结果,并且借助于MATLAB中
的LMI工具箱易于验证. 仿真例子表明了本文所得
结果的有效性.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
考虑变时滞神经网络

ẋ(t)=−Cx(t)+Af(x(t))+Bf(x(t−τ(t)))+I, (1)

其中: x(t) = [x1(t) x2(t) · · · xn(t)]T为状态向量,
C = diag ci为正的对角矩阵, A = (aij)n×n为反
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馈矩阵, B = (bij)n×n为时滞反馈矩阵, f(x(·)) =
[f1(x1(·)) f2(x2(·)) · · · fn(xn(·))]T为激活函数向
量, 0 6 τ(t) 6 τ为可变时滞, I = [I1 I2 · · · In ]T为
外部输入常向量. 系统(1)的初始条件为: x(s) =
φ(s) , φ(s) = [φ1(s) φ2(s) · · · φn(s)]T , φi(s) ∈
C([−τ, 0], R).

假定激活函数fj(·), j = 1, 2, · · · , n满足以下条

件:
H) 存在正的对角矩阵Σ = diag σj , 对任意

的s1, s2 ∈ R, s1 6= s2有

0 6 fj(s1)− fj(s2)
s1 − s2

6 σj , j = 1, 2, · · · , n.

文中,对任意的实对称矩阵P和Q, P > Q(P >
Q)表示P − Q是正定的(半正定的)对称矩阵,
λM(P )(λm(P ))表示矩阵P的最大(最小)特征值.
定定定义义义 1 称实方阵Q为Lyapunov对角稳定的

(Q ∈ LDS), 若存在对角矩阵P > 0使得
1
2
[PQ+

QTP ] > 0.

引引引理理理 1[7] 下面的3个矩阵不等式是相互等价的:

i)

[
P S

ST Q

]
> 0;

ii) P > 0, Q− STP−1S > 0;
iii) Q > 0, P − SQ−1ST > 0.

引引引理理理 2[8] 设Q1, Q2, Q3为维数适宜的实矩阵并

且Q3 > 0, 则有QT
1 Q3Q1 + QT

2 Q−1
3 Q2 > QT

1 Q2 +
QT

2 Q1.
引引引理理理 3[9] 若条件H)满足并且CΣ−1 − A ∈

LDS,则对任意的I ∈ Rn, H(x) = −Cx+Af(x)+
I是Rn上的一个同胚映射.
引引引理理理 4 设Q1与Q2是维数相同的实对称矩阵,

若Q1 > 0,则存在正常数ω0使得Q1 − ω0Q2 > 0.
证证证 因为 lim

ω→0
λm(Q1 − ωQ2) = λm(Q1) > 0,

故存在ω0 > 0使得λm(Q1 − ω0Q2) > 0,即有Q1 −
ω0Q2 > 0.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 假定条件 H)成立并且0 6 .

τ(t) 6 η <

1, 若存在P = diag pi > 0和Q = (qij)n×n > 0, 使
得

Ω=

[
2PCΣ−1−PA−ATP−BTQB −P

−P (1−η)Q

]
>0,

(2)

则对任意的I ∈ Rn,系统(1)存在全局指数稳定的平

衡点.

证证证 i) 平衡点的存在唯一性.

由引理1,若Ω > 0,则有

2PCΣ−1−PA−ATP−BTQB−
(1−η)−1PQ−1P >0. (3)

因为0 6 η < 1,由引理2知

BTQB+(1−η)−1PQ−1P >BTQB+PQ−1P >
PB + BTP. (4)

由式(3)(4)得

2PCΣ−1 − P (A + B)− (A + B)TP > 0.

易见CΣ−1 − (A + B) ∈ LDS. 若条件H)成立, 则

由引理3知对任意的I ∈ Rn, H(x) = −Cx + (A +
B)f(x) + I是Rn上的一个同胚映射,从而存在唯一

的x∗ ∈ Rn,使得

H(x∗) = −Cx∗ + (A + B)f(x∗) + I = 0.

即,对任意的I ∈ Rn,系统(1)有唯一的平衡点x∗.

ii) 平衡点的全局指数稳定性.

由式(2)知,存在k ∈ (0, λm(C)/2)使得[
Θ −P

−P (1− η)e−2kτQ

]
> 0,

其中: Θ = 2P (C−2kE)Σ−1−PA−ATP−BTQB,

E为n × n单位矩阵. 由引理4知,存在常数ω1 > 0使
得 [

Θ − P

−P (1− η)e−2kτQ

]
− ω1

[
−AT

−E

]
·

(2C − 2kE)−1[−A −E] > 0.

由引理1得

Γ =




2ω1(C−kE)−ω1A −ω1E

−ω1A
T Θ −P

−ω1E −P (1−η)e−2kτQ


>0. (5)

令u(·) = x(·)− x∗,系统(1)可改写为

u̇(t)=−Cu(t)+Ag(u(t))+Bg(u(t−τ(t))), (6)

其中:

u(t) = [u1(t) u2(t) · · · un(t)]T,

g(u(·)) = [g1(u1(·)) g2(u2(·)) · · · gn(un(·))]T,

gj(uj(·))=fj(uj(·)+x∗j )−fj(x∗j ), j =1, 2,· · ·, n.

因为fj(·), j = 1, 2, · · · , n满足条件H),易见

gj(0) = 0, 0 6 gj(s)/s 6 σj, (7)
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其中s ∈ R, s 6= 0, j = 1, 2, · · · , n.

构造径向无界的Lyapunov泛函如下:

V (u(t)) =

ω1e2ktuT(t)u(t)+2e2kt
n∑

i=1

pi

w ui(t)

0
gi(ξ)dξ+

w t

t−τ(t)
e2ksgT(u(ξ))BTQBg(u(ξ))dξ. (8)

沿式(6)的轨线计算V (u(t))的导数,可得
.

V (u(t)) =

2ω1ke2ktuT(t)u(t) + 2ω1e2ktuT(t)[−Cu(t) +

Ag(u(t)) + Bg(u(t− τ(t)))] +

4ke2kt
n∑

i=1

pi

w ui(t)

0
gi(ξ)dξ + 2e2ktgT(u(t)) ·

P [−Cu(t) + Ag(u(t)) + Bg(u(t− τ(t)))] +

e2ktgT(u(t))BTQBg(u(t))− (1− .
τ(t)) ·

e2k(t−τ(t))gT(u(t−τ(t)))BTQBg(u(t−τ(t))). (9)

由式(7)知



n∑
i=1

pi

w ui(t)

0
gi(ξ)dξ 6

n∑
i=1

pi

w ui(t)

0
gi(ui(t))dξ =

gT(u(t))Pu(t),

gT(u(t))P (2kE − C)u(t) 6
gT(u(t))P (2kE − C)Σ−1g(u(t)).

(10)

由式(5)(9)(10)以及0 6 τ(t) 6 τ, 0 6 .
τ(t) 6 η < 1,

可得
.

V (u(t)) 6
e2kt[2ω1u

T(t)(kE − C)u(t) +

2ω1u
T(t)Ag(u(t)) + 2ω1u

T(t)Bg(u(t− τ(t))) +

gT(u(t))(2P (2kE − C)Σ−1 + PA + ATP +

BTQB)g(u(t)) + 2gT(u(t))PBg(u(t− τ(t)))−
(1−η)e−2kτgT(u(t−τ(t)))BTQBg(u(t−τ(t)))]=

−e2kt[uT(t) gT(u(t)) gT(u(t− τ(t))) BT]×

Γ




u(t)
g(u(t))

Bg(u(t− τ(t)))


 < 0, u(t) 6= 0.

从而V (u(t)) 6 V (u(0)). 此外,由式(8)知V (u(t)) >
ω1e2kt‖u(t)‖2并且

V (u(0)) 6

[ω1 + 2λM(PΣ) +
1
2
Υ ] sup

−τ6s60

‖φ(s)− x∗‖2,

其中: Υ = k(1− e−2kτ )λM(Σ2)λM(BTQB), ‖ · ‖表
示Rn上的Euclidean范数. 容易导出

‖u(t)‖ 6√
1
ω1

(ω1+2λM(PΣ)+
1
2
Υ ) sup
−τ6s60

‖φ(s)−x∗‖2e−kt.

因此,对任意的I ∈ Rn,系统(6)的原点是全局指
数稳定的,进而系统(1)的平衡点具有全局指数稳定
性.
推推推论论论 1 假定条件H)成立并且τ(t) ≡ τ > 0,若

存在P = diag pi > 0和Q = (qij)n×n > 0使得

Ω1 =

[
2PCΣ−1−PA−ATP−BTQB −P

−P Q

]
>0,

(11)

则对任意的I ∈ Rn,系统(1)存在全局指数稳定的平
衡点.
注注注 1 当系统(1)中τ(t) ≡ τ > 0时, 文献[5]给出了如

下结果: (∆) 若条件H)成立并且存在矩阵P = diag pi >

0, S > 0以及常数β > 0使得2PCΣ−1 − PA − ATP −
βBTSB − β−1PS−1P > 0, 则系统(1)的平衡点是全局渐

近稳定的. 易见,判据(∆)中的正常数β是一个冗余的参数.

令D = βS,借助引理1, (∆)与文中推论1的条件是一致的.

从而, 推论1在以下3个方面优于文献[5]中的结果: 1) 在不

要求激活函数为有界函数的前提下,保证了平衡点的存在

唯一性; 2)获得了平衡点的全局指数稳定性; 3)其条件具

有LMI的形式,利用MATLAB中的LMI工具箱易于验证. 本

文推广了文献[5]的结果,进而推广了文献[1∼4]的结果.

4 仿仿仿真真真示示示例例例(Simulation example)
考虑具有两个神经元的时滞神经网络[
x′1(t)
x′2(t)

]
=−

[
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0.3 0
0 0.2

][
f1(x1(t))
f2(x2(t))

]
+

[
0.1−0.2
0 0.1

][
f1(x1(t−1))
f2(x2(t−1))

]
+

[
I1

I2

]
.

(12)

取fj(s) = 2s, j = 1, 2, 在MATLAB中求解LMI(11)
可得

P =

[
0.2995 0
0 0.3781

]
, Q =

[
1.0881 0.0269
0.0269 1.2454

]
,

由推论1知对任意的I1, I2 ∈ R,系统(12)存在唯一的
平衡点,并且是全局指数稳定的. 当系统(12)的初始
条件为φ1(s) = −0.7 ,φ2(s) = 2.1 ,s ∈ [−3, 0]时,
取I1 = −0.7, I2 = 2.1, 应用Runge-Kutta法求解
式(12),系统的状态曲线如图1所所示,仿真结果表明
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了推论1的有效性.

图 1 系统(12)的状态曲线

Fig. 1 State curves of system (12)

5 结结结论论论(Conclusion)
本文利用Lyapunov泛函方法和线性矩阵不等

式(LMI)分析技巧, 在不要求激活函数有界的条件
下,获得了一类变时滞神经网络存在全局指数稳定
的平衡点的判据,推广了现有文献中的一些结果.
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