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摘要:本文提出了一种主动悬架控制的H2 /广义H2 输出反馈控制方法. 依照国际标准ISO2631.3选择垂直和俯仰
加速度的频率加权. 根据路面干扰谱特征,选用H2 范数作为乘坐舒适性的指标,广义H2 范数描述轮胎接地性等时

域约束要求. 在多目标控制框架下,将输出反馈控制器的设计转化为求解LMI优化问题.基于半车模型,给出了输出
反馈主动悬架系统的频域分析和时域仿真.
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H2 / generalized H2 output feedback control for active suspensions
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Abstract: This paper suggests an H2 /generalized H2 output feedback control approach for active suspension control.
Frequency-dependent weights of heave and pitch accelerations are determined according to ISO2631.3. In terms of the
ground disturbance power spectral density, the H2 norm is used to describe the requirement for ride comfort and the
generalized H2 norm is adapted to capture time-domain constraints such as good road holding. In the multi-objective
control framework, the feedback controller can be designed by solving an LMI optimization problem. Based on a half-car
model, analysis and simulation results of the designed output feedback active suspension are presented.
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1 引引引言言言( Introduction)
平顺性与操纵稳定性是汽车动力学研究中的两

个重要方面,悬架在协调这两大使用性能中扮演着
重要角色.先进汽车悬架的性能要求是[1,2]: 尽量使
乘客或货物不受由路面不平度引起的振动的影响;
抑制轮胎的振动以维持轮胎与路面间牢固,不间断
的接触; 保持悬架动行程在允许范围内以避免撞击
限位块. 同时,由于执行机构的输出饱和,控制力不
能超出阈值.上述诸性能要求之间是相互矛盾和制
约的. 为此,基于LQG,自适应控制, H∞ 控制和非线

性控制等,人们提出了许多主动悬架控制方法[3∼7].
这些方法的一个共同点是将全部性能要求加权后

合并为一个单一的目标函数, 求其最小得到一个
最(次)优控制器. 但是,选择加权系数协调相互冲突
的要求得到满意的性能并不容易. 事实上,在主动悬
架控制中,只有乘坐舒适性需要最小化,其他的是要

求相应的变量不超出给定范围,属于时域硬约束. 因
此,可将主动悬架控制问题归结为有时域硬约束的
干扰抑制问题[8]. 文[9]给出了一个状态反馈的设计
方法. 但是,主动悬架系统的状态往往不是全部能直
接测量的. 即使可以测量全部状态,但考虑到实施成
本等因素, 有时也会选择输出反馈的控制方式. 因
此,本文在多目标控制的框架下,提出一种主动悬架
的H2 /广义H2 输出反馈控制方法,并以半车模型为
例给出了完整的控制器设计和闭环系统分析.

2 半半半车车车悬悬悬架架架模模模型型型及及及问问问题题题描描描述述述( Half-car model
and problem formulation)
主动悬架四自由度半车模型如图1所示, 其

中zc, φ分别为质心垂直位移和俯仰角; zsi和zui

(i = 1, 2)为前后悬挂和非悬挂质量的垂直位移;
zr1和zr2为路面垂直位移; ku1和ku2为前后轮胎刚

度; fa1和fa2为由液压伺服机构产生的前后悬架主
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动力. 考虑执行机构动态的半车动力学模型为

ẋp = Apxp+Bp1w+Bp2u, (1)

其中状态向量为悬挂和轮胎动行程, 悬挂和非悬挂
质量的垂直速度以及归一化的液压缸工作压力; 控
制量为归一化的阀流量; 外部干扰w是路面速度输

入. 模型的详细介绍和各参数的取值参见文[9].

图 1 四自由度半车模型

Fig. 1 4 DOF half-car model

设计悬架时首先要考虑车辆乘坐舒适性要

求, 而车身垂直加速度z̈c与俯仰加速度φ̈是评价舒

适性的主要指标. 根据国际标准ISO2631.3, 人体
对4∼8 Hz垂直振动和1∼2 Hz水平振动最敏感[1,2,10].
因此,本文采用频率加权Wzc和Wzφ来强调性能输出

的频域要求. 考虑操纵稳定性要求,轮胎动载荷不能
超过轮胎静载荷,即

kui(zui−zri) 6 fkui, i = 1, 2, (2)

其中fkui为轮胎静载荷,计算方法参见文[9]. 由于机
械结构的限制,应将悬架动行程限制在一定范围内
以免撞击限位块,即

|zsi−zui| 6 Smax, i = 1, 2. (3)

另外,考虑到执行机构的输出饱和,控制量约束为

|ui(t)| 6 1,∀t 6 0, i = 1, 2. (4)

综上,主动悬架控制系统的加权性能输出和归一
化约束输出分别为:

z1 =

[
q1Wzcz̈c

q2Wzφφ̈

]
, z2 =




zs−zu

Smax

Fk(zu−zr)
u


 , (5)

其中Fk = diag{ ku1

fku1

,
ku2

fku2

}; q1和q2是垂直与俯仰

加速度之间的权重系数. 因此, 主动悬架的控制问
题可描述为:寻找一个控制器,使系统闭环稳定; 满

足全部硬约束条件(约束输出z2 各元素的绝对值小

于1)并尽可能改善乘坐舒适性(最小化性能输出z1).

一般情况下,车辆系统悬挂质量的垂直速度可以
通过加速度传感器信号积分获得, 而前后悬架动行
程可由位移传感器测量. 另外,作动器液压缸的压力
也比较容易获得. 因此,系统的测量输出可以选择为

y = [żT
s (zs−zu)T

PL1

Ps

PL2

Ps

].

对性能输出的频率加权函数引入新的状态变量,
则得半车悬架扩展系统的状态空间描述:




ẋ = Ax+Bww+Buu,

z1 = Cz1x+Dzw1w+Dzu1u,

z2 = Cz2x+Dzw2w+Dzu2u,

y = Cyx+Dyww,

(6)

其中: x ∈ R14;z1 ∈ R2为性能输出; z2 ∈ R6为归一

化约束输出; y ∈ R6为测量输出.

3 H2 /广广广义义义H2 混混混合合合控控控制制制( H2 /generalized H2

control scheme)

3.1 H2 范范范数数数和和和广广广义义义H2 范范范数数数( H2 and generalized
H2 norms)

H2 范数有两种物理意义
[11]: 系统脉冲响应全部

输出能量的平方根和白噪声输入下系统渐进输出

的方差. 悬架系统的路面干扰分为随机路面干扰(正
常路面)和确定性路面干扰(由路面上较大的坑、包
等产生)[1]. 随机路面的不平度由路面垂直速度描
述, 其功率谱密度可近似为Gżr

(f) = 4π2G0V , 其
中G0是路面不平度系数

∗, V是车辆前进速度.于是
路面垂直速度为

żr(t)=2π
√

G0V w(t), (7)

其中w是归一化路面速度输入. 因此,正常路面产生
的干扰可近似为白噪声, 而坑和包等偶然性干扰是
能量有界信号,可理想化为脉冲输入. 另外,如果输
入是独立的, 则H2 范数就是输出的RMS值,而在车
辆工程中广泛使用车身加速度的RMS值来衡量乘坐
舒适性. 因此,本文选择H2 范数作为衡量乘坐舒适

性的指标.

由范数定义知, 从w到z2的广义H2 范数给出了

干扰为单位能量信号时,输出信号在时域上的峰值.
在主动悬架问题中, 往往在车辆驶过正常路面上的
坑或包时可能发生轮胎离地和撞击限位块等违背时

域约束的现象.因此, 本文选择广义H2 性能来描述

时域约束.
∗为了简化符号,定义了G0 := Gzr (n0)n

2
0,其中取Gzr (n0)是文献[2]中的路面不平系数.
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3.2 H2 / 广广广义义义H2 控控控制制制方方方法法法( H2 / generalized H2

control scheme)
设输出反馈控制器K(s)具有如下形式:

K(s) :

{
ζ̇ = AKζ+BKy,

u = CKζ+DKy,

令xcl := [xT ζT]T,则闭环系统为

ẋcl = Aclxcl+Bclw,z1 = Ccl1xcl+Dcl1w,

z2 = Ccl2xcl+Dcl2w,

其中:

Acl =

[
A+BuDKCy BuCK

BKCy AK

]
,

Bcl =

[
Bw+BuDKDyw

BKDyw

]
,

Ccl1 =
[
Cz1+Dzu1DKCy Dzu1CK

]
,

Ccl2 =
[
Cz2+Dzu2DKCy Dzu2CK

]
,

Dcl1 = Dzw1+Dzu1DKDyw,

Dcl2 = Dzw2+Dzu2DKDyw.

在多目标控制框架下[12], 推导得到求解主动悬架
H2 /广义H2输出反馈控制器的LMI优化问题

min
γ1,Q,X,Y,Â,B̂,Ĉ,D̂

γ1满足下列不等式 (8)




A11 A12 A13

∗ A22 A23

∗ ∗ −I


 < 0,




X ∗ ∗
I Y ∗

Cz1X+Dzu1Ĉ Cz1+Dzu1D̂Cy Q


 > 0,

tr(Q) < γ1, Dzw1+Dzu1D̂Dyw = 0,


X ∗ ∗
I Y ∗

Cz2X+Dzu2Ĉ Cz2+Dzu2D̂Cy γ2I


 > 0,

Dzw2+Dzu2D̂Dyw = 0,

其中γ2由时域硬约束给出, ∗表示沿对角线对称位置
的块矩阵转置,且

A11 =AX+XAT+BuĈ+(BuĈ)T,

A12 =ÂT+(A+BuD̂Cy),

A13 =Bw+BuD̂Dyw,

A22 =ATY +Y A+B̂Cy+(B̂Cy)T,

A23 =Y Bw+B̂Dyw.

如果半定规划问题(8)存在(数值)最优解(γ∗1 , Q
∗,

X∗, Y ∗, Â∗, B̂∗, Ĉ∗, D̂∗),则控制器的构建可以按如
下步骤进行:

1) 寻找非奇异矩阵M和N , 使其满足MNT =
I−XY ;

2)将M和N代入下面的方程组得控制器矩阵:



D∗
K := D̂∗,

C∗
K := (Ĉ∗−DKCyX)M−T,

B∗
K := N−1(B̂∗−Y BuDK),

A∗
K := N−1(Â∗−NBKCyX−Y BuCKMT−

Y (A+BuDKCy)X)M−T .

(9)

采用类似文[8]的方法可证,由式(9)组成的闭环系统

1) 是内部稳定的;

2) 在相互独立的单位强度白噪声干扰下,
z1的RMS值为

√
γ∗1 ; 对单位脉冲干扰, z1的能量不

超过γ∗1 ;

3) 在单位能量干扰下满足全部所考虑的时域硬
约束.

注注注 1 本文讨论的加权扩展的悬架系统 (6)是可稳和

可测的, 且时域硬约束 (2) (3)和 (4)包含了系统的平衡点.

因此, LMI优化问题 (8)有解[12,13].

4 仿仿仿真真真与与与分分分析析析(Simulation and analysis)
干扰模型 (7)的归一化因子2π

√
G0V需要根据路

面情况来计算.但是实际路面情况是不确定的,因此
将其作为控制器设计的调整参数,令W =2π

√
G0V .

经仿真分析后取W =0.096. 另外,约束输出z2 已归

一化,因此γ2 =1. 求解LMI优化问题 (8)得到输出反
馈控制器K∗(s), 其最优H2 性能为3.39. 作为比较,
设计一个单目标的LQG主动悬架. 根据文[1], 取目
标函数

J = E{zT
1 z1+q2

3(zs1−zu1)2+q2
4(zs2−zu2)2 +

q2
5(zu1−zr1)2+q2

6(zu2−zr2)2}, (10)

其中z1为式(5)给出的加权性能输出. 通过选择
式(10)中的加权系数获得满意的性能并不容易,
文[1]也只讨论了四分之一车的情况. 参考文[1], 选
取加权系数(记为A): q3 = q4 =10, q5 = q6 =

√
1320.

为了得到相对公平的比较, q1, q2及Wzc
和Wzφ

的选

取与H2 /广义H2 主动悬架一致. 由概率分布的3σ

准则知, 如果悬架动行程, 轮胎动静载荷比和主动
力的RMS值分别不超过0.0267 m, 0.3333和0.5 kN,
则违背时域约束的可能性只有0.3%. 计算知, 单
目标LQG悬架A的动行程RMS值为0.0799 m, 超出
了要求的0.0267 m. 因此, 另选一组加权系数(记
为B): q3 = q4 = 15, q5 = q6 = 150, 使得全部
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约束输出的RMS值满足要求(见表2第3列). 下面
比较H2 /广义H2 主动悬架与单目标LQG悬架B.
以G0 = 128 × 10−6 m3 和V = 30 m/s 为例, 分别
计算式 (10), z̈c和φ̈的目标值,结果见表1. 显见, H2

/广义H2 主动悬架有较好的乘坐舒适性. 这证实了
本文所提控制方法与单目标控制方法相比的优点:
在满足时域约束的同时充分利用控制能力提高乘坐

舒适性.
表 1 H2 /广义H2悬架和LQG悬架B的目标值

Table 1 Costs for the H2 / generalized H2 suspension
and the LQG suspension B

目标值 式(10) E{z̈2
c} E{φ̈2

c}
H2 /广义H2 2.5937 0.8796 0.3924

LQG, B 4.1796 1.4533 0.6810

4.1 频频频域域域分分分析析析(Frequency-domain analysis)
车身加速度作为衡量乘坐舒适性的指标,要求垂

直加速度和俯仰加速度的幅值分别在4∼8 Hz和1∼
2 Hz的频段内越小越好.图2给出了在前后轮路面速
度输入激励下, H2 /广义H2 主动悬架(实线)车身垂
直和俯仰加速度的频域响应曲线. 作为比较, 单目
标LQG悬架B(虚线)和被动悬架(点划线)的频率响应
也一并给出. 显见在1∼8 Hz频段, H2 /广义H2 主动

悬架的乘坐舒适性有明显提高.

图 2 车身垂直/俯仰加速度的频率响应
Fig. 2 Frequency response of the vertical acceleration and

pitch acceleration

4.2 RMS值值值分分分析析析(RMS analysis)
H2 /广义H2 主动悬架各输出的RMS值见表2(关

于RMS值的计算参见文[8]),其中HEAV和PITC分别
表示车身垂直和俯仰加速度; SSF和SSR分别表示前

后悬架动行程; RDF和RDR分别表示前后轮胎动静
载荷比; ACC和ACR分别表示前后悬架主动力. 与单
目标LQG悬架B和被动悬架(PS)相比, H2 /广义H2主

动悬架系统有更好的乘坐舒适性, 而且系统的硬约
束条件在3σ概率意义下均得到满足.

表 2 主动悬架各输出的RMS值
Table 2 RMS values of variables

悬架各输出 H2 /广义H2 LQG, B PS

HEAV/(m · s−2) 0.5255 0.7010 0.7498
PITC/(rad · s−2) 0.3920 0.4904 0.5886

SSF/m 0.0138 0.0108 0.0122
SSR/m 0.0124 0.0116 0.0115
RDF 0.2476 0.2367 0.1989
RDR 0.2600 0.3226 0.2324

ACF/kN 0.2591 0.1995 –
ACR/kN 0.2306 0.2655 –

4.3 包包包块块块响响响应应应(Bump response)
当汽车通过路面上的坑或包时,路面输入是能量

有界信号.考虑不平度系数为G0 = 128×10−6 m3的

路面上有一个长坡形单凸块, 其轮廓为[14] Am

2
(1−

cos
2π

L
l), 0 6 l 6 L. 本文取高度为Am = 0.1 m,长

度为L=5 m. 假设车辆行驶速度为V =25 km/h,则
该凸块所产生的速度能量为0.1377 m2/s (用控制器
调整参数归一化后为1.4344). 图3、图4给出了H2 /广
义H2 主动悬架(实线)包块响应的仿真曲线.作为比
较, 单目标LQG悬架B(虚线)和被动悬架(点划线)的
包块响应也一并给出.可见,与被动悬架相比,同一
时刻的输出幅值明显减小,且调节时间短,较大地改
善了乘坐舒适性. 在被动悬架超出约束时,主动悬架
的约束输出条件仍能满足.

图 3 包块响应:性能输出

Fig. 3 Bump response: performance outputs



794 控 制 理 论 与 应 用 第 24卷

图 4 包块响应:约束输出

Fig. 4 Bump response: constrained outputs

5 结结结论论论(Conclusion)
针对主动悬架系统状态不能完全测量的问题,本

文提出了一种H2 /广义H2 输出反馈控制方法. 由于
采用了输出反馈策略,可以依照ISO2631.3选择频率
依赖的垂直和俯仰加速度加权,以提高乘坐舒适性.
根据路面干扰的谱特征,选用H2 范数作为乘坐舒适

性的指标,广义H2 范数描述轮胎接地性、悬架动行

程和控制量受限等时域约束要求. 在多目标控制框
架下, 以优化乘坐舒适性为目标, 给出了设计输出
反馈控制器的LMI优化问题. 基于半车模型的主动

悬架控制系统的比较分析和仿真表明了本文提出

的H2 /广义H2输出反馈方法能够在满足接地性等指

标的同时提高乘坐舒适性.
应该指出的是, 由于采用了性能指标的频率加

权, 设计的输出反馈控制器高于原系统的阶次. 因
此, 下一步的工作包括控制器降阶和快速原型以及
输出反馈主动悬架控制系统的硬件在回路仿真.
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