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基基基于于于神神神经经经网网网络络络的的的迟迟迟滞滞滞逆逆逆模模模型型型

马连伟1,2, 谭永红2,3, 邹 涛4

(1. 浙江科技学院自动化系,浙江杭州 310023; 2. 上海交通大学自动化系,上海 200240;

3. 上海师范大学机械与电子工程学院,上海 201814; 4. 浙江工业大学信息与控制研究所,浙江杭州 310014)

摘要: 一个新的基于神经网络的迟滞逆模型被提出. 采用连续坐标变换的方法, 建立基本迟滞逆算子(EIHO),
EIHO为神经网络提供了基本的迟滞逆信息,并与迟滞逆的输入一起作为神经网络的输入,使迟滞逆由多值映射关
系转化为一对一映射关系,从而达到用神经网络逼近迟滞逆的目的. 一组实测数据被用来检验模型有效性,实验结
果表明,这种建模方法是有效的.
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Abstract: A new neural-network-based inverse hysteresis model is proposed in this paper. The continuous transfor-
mation technique is used to construct an elementary inverse hysteresis operator (EIHO), which extracts the elementary
information of inverse hysteresis. The output of the EIHO is then used as one of the input signals of the neural network
(NN) so that the multi-valued mapping of inverse hysteresis is transformed into a one-to-one mapping. In this way, neural
networks can be used to model inverse hysteresis. A set of real data is also used to validate the effectiveness of the proposed
approach. Finally, simulation results indicate that the proposed approach is successful.
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1 引引引言言言(Introduction)
压电陶瓷应用于传感器和执行器具有许多的优

点, 如位移分辨率高、机电耦合效率高、响应快、功
耗小等,所以被广泛应用于微机械、微电子、精密加
工、生物医学、机器人、航空航天等领域[1]. 但是,它
同时也存在着明显的不足–具有严重的迟滞特性. 众
所周知迟滞是一类不可微的复杂非线性, 它的存在
会降低系统控制精度,引起系统振荡,甚至失稳[2].
压电陶瓷执行器中迟滞的产生, 在宏观上被认

为是电致伸缩效应和铁电效应共同作用的结果,在
微观上被认为是内摩擦所引起的粘滞造成的[3]. 它
具有两个特性: 1) 多映射. 迟滞非线性在相同的输
入下, 可能产生不同的输出或在相同输出下, 可以
有不同的输入; 2) 记忆性. 迟滞非线性的输出不仅

与输入信号瞬时值有关, 而且还与输入信号的历史
特征、信号的变化情况有关. 迟滞非线性的这两个
特性使得人们无法用简单的数学表达式来准确描述

它.
目前, 对非线性系统主要采用基于逆模型的控

制. 然而, 这种控制方法要求精确的逆模型. 因此,
建立精确的迟滞逆模型对迟滞系统的控制就显得

格外重要. 但到目前为止, 关于迟滞逆模型的学术
论文还很少. TAO等[4]建立了线性迟滞逆模型, 但
是这种线性迟滞逆模型与实际迟滞逆的误差较大.
WEBB等[5]通过离散化KP模型来得到其逆模型, 这
种模型能够进一步减小误差, 但是求得精确的逆模
型的过程比较复杂. HU等[6]提出递归形式的离散

化Preisach模型并得到其逆模型,但是需要通过试验
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得到大量的一阶反转函数. ZHAO等[7]采用其构造的

迟滞逆算子建立了迟滞逆模型, 但该模型对某些迟
滞逆的辨识误差较大.
神经网络具有自学习、联想存储和高速寻找优

化解等优点, 在过去10年中已经被成功应用于很多
领域.其中,三层前向神经网络是一种多重复合非线
性映射,随着权值的改变,这类网络可以实现各种复
杂的非线性映射, 将其引入到辨识模型中似乎是对
非线性系统进行辨识的最有效的途径之一.但理论
和实践都已经证明神经网络只能逼近一对一映射或

多对一映射关系,而对多值映射非线性无能为力[8].
而迟滞逆恰恰是一种典型的多值映射非线性, 这使
得神经网络在迟滞及其逆模型上的应用遭遇到了瓶

颈. 因此, 如果能找到一种方法使神经网络的输入
与输出之间形成一种一对一映射关系,将使神经网
络在建立迟滞及其逆模型上的应用具有更广阔的前

景.

2 基基基本本本迟迟迟滞滞滞逆逆逆算算算子子子(The elementary inverse
hysteresis operator)
迟滞逆的输入空间与输出空间之间是一种多值

映射关系,既然把它们直接作为神经网络的输入与
输出是行不通的, 那么引入一个辅助输入就成为一
种选择.而迟滞逆曲线的一个特点使这种想法成为
可能,那就是曲线的动点总是沿着某个规则曲线移
动, 当输入达到一个极值时, 动点又沿着另一条类
似的规则曲线移动,这样不停变换,最后形成了它的
主环以及次环.根据迟滞逆的这一特点,可以用形状
相似但易于用数学描述的简单曲线来代替它的主环

与次环的每个半环,来形成迟滞逆的基本框架,称之
为基本迟滞逆算子. 基本思想就是建立一个主坐标
系x-y(见图1), 让动点沿着某个规则曲线移动. 当一
个输入极值出现的时候,以这个极值的坐标为原点,
建立一个次坐标系x′-y′(见图1), 动点在新的坐标系
下沿着另一条规则曲线移动,直到另一个输入极值
的出现,这样就产生了次环的一个半环.如此不停地
变换,就可以得到整个迟滞逆曲线的基本框架.

图 1 坐标变换

Fig. 1 Transformation

主坐标系与次坐标系之间的坐标变换方程为:[
x(t)
y(t)

]
=

[
cos θi − sin θi

sin θi cos θi

] [
x′(t)
y′(t)

]
+

[
xi(t)
yi(t)

]
, (1)

这里: xi(t)和yi(t)分别是第i个输入极值和对应的计
算输出, 也就是第i个次坐标系的原点. x′(t)和y′(t)
分别是在第i个次坐标系下的输入与计算输出.
x(t)和y(t)分别是在主坐标系下的实际输入与计算
输出. θi是第i个次坐标系与主坐标系之间的变换角
度.
本文中采用的基本迟滞逆算子f [u(t)]为:

f [u(t)] =

{
f(ue) + [u(t)− ue]1/2, u̇ > 0,

f(ue)− [ue − u(t)]1/2, u̇ < 0.
(2)

这里: u是当前输入, f(u)是基本迟滞逆算子的当前
输出, ue是位于u之前的最近的一个输入极值, 称为
主导极值, f(ue)是输入为ue时的基本迟滞逆算子的

输出.

3 基基基于于于EIHO的的的迟迟迟滞滞滞逆逆逆模模模型型型(EIHO-based in-
verse hysteresis model)
一个三层前向神经网络被采纳,模型的基本结构

如图2所示. 模型中采用两输入单输出的网络,基本
迟滞逆算子作为辅助输入与迟滞逆的输入一起组成

神经网络的输入空间, 这样神经网络的输入空间就
由一维上升为二维,称之为拓展的输入空间,这种方
法称为拓展空间法. 由于神经网络只能逼近连续的
一对一或多对一映射关系,下面就证明神经网络的
输入空间(u(t), f(t))与输出空间IH(t)之间的映射
关系.

图 2 基于EIHO的迟滞逆模型

Fig. 2 EIHO-based inverse hysteresis model

引引引理理理 1 设u(t) ∈ C(R),这里R = {t| − ∞ <

t < +∞}, 而C(R)表示关于R的连续函数集. 对
于两个不同的时间点t1和t2, 有u(t1) = u(t2),
但f [u(t1)] 6= f [u(t2)].

证证证 当u̇ > 0时,式(2)变为

f(u) = fin(u) = f(ue) + [u− ue]1/2, (3)

这里ue是极小值.
当u̇ < 0时,式(2)变为

f(u) = fde(u) = f(ue)− [ue − u]1/2, (4)

这里ue是极大值.
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由于
dfin(u)

du
=

1
2
√

u− ue

> 0,
dfin(u)

du
=

1
2
√

u− ue

> 0,因此, fin(u)和fde(u)是单调的.

图 3(a)输入信号u(t) (b)对应的EIHO输入–输出曲线

Fig. 3(a) Input signal u(t) (b) Input-output curve of EIHO

图3中,图(a)为一输入信号u(t),图(b)为其对应的
EIHO输出.在t1和t2点, u(t1) = u(t2),而ue1和ue2分

别为它们的主导极值.按照式(3),

f [u(t1)] = f(ue1)− [ue1 − u(t1)]1/2, (5)

f(ue2) = f(ue1)− (ue1 − ue2)1/2; (6)

按照式(4),

f [u(t2)] =

f(ue1)− [ue1 − u(t1)]1/2 + [u(t2)− ue2]1/2, (7)

f [u(t1)]− f [u(t2)] =

(ue1−ue2)1/2−[ue1−u(t1)]1/2−[u(t2)−ue2]1/2. (8)

由于u(t1) = u(t2),式(8)变为

f [u(t1)]− f [u(t2)] =

(ue1−ue2)1/2−[ue1−u(t1)]1/2−[u(t1)−ue2]1/2 6=0.

(9)

因此, 对于任意两个时间点t1和t2 (t1 6= t2),
即使u(t1) = u(t2), 由于它们的主导极值不同, 导
致f [u(t1)] 6= f [u(t2)].

注注注 1 定义IH(t)为迟滞逆输出, 当输入u(t)相同的时

候, 基本迟滞逆算子的输出曲线f [u(t)]与迟滞逆输出曲

线IH[u(t)]曲线具有相似性.

引引引理理理 2 如果存在两个时间点t1和t2(t1 6= t2),
而f [u(t1)]− f [u(t2)] → 0,那么u(t1)− u(t2) → 0.

证证证 当u̇ > 0时,
fin[u(t1)]− fin[u(t2)]

u(t1)− u(t2)
= k, k ∈ (0,+∞), (10)

那么

u(t1)− u(t2) =
fin[u(t1)]− fin[u(t2)]

k
, (11)

显然, 如果fin[u(t1)] − fin[u(t2)] → 0, 那么u(t1) −
u(t2) → 0. 同理可证,如果fde[u(t1)]− fde[u(t2)] →

0,那么u(t1)− u(t2) → 0.

定定定理理理 1 对于任意的迟滞逆非线性, 存在着
一个连续的一对一映射关系Γ : R2 → R, 使
得IH[u(t)] = Γ (u(t), f [u(t)])成立.

证证证 首先证明Γ是一对一映射:
根据引理1,如果有两个时间点t1和t2,即使u(t1)

= u(t2), f [u(t1)]也不等于f [u(t2)]. 也就是说

(u(t1), f [u(t1)]) 6= (u(t2), f [u(t2)]), 那么(u(t),
f [u(t)])与IH[u(t)]之间就是一对一映射关系.
下面证明Γ是连续映射:
根据文献[9]可得

u(t1)−u(t2)→0⇒f [u(t1)]−f [u(t2)] → 0, (12)

再根据引理2,

f [u(t1)]− f [u(t2)] → 0 ⇒
u(t1)− u(t2) → 0 ⇒
IH[u(t1)]− IH[u(t2)] → 0, (13)

可见, Γ是连续映射.
由以上证明可以得出结论:输入(u(t), f [u(t)])与

输出IH[u(t)]之间是一种连续的一对一映射关系.
而神经网络可以准确逼近连续的一对一映射关

系[10∼12],说明这种方法在理论上是可行的.

4 模模模型型型的的的有有有效效效性性性验验验证证证(Implementation of
EIHO-based inverse hysteresis model)
一组实测数据被用来检验模型的有效性,这组数

据采集于PI公司生产的型号为PZT-753.21C的压电
陶瓷执行器. 这个执行器的输入电压为0∼100 V,它
的磁致伸缩范围为0 ∼ 25 µm. 采样频率为1000 Hz,
1200个实测数据对被采集,其中600个数据对用来训
练神经网络, 另外600个数据对用来检验模型效果.
实验采用多层前向神经网络,隐层采用sigmoid函数
作为激活函数,输出层采用线性激活函数,网络训练
采用Powell-Beale算法.

实验中, 采用基于EIHO的方法用神经网络对实
测迟滞逆数据进行逼近. 神经网络采用三层前向
神经网络, 实验中发现当隐层神经元数为116时,
效果最好, 因此网络包括2个输入节点、121个隐
层节点和1个输出节点. 966步之后, 达到最小步
长, 训练结束. 仿真结果如图4所示, 图中虚线为
实测数据, 实线为模型输出结果. 模型验证均方
差MSE=9.542522894100000e−005. 可以看到拓展
空间法建立迟滞逆模型是非常有效的,它有效地解
决了迟滞逆的多值映射问题,使神经网络的输入空
间与输出空间之间形成一对一映射关系,从而达到
采用神经网络建立迟滞逆模型的目的.
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图 4 基于EIHO迟滞逆模型辨识结果(实线)

Fig. 4 Prediction of the EIHO-based NN model(solid)

ZHAO等在文献[7]中也使用神经网络建立了迟
滞逆模型,为了对比,下面采用该模型对这组实测数
据进行辨识. 仍采用三层前向神经网络,实验中发现
当隐层节点数为83时, 效果最佳, 因此网络包括2个
输入节点、83个隐层节点和1个输出节点. 772步之
后, 达到最小步长, 训练结束. 仿真结果如图5所示,
图中虚线为实测数据,实线为模型输出结果.模型验
证均方差MSE=1.627505670756940e−004.

图 5 ZHAO的模型辨识结果(实线)

Fig. 5 Prediction of ZHAO’s model(solid)

本文所提出的迟滞逆模型与之相比, 误差更小,
能够更精确地辨识迟滞逆. 由此可见,本文提出的基
于神经网络的迟滞逆模型是有效的.

5 结结结论论论(Conclusion)
在这篇文章中,一个新的基于神经网络的迟滞逆

模型被提出.利用基本迟滞逆算子使迟滞逆的多值
映射关系变成一对一映射关系,解决了神经网络无

法逼近多值映射非线性的问题.实验验证结果表明,
这种方法是可行的.
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