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摘要: 对模糊规则库后件矩阵Ω进行奇异值分解, 根据给定的阈值适当舍弃奇异值, 得到矩阵Ω的近似表
示U (k)Σ(k)(V (k))T,对U (k)和V (k)进行标准和(SN)处理,并利用凸包技术进行非负性(NN)和正态性(NO)处理,利用处理
后的U (k), Σ(k)和V (k)生成新规则库的前件隶属函数和后件矩阵,重新构造规则库,新规则库的功能与原规则库近似,
但规则总数显著减少. 仿真结果表明该方法能够有效降低模糊系统的复杂性.
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Complexity reduction of fuzzy system using SVD and convex hull
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Abstract: The singular value decomposition of the matrix Ω composed by the consequence rule is addressed. An ap-
proximate expression U (k)Σ(k)(V (k))T of Ω is derived by discarding some singular values based on the given threshold. By
applying the technology of convex hull to U (k) and V (k) for processing the sum normalization (SN), the non-negativeness
(NN) and the normality (NO), we rebuild the rule set from the changed singular-value matrix and the corresponding eigen-
vectors, producing the consequence matrix and the antecedent membership functions for the new rule set. Generally, the
function of the new rule set is similar to that of the old one, but the total number of rules is reduced. Finally, the simulation
result indicates that the presented method can reduce the complexity of fuzzy system effectively.
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1 引引引言言言(Introduction)
模糊系统通常面临规则数的组合爆炸问题[1],另

一方面,由于受人为的和不确定因素的影响,在模糊
规则库中存在冗余规则,影响模糊系统的泛化能力.
模糊推理应该基于有效的规则集, 而不是所有可能
的规则,因此,需要对模糊系统的规则库进行约简以
实现操作可行性和系统的优化. 有两类简化模糊系
统的方法[2]: 基于语义模型的约简和基于数据模型
的约简. 本文在参考文献[3]的研究基础上, 引入凸
包技术并结合SVD约简模糊系统,属于第2种类型.

2 基基基本本本概概概念念念(Basic conception)
2.1 PSG模模模糊糊糊模模模型型型(PSG fuzzy model)

PSG模糊模型[4]采用代数乘作为and算子, 代数
和作为or算子, 并采用重心去模糊器. 假设模糊
系统的输入为x = (x1, x2), 输出为u, x j( j=1,2)的
模糊集为{A j

1, · · · , A j
k j
} (k1=M, k2=N), u为模糊单值

集B={B1, · · · , Bm},定义如下模糊规则:

If x1 is A1
θ1

and x2 is A2
θ2

then u = rθ1,θ2 , (1)

其中: 1 6 θ1 6 M,1 6 θ2 6 N, rθ1,θ2 ∈ B, A j
θ j
的隶属函

数为µ j,θ j (x). PSG模糊系统的输出为:

u∗ =

∑
θ1,θ2

rθ1,θ2

r
U∗θ1,θ2

du

∑
θ1,θ2

r
U∗θ1,θ2

du
, (2)

其中

U∗θ1,θ2
=



2∏
j=1
µ j,θ j (x∗j), u = rθ1,θ2 ,

0, 其他.
(3)

定定定理理理 1 设(1)的后件矩阵为Ω = (ri, j)M×N ,利用

非奇异矩阵UM×N和VN×M对规则(1)作如下处理:

1) Ω̂ = UΩVT, (4)

2) µ̄1
θ̄1

(x1) =
M∑
θ1=1

µ1,θ1 (x1)U−1
θ1,θ̄1

, θ̄1 = 1, · · · ,M, (5)

µ̄2
θ̄2

(x2) =
N∑

θ2=1
µ2,θ2 (x2)V−1

θ2,θ̄2
, θ̄2 = 1, · · · ,N, (6)
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其 中U−1
θ1,θ̄1
为 矩 阵U−1的θ1行θ̄1列 元 素. 则 分 别

以µ̄1
θ̄1

(x1) 和µ̄2
θ̄2

(x2)作为x1和x2的隶属函数, 以矩

阵Ω̂作为后件矩阵得到的PSG模糊系统与(1)等价.
该定理是模糊规则库约简的理论基础.

定定定义义义 1 模糊集{A1, A2, · · · , An}称为Ruspini划

分[5], 如果对论域中的任意x, 有
n∑

i=1
µi(x) = 1, 其

中µi(x)为Ai的隶属函数.

如果(1)的前件模糊集都为Ruspini划分,则
∑
θ1,θ2

r
U∗θ1,θ2

du =
∑
θ1,θ2

2∏
j=1
µ j,θ j (x∗j) = 1,

此时,系统输出(2)变为

u∗ =
∑
θ1,θ2

rθ1,θ2

2∏
j=1
µ j,θ j (x∗j). (7)

2.2 凸凸凸包包包(Convex hull)
n维空间中点集S的凸包是包含S的最小凸集,点

集S的凸包边界由若干个n− 1维超平面组成,这些超
平面的交点称为凸包顶点[6].

定定定理理理 2 矩阵Am×n的m行对应n维空间中的m个
点(点集S ), 若S中的点都在n − 1维超平面P上, 则
在P上存在n个点,它们的凸组合[6]所形成的闭包包

含S中所有点. 设由这n个点构成的矩阵为Bn×n, 如
果B可逆,则AB−1的所有元素都属于区间[0 1].

证证证 以n = 3为例证明. AB−1的几何意义是

对S中的点进行线性变换, 显然, 在经过该变换
后, B的各行所对应的点分别影射为: p1(1, 0, 0),
p2(0, 1, 0), p3(0, 0, 1), 假设S中的点经过变换后形成
点集S 1,根据线性变换和凸包的性质, S 1中的所有点

都在平面x + y + z = 1上由p1, p2, p3三点所确定的三

角形内部,因此, AB−1中的元素都属于区间[0, 1].
证毕.

2.3 矩矩矩阵阵阵的的的NN、、、SS和和和NO条条条件件件(The NN, SS and
NO condition of matrix)
定定定义义义 2 矩阵Am×n满足SN(标准和)条件是指矩

阵A的每一行元素之和都为1[7],即sum(A) = 1m×1,这
里sum(A)表示由A的每一行元素之和构成的列向量.

定定定义义义 3 矩阵A满足NN(非负性)条件是指矩
阵A的所有元素都不小于零[7].

矩阵的SN和NN条件可以推广到隶属函数, 则
当模糊集为Ruspini划分时, 相应的隶属函数满
足SN和NN条件.

定定定义义义 4 矩阵A满足NO(正态性)条件是指A的
每一列中都存在一个元素的值为1[7].

定定定理理理 3 设U为正交矩阵,将U按列划分为两个
矩阵:U = [U1

m×k U2
m×(n−k)]. 选取非奇异矩阵Bk×k满

足sum(B) = sum((U1)T),则
1)当sum((U2)T) = 0(n−k)×1时,取

S m×k = U1B. (8)

2)当sum((U2)T) , 0(n−k)×1时,取

S m×(k+1) = [U1|U2sum((U2)T)]
B 0
0 1

 , (9)

这样得到的S都满足SN条件.

证证证 根据正交矩阵和sum的性质很容易得到该
结论. 证毕.

定定定理理理 4 设Um×k(m>k)满足SN条件，则U 的各
行形成k − 1维超平面P上的点集S ,从而有:

1)在P上求点集S的凸包,如果凸包顶点数为k,
且由这k个点构成方阵C可逆,令U1 = UC−1,则U1满

足NO和NN条件,同时满足SN条件.　

2) 如果1)中的凸包顶点数超过k或C不可逆, 则
在P上存在k个点(S 1), 它们的凸组合包含S的凸包,
且这k个点构成可逆矩阵C, 令U1 = UC−1, 则U1满

足SN和NN条件,但不完全满足NO条件:若C的第l行
为S中的点,则U1的第l列存在值为1的元素.

证证证 由定理2可知, U1的元素属于区间[0 1], 因
此U1满足NN条件.
由于C的每一行都在超平面P上,则sum(C) = 1,

从而sum(U1) = 1,因此U1满足SN条件.
根据定理2的证明过程得到1)中U1满足NO条件,

而2)中U1的部分列包含元素1. 证毕.

3 奇奇奇异异异值值值分分分解解解(SVD)
矩阵Am×n的SVD是指将其分解为如下乘积形式:

A = UΣVT, (10)

其中Σm×n为对角阵,其主对角线的元素称为矩阵A的
奇异值,设非零奇异值的个数为r,则

Σ =

 (Σr)r×r 0r×(m−r)

0(n−r)×r 0(n−r)×(m−r)

 , (11)

这里Σr为对角方阵,不失一般性,设

Σr = diag{λ1, λ2, · · · , λr},且λ1 > λ2 > · · · > λr > 0.

Um×m和Vn×n分别为正交矩阵,它们的列向量分别
为矩阵AAT和ATA的标准正交特征向量.

A奇异值的大小表明矩阵U和V相应列对A的重
要程度,因此, 舍去0或相对较小的奇异值可得到矩
阵A的近似表示. 设保留k个奇异值(k 6 r),则:

A ≈ U(k)Σ(k)(V (k))T, (12)

其中(Σ(k))k×k = diag{λ1, λ2,· · ·, λk}, (U(k))m×k和(V (k))n×k

分别由下式确定:
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U = [U(k)|U(m−k)],V = [V (k)|V (n−k)]. (13)

矩阵的奇异值分解可利用Jacobi-QR算法[8]得到.

4 约约约简简简模模模糊糊糊规规规则则则库库库(Fuzzy rule set reduction)
Yam于1997年首先提出将SVD技术应用于模糊

规则约简[9],在其后有许多这方面的研究[8,10].

4.1 规规规则则则库库库的的的约约约简简简(Reduction of rule set)
假设PSG模糊模型的规则库由形如(1)的规则构

成,且设输入变量x1和x2的模糊集为Ruspini划分.

对后件矩阵Ω = (ri, j)M×N 进行奇异值分解. 选
取适当的整数k, 得到形如(12)的Ω的近似表示, 并
对U(k)和V (k)进行SN、NN和NO处理,得到:

Ω̂ = UM×k1Σk1×k2 (Vk2×N)T. (14)

这里: 当 sum((U(M−k))T) = 0时, k1 = k,否则k1= k+1,
类似地, k2可为k或k+1,且矩阵U和V满足NN和SN条
件,并满足或近似满足NO条件.
在对U和V进行NO处理时,对于定理4的第2种情

形,为了使矩阵U和V尽量满足NO条件, S 1中必须尽

可能多的包含S中的元素.
利用(14)可得到约简后的规则库:

If x1 is A
1
θ1

and x2 is A
2
θ2

then u = rθ1,θ2
, (15)

其中: rθ1,θ2
= Σθ1,θ2

,前件模糊集A
1
θ1
和A

2
θ2
的隶属函数

分别为由(5)和(6)确定.

由于模糊集A1
θ1

(θ1 = 1,· · ·,M)和A2
θ2

(θ2 = 1,· · ·,N)
为Ruspini划分, 且矩阵U和V满足NN和SN条件, 由
(5)和(6)可得, A

1
θ1
和A

2
θ2
也分别为Ruspini划分[9].

根据定理1,系统(15)与(1)近似等价.

4.2 误误误差差差边边边界界界(Error boundary)
约简后规则总数为k1 × k2 6 (k + 1)2,显然, k越小,

约简的效率越高,但若k太小,则会带来过约简问题.
约简后系统与原系统输出之间的误差为[8]:

∆(k) = |u∗ − u∗| 6
r∑

i=(k+1)
λi. (16)

对于ε > 0,可按如下方式确定k的值:

k̂ = min{k |
r∑

i=(k+1)
λi/

r∑
i=1
λi 6 ε, ε > 0}. (17)

4.3 步步步骤骤骤(Steps)
约简模糊规则库的步骤如下: 第1步, 生成后

件矩阵Ω, 并给定ε; 第2步, 对Ω进行奇异值分解;
第3步,根据式(17)确定k的值,得到形如式(12)的Ω的
近似表示; 第4步, 对在第3步中得到的U(k)和V (k)进

行SN、NN和NO处理, 得到形如式(14)的Ω的近似表
示;第5步,根据式(5)(6)确定约简后的前件隶属函数,
得到形如式(15)的规则库.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
假设输入变量x1和x2的隶属函数为如图1所示的

三角隶属函数,且规则库的后件矩阵为:

Ω =



−5.00 − 5.00 − 5.00 − 5.00 − 5.00 − 3.75 − 2.50 − 1.25 0
−5.00 − 5.00 − 5.00 − 5.00 − 3.75 − 2.50 − 1.25 0 1.25
−5.00 − 5.00 − 5.00 − 3.75 − 2.50 − 1.25 0 1.25 2.50
−5.00 − 5.00 − 3.75 − 2.50 − 1.25 0 1.25 2.50 3.75
−5.00 − 3.75 − 2.50 − 1.25 0 1.25 2.50 3.75 5.00
−3.75 − 2.50 − 1.25 0 1.25 2.50 3.75 5.00 5.00
−2.50 − 1.25 0 1.25 2.50 3.75 5.00 5.00 5.00
−1.25 0 1.25 2.50 3.75 5.00 5.00 5.00 5.00

0 1.25 2.50 3.75 5.00 5.00 5.00 5.00 5.00



.

对Ω进行奇异值分解, 得到Σ = diag{22.677,
22.677, 0.984,0.984,0.552,0.552,0.343,0.343,0}. 假
设ε=0.1, 根据式(17)可得k为2. 在经过SN处理后,
式(14)中的k1和k2的值都为3,在进行NO和NN处理
后得到约简后规则库的后件矩阵为:

Ω̂ =



−4.7322 0 − 6.6487
0 4.7322 6.6493
−6.6493 6.6487 0

 .

约简后输入变量的隶属函数如图2所示(该例
满足定理4的第2种情形, 即只有两个隶属函数达

到1). 约简后规则数为9, 与原规则库相比有显著
的减少.
为了检验约简效果,考虑如下的倒立摆系统: ẋ1

ẋ2

 =

 0 1
32.827 0


 x1

x2

 +

 0
−14.954

 u,

其中: x1为倒立摆的偏移角度, x2为角速度, u为控
制量. 将前述原规则库和约简规则库分别应用于
倒立摆系统,得到x1和x2的变化比较如图3所示,其
中(x1, x2)的初始值分别取(0.12,−0.4)和(0.06,0) (在
图3中, x2的值都缩小10倍),控制量u的变化比较如
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图4所示. 从图3、4可以看出,将原规则库和约简规
则库应用于倒立摆系统所得到的结果几乎相同,
说明本文的约简方法是可行的.

图 1 约简前模糊系统输入变量的隶属函数

Fig. 1 Membership function of input variable before reduction

图 2 约简后模糊系统输入变量的隶属函数

Fig. 2 Membership function of input variable after reduction

图 3 约简前与约简后规则库作用于倒立摆的结果比较

Fig. 3 Compare the result of inverted pendulum using reduced

and unreduced rule base respectively

图 4 约简前与约简后规则库作用于倒立摆的输入比较

Fig. 4 Compare the input of inverted pendulum using reduced

and unreduced rule base respectively

6 结结结论论论(Conclusion)
本文利用凸包技术和奇异值分解方法降低前

件模糊集的维数, 达到去除冗余规则或次要规则
的目的. SVD技术的作用是过滤冗余规则和作用
较小的规则, 而凸包技术可以实现约简后模糊规
则的非负性和正态性,从仿真效果可以看出,这种
约简技术是可行的. 与笔者先前工作以及其他相
关文献相比, 本文引入凸包技术使约简后的前件
隶属函数尽量规范化. 本文考虑输入空间为二维
的情形, 所得到的结论可以利用参考文献[7]中的
方法推广到高维情形.
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