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摘要:针对线性中立型时滞系统,利用线性算子半群的谱分解理论进行观测器设计.在中立型项的范数小于一的
条件下,利用谱理论并结合投影算子,将无穷维系统解的相空间分解为有限维不稳定广义特征子空间和无限维稳定
子空间的直和.进而利用线性算子半群的无穷小生成元得到具有积分微分形式的观测器方程,并证明了观测器误差
方程的渐近稳定性. 数值实验证实了所提设计方法的有效性.
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Observer for neutral delay systems based on spectral decomposition
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Abstract: The observer design for linear neutral delay systems(NDSs) is investigated based on the spectral decom-
position theory of linear operator semigroup. When the norm of the neutral term is less than one, by the spectral theory
and projection operator, the infinite dimensional phase space of system solutions is decomposed into the direct sum of
finite dimensional unstable generalized eigensubspace and the infinite dimensional stable subspace. The observer equa-
tion in integro-differential form of the system is obtained by the infinitesimal generator of linear operator semigroup; and
the asymptotic stability of proposed observer error equation is proved. An illustrative example is used to demonstrate the
validity of the proposed design approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
工程中时滞的存在会导致系统性能变差. 因此,

对其研究具有重要的理论价值和实际意义[1∼3].

目前,研究主要集中于标准时滞系统,由于中立
型时滞系统的超越特征方程具有无穷根,给研究带
来难度.中立型系统稳定化已取得一定进展[4],但结
论和方法是在状态可观测的假设下得到的. 因此,对
状态不完全已知的中立型系统,考虑其状态估计很
有意义.文献[5]针对中立型系统设计观测器,但只与
当前时刻输出有关. 文献[6]利用Lyapunov方法和线
性矩阵不等式进行观测器设计.然而,由于模型变换
可能引入的附加动态不稳定,使结论有一定保守性.

本文针对具有有限个不稳定特征根的中立型时

滞系统,利用谱分解理论进行观测器设计,该方法是
文献[7]中观测器设计对于中立型时滞系统的推广.

全文沿用如下记号: Rn 表示 n 维实空间.
C([−τ, 0],Rn)表示将区间[−τ, 0]映入Rn中的连续

函数所组成的Banach空间,简记Cn,τ . Ker(·)代表(·)
的零空间, µ[·]为矩阵测度, ‖ · ‖为矩阵范数.

2 系系系统统统描描描述述述(System statement)
针对线性中立型时滞系统{
ẋ(t)−G1ẋ(t− τ) = A0x(t) + A1x(t− τ),

y(t) = Cx(t), x(ξ) = η(ξ), ∀ ξ ∈ [−τ, 0].
(1)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, y(t) ∈ Rq为输出向量,
G1, A0, A1和C为适当维数的实常数矩阵, τ > 0为
时滞, η(t) ∈ Cn,τ为初始函数. 系统特征方程为

det(λ(I −G1e−λτ )−A0 −A1e−λτ ) = 0. (2)

定义

E = µ[A0] + ||A1||+ X,

F = µ[−iA0] + ||A1||+ X.

其中
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X = (||G1A0||+ ||G1A1||)/(1− ||G1||).
引引引理理理 1[1] 设||G1|| < 1, λ为系统(1)的特征根,

如果Re λ > 0,且E > 0,则

0 6 Re λ 6 E 且− F 6 Im λ 6 F. (3)

注注注 1 一般中立型时滞系统特征方程是超越方程,可

能有无穷个不稳定特征根. 然而引理1表明, 若||G1|| < 1,

则不稳定特征根个数有限,且包含在有界闭区域内.

3 中中中立立立型型型时时时滞滞滞系系系统统统的的的谱谱谱分分分解解解(Spectral de-
composition of NDSs)
设xt(ξ) = x(t+ξ), ξ ∈ [−τ, 0],定义P : Cn,τ →

Rn, Pxt(ξ) = xt(0). 设初始函数η ∈ Cn,τ , 系
统(1)存在唯一解xt ∈ Cn,τ ,定义xt = T (t)η, T (t)为
解算子且是强连续半群, T (t)的无穷小生成元为A.
那么

Aφ(ξ) =



dφ(ξ)
dξ

, ξ ∈ [−τ, 0),

A0φ(0) + A1φ(−τ) + G1φ̇(−τ), ξ = 0.

(4)

其定义域为

D(A) = {φ : φ ∈ Cn,τ , φ̇ ∈ Cn,τ , φ̇(0) =

A0φ(0) + A1φ(−τ) + G1φ̇(−τ)}.
假设初始函数η ∈ D(A),则系统(1)等价于

d
dt

xt = Axt, x0 = η. (5)

定义如下双线性形式:

< ψ, φ >=

ψ(0)φ(0) +
w 0

−τ
ψ(ξ + τ)A1φ(ξ)dξ +

[
d
dθ

w 0

θ
ψ(ξ − θ)G1φ(ξ)dξ]θ=−τ . (6)

式中: φ∈Cn,τ , ψ∈C∗
n,τ ,其中C∗

n,τ =C([0, τ ],Rn∗).

设σ(A)为A的谱, Cλ(A) = Ker((λI − A)kλ)
是Cn,τ的广义特征子空间,其中kλ为充分大整数.

注注注 2 当λ为复数时,需要通过适当变换,将这对复共

轭特征根所确定广义特征空间的基向量实数化.

令φλ为Cλ(A)的基, ψλ为Cλ(A∗)的基.定义

ΦΛ = [φλ1 , · · · , φλN
],

ΨΛ = [ψλ1 , · · · , ψλN
]T, < ΨΛ, ΦΛ >= I.

引引引理理理 2[3] 假设Λ = {λ : λ ∈ σ(A),Re λ > 0},
且C+ , ⊕λ∈ΛCλ(A)是Cn,τ的一个有限维子空间,

存在其补子空间C−,使得Cn,τ被分解为

Cn,τ = C+ ⊕ C−. (7)

其中C+和C−是A和T (t)的不变子空间.

从空间Cn,τ到子空间C+的投影算子为PΛ,满足

PΛ(·) = ΦΛ < ΨΛ, · > . (8)

引引引理理理 3[3] 针对子空间C+(基向量为ΦΛ), 存在
矩阵AΛ,使得AΦΛ = ΦΛAΛ,其中σ(AΛ) = Λ.

定定定理理理 1 假设xt是系统(1)的解, 因此根据式(7)
可将xt分解成xt = x1

t + x2
t , 其中: x1

t ∈ C+, x2
t ∈

C−,且x1
t = ΦΛ < ΨΛ, xt >,令x1(t) =< ΨΛ, xt >,

则有

ẋ1(t) = AΛx1(t), x1(0) =< ΨΛ, η >, (9)

y(t) = CΛx1(t) + C2x
2
t . (10)

这里:

CΛ = CΦΛ(0), C2x
2
t = CPx2

t .

证证证 将式(5)两边进行投影PΛ运算,得

PΛ

d
dt

xt = PΛAxt.

因为

xt = x1
t + x2

t , x1
t ∈ C+, x2

t ∈ C−,

所以

Ax1
t ∈ C+, Ax2

t ∈ C−,

并根据投影算子性质,得

PΛAxt = PΛAx1
t = Ax1

t = ΦΛAΛx1(t). (11)

再根据投影算子PΛ和双线性< ·, · >的定义,得到

PΛ

d
dt

xt = ΦΛ < ΨΛ,
d
dt

xt >= ΦΛẋ1(t). (12)

综上,式(9)得证. 并根据y(t) = Cx(t)可得

y(t) = CΦΛ(0)x1(t) + CPx2
t ,

定义CΛ = CΦΛ(0), 且C2x
2
t = CPx2

t , 式(10)得证.
证毕.

4 观观观测测测器器器设设设计计计(Observer design)
假设(AΛ, CΛ)可观测,则存在常数矩阵L,使得

σ(AΛ + LCΛ) ⊂ C−. (13)

定义算子L̃ : Rq → C+,满足

L̃(y(t)) = ΦΛLy(t). (14)

定义算子Ã = A + L̃CP ,构造系统(5)的观测器方程
dzt

dt
= Ãzt − L̃(y(t)), z0 = γ ∈ D(A). (15)
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zt为xt的估计值.根据ΦΛLy(t) = ΦΛLCPxt,可得

ΦΛLCP = L̃CP. (16)

因此

Ãzt(ξ) = Azt(ξ) + ΦΛ(ξ)LCzt(0), ξ ∈ [−τ, 0].

进一步地,根据文中式(4),可得

Ãzt(ξ) =



dzt(ξ)
dξ

+ΦΛ(ξ)LCzt(0), ξ∈ [−τ, 0),

A0zt(0) + A1zt(−τ) + G1
.
zt(−τ)+

ΦΛ(0)LCzt(0), ξ = 0.

(17)

代式(17)到式(15)中,令z̃(t, ξ) = zt(ξ), ξ ∈ [−τ, 0]可
得

∂z̃(t, ξ)
∂t

=




∂z̃(t, ξ)
∂ξ

+ΦΛ(ξ)L[Cz̃(t, 0)−y(t)], ξ∈ [−τ, 0),

A0z̃(t, 0) + A1z̃(t,−τ) + G1
˙̃z(t,−τ)+

ΦΛ(0)L[Cz̃(t, 0)− y(t)], ξ = 0.

(18)

令t + ξ = c,进而当ξ ∈ [−τ, 0)时:
dz̃

dξ
(c− ξ, ξ) =

ΦΛ(ξ)L[y(c− ξ)− Cz̃(c− ξ, 0)].

上式两边取[0, θ]上的积分,令c = t + θ,且θ = −τ ,
得

z̃(t,−τ) =
w τ

0
ΦΛ(ξ − τ)L[Cz̃(t− ξ, 0)−

y(t− ξ)]dξ + z̃(t− τ, 0). (19)

将式(19)代入式(18)第2个方程. 根据z̃(t, ξ) = zt(ξ)
和z̃(t + θ, 0) = z(t + θ)得

z̃(t, 0) = z(t), z̃(t− τ, 0) = z(t− τ).

进而得出式(15)的具体表达形式:

ż(t) =

A0z(t) + ΦΛ(0)L[Cz(t)− y(t)] +

A1

w τ

0
ΦΛ(ξ − τ)L[Cz(t− ξ)− y(t− ξ)]dξ +

G1

d
dt

(
w τ

0
ΦΛ(ξ − τ)L[Cz(t− ξ)−

y(t− ξ)]dξ) + A1z(t− τ) + G1ż(t− τ). (20)

定定定理理理 2 算子Ã是强连续渐近稳定半群的无穷

小生成元,观测方程(15)式渐近估计系统(5)的状态.

证证证 分析算子L̃CP对子空间C+和C−的影响.

针对xt ∈ D(A),根据式(11)及Ã的定义,可得

PΛÃxt = ΦΛ(AΛ + LCΛ)x1(t) + ΦΛLC2x
2
t .

(21)

根据式(21),

(I − PΛ)Ãxt = Ax2
t = (I − PΛ)Axt.

上式表明算子L̃CP对子空间C−中的解没有影

响.而针对子空间C+中的投影,由式(21)可得
.
x

1

t = ΦΛ(AΛ + LCΛ)x1(t) + ΦΛLC2x
2
t .

化简可得
.
x1(t) = (AΛ + LCΛ)x1(t) + LC2x

2
t . (22)

分析式(22), (AΛ + LCΛ)稳定,由文献[2]可知, x2
t指

数有界,因此x1(t)指数有界. Ã是强连续渐近稳定半

群的无穷小生成元. 结合式(5)(15)得观测误差方程:
det

dt
= Ãet, et = xt − zt, e0 = η − γ ∈ D(A).

(23)

由Ã的稳定性可知当t →∞时, et → 0.

证毕.

5 数数数值值值实实实验验验(Numerical example)
考虑不稳定中立型时滞系统



ẋ(t) =

[
0 0
1 1

]
x(t) +

[
−π

2
0

0 0

]
x(t− 1)+

[
0.1 0
0 0.1

]
ẋ(t− 1),

y(t) =[0 1]x(t).

计算得||G1|| = 0.1, E = 3.1096, F = 2.4025.
[0, E]× [−F, F ]内的不稳定特征根为: λ1 = 1.0386,

λ2,3 = 0.0444± 1.5045i. 进一步,向量



φλ1(ξ) = e1.0368ξ

[
9.8734e−13

6.2556

]
,

φλ2(ξ) =

e0.0444ξ×[
2cos(1.5045ξ)

0.8675sin(1.5045ξ)− 0.6362cos(1.5045ξ)

]
,

φλ3(ξ) =

e0.0444ξ×[
−2sin(1.5045ξ)

0.6362sin(1.5045ξ) + 0.8675cos(1.5045ξ)

]

构成子空间C+ = ⊕3
i=1Ker(A − λiI), Re λi > 0,
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i = 1, 2, 3的一个基.进而可得实对角块型矩阵:

AΛ =




1.0368 0 0
0 0.0444 1.5045
0 −1.5045 0.0444


 ,

CΛ = [6.2556 − 0.6362 0.8675],

(CΛ, AΛ)可观测,因此得出

L = [−0.2709 1.7591 − 0.9357]T.

通过以上数据可得观测器方程,并经仿真可得状
态估计误差曲线如图1所示. 图1表明了观测器误差
方程的渐近稳定性.

图 1 状态估计误差e1(t), e2(t)

Fig. 1 Estimated state errors e1(t), e2(t)

6 结结结论论论(Conclusion)
研究了基于算子半群谱分解的中立型时滞系统

观测器. 通过系统解空间的相分解,实现了有限维控

制方法解决无限维解空间的控制问题.
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