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摘要:本文针对具有强非线性、多工作点特性的控制系统,提出了一种基于递归BP神经网络的多步预测模型;通
过分析预测模型的内在数学关系,选择了二次型函数作为预测控制器的目标函数,并给出了目标函数关于控制序列
的雅可比矩阵和赫森矩阵的计算方法;最后使用Newton-Rhapson算法设计出了滚动优化控制策略,构建了一个非线
性多步预测控制器. 仿真结果表明,文中提出的多步预测控制器具有较好的控制效果.
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Multistep recurrent neural network model predictive
controller without constraints
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Abstract: This paper brings forward a multistep predictive model based on the recurrent backpropagation (BP) neural
network for the control systems with strong nonlinearity and multiple set-points. By analyzing the internal mathematical
relation of the predictive model, we select a quadratic function as the objective function for the multistep predictive con-
troller. For this objective function, we compute the Jacobian matrix and Hessian matrix of the control sequence, and design
the receding horizon optimization strategy using Newton-Rhapson algorithm, thus, constituting a nonlinear multistep model
predictive controller. Simulation results show desirable performances of the model predictive controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
模型预测控制(model predictive control, MPC)是

一种基于模型的控制策略,它首先利用系统过去时
刻的输入输出信息建立预测模型, 然后利用预测模
型对系统未来的输出做出预测, 通过长时域的优化
获得局部最优控制序列, 从而实现对被控对象的有
效控制. 模型预测控制一般由预测模型、滚动优化
策略和反馈校正3部分构成,根据使用的预测模型不
同,可分为线性预测控制方法和非线性预测控制方
法[1–2].
实际中应用的大部分模型预测控制器(动态矩阵

控制、模型算法控制、广义预测控制)都是基于系统
的线性预测模型. 这是因为大多数控制目标都是让
被控对象在某一设定值附近稳定运行(比如锅炉汽
包水位控制),而不是在若干个工作点之间反复切换.
因此, 具有弱非线性的被控对象可以在设定值的较
小邻域内被简化为线性系统.但是,对于具有强非线
性、扰动频繁的系统(比如pH值控制)或者带有时变

特性且工作点跨越较大的系统(比如合成氨控制),线
性化的预测模型通常无法正确描述被控对像的动态

特性,甚至会导致系统不稳定. 如果要将预测控制方
法应用于这些场合,就需要建立合适的非线性预测
模型、设计合理的预测控制律.

随着生物计算技术的发展,人工神经网络为非线
性系统建模提供了有力工具. 人工神经网络由众多
简单神经元组成,能表征极为复杂的动态行为特性,
是一种很好的非线性建模工具. 在各种各样结构的
神经网络中, BP神经网络是使用最为成熟的一种静
态神经网络[3–4]. 因此,本文将使用递归BP神经网络
构造一个非线性多步预测模型, 并以此为基础设计
一种非线性无约束多步预测控制器.

2 预预预测测测模模模型型型(Predictive model)

2.1 一一一步步步预预预测测测模模模型型型(One-step predictive model)

1982年, Billings提出的非线性自回归滑动平均
模型(nonlinear autoregressive moving average with ex-
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ogenous inputs, NARMAX)是一种优秀的非线性输
入输出模型[5]. 对于一个单输入单输出(single input
single output, SISO)非线性系统,其NARMAX模型的
数学表达式为

y(k + 1) = f [y(k), · · · , y(k − ny + 1),

u(k), · · · , u(k − nu + 1),

e(k), · · · , e(k − ne)] + e(k), (1)

其中: u是非线性系统的输入值; y是非线性系统的

输出值; e是零均值高斯白噪声; f是系统的非线性输

入输出映射关系.如果忽略噪声对系统的影响,可以
将式(1)化简为

y(k + 1) = f [y(k), · · · , y(k − ny + 1),

u(k), · · · , u(k − nu + 1)]. (2)

如果把式(2)所示的NARMAX模型中的历史输
入信息u(k), u(k − 1), · · · , u(k − nu + 1)和历史
输出信息y(k), y(k − 1), · · · , y(k − ny + 1)作为一
个BP神经网络的输入向量,把系统当前时刻的输出
信息y(k + 1)作为该BP神经网络的输出向量, 利用
反向传播学习算法进行网络训练, 就可以建立一个
基于BP神经网络的一步预测模型[6–7]. 其中,输入阶
数nu和输出阶数ny可通过模型阶次辨识方法估计

得出.得到的一步预测模型示意图如图1所示.

图 1 一步预测模型

Fig. 1 One-step predictive model

图1中的基于BP神经网络的一步预测模型的输
入输出映射关系可描述为

ym(k + 1) = FNN [P (k)] , (3)

其中: ym(k + 1)是系统第k + 1时刻的预测输出;
FNN表示一步预测模型的输入输出映射关系; P (k)
表示一步预测模型的输入向量,其结构形式为

P (k) = [uT(k) yT(k)]T = [p1 p2 · · · pR]T, (4)

u(k) = [u(k) u(k − 1) · · · u(k − nu + 1)]T, (5)

y(k) = [y(k) y(k − 1) · · · y(k − ny + 1)]T, (6)

R = nu + ny. (7)

理论研究表明, 一个隐含层神经元使用Tan-Sig-
moid传输函数、输出层神经元使用纯线性传输函数
的两层BP神经网络,只要隐含层中具有数量足够多
的神经元, 经过训练后可以任意精度逼近绝大多数
函数关系[8–10]. 因此, 可以选择结构如图2所示的两

层BP神经网络作为一步预测模型.

图 2 一步预测模型结构图

Fig. 2 The structure of one-step predictive model

图2中: R表示输入个数; w1
i,j表示隐藏层中第i个

神经元和输入向量中第j个神经元之间的连接权值;
S1表示隐藏层中神经元的个数; b1

i表示隐藏层中

第i个神经元的偏置值; n1
i表示隐藏层中第i个神经

元的净输入; f1表示隐藏层神经元的传输函数,在此
使用Tan-Sigmoid函数; a1

i表示隐藏层中第i个神经元

的输出值; w2
1,i表示输出神经元和隐藏层中第i个神

经元之间的连接权值; b2
1 表示输出神经元的偏置值;

n2
1表示输出神经元的净输入; f2表示输出神经元的

传输函数, 在此使用纯线性传输函数; a2
1 表示输出

神经元的输出值.
根据图2,可将式(3)中的输入输出映射关系完全

展开,得到具体的数学表达式为

ym(k + 1) = a2
1(k) =

S1∑
i=1

w2
1,if1 [n1

i (k)] + b2
1, (8)

n1
i (k) =

R∑
j=1

pjw
1
i,j + b1

i . (9)

2.2 多多多步步步预预预测测测模模模型型型(Multi-step predictive model)
式(8)和式(9)给出了一步预测模型的数学关系

式,如果递归调用该一步预测模型,用一步预测模型
上一时刻的预测输出构成下一时刻的预测输入, 理
论上可以预测系统未来任意时刻的输出信息.因此,
可递归调用图2中的两层BP神经网络构造一个多步
预测模型,模型结构如图3所示.

图 3 多步预测模型

Fig. 3 Multi-step predictive model
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在该预测模型中,选用的预测时域和控制时域大
小相同, 用np表示. 根据式(5)和式(6), 从第k时刻开

始,第s(s > 0)次递归调用一步预测模型时,一步预
测模型的输入向量形式为

u(k + s) = [u(k + s), u(k + s + 1)

· · · , u(k + s− nu + 1)], (10)

y(k + s) = [y(k + s), y(k + s + 1)

· · · , y(k + s− ny + 1)]. (11)

从第k时刻开始, 第s次递归调用图2中的一步预
测模型时,一步预测模型的输入输出关系表示为

ym(k + s) =
S1∑
i=1

w2
1,if1 [n1

i (k + s− 1)] + b2
1, (12)

n1
i (k + s− 1) =

min(s,nu)∑
j=1

w1
i,ju(k + s− j) +

nu∑
j=s+1

w1
i,ju(k + s− j) +

min(s−1,ny)∑
j=1

w1
i,j+nu

ym(k + s− j) +

ny∑
j=s

w1
i,j+nu

y(k + s− j) + b1
i . (13)

当s的值遍历s = 1, 2, · · · , np中的任意一个元素

时, 即可得到一个从k时刻开始np维的预测输出向

量ym(k + 1),向量的结构形式为

ym(k + 1) = [ym(k + 1) · · · ym(k + np)]
T
. (14)

在多步预测控制器中,在线滚动优化的目的就是
选择一个合适的np维输入向量um(k), 使得预测输
出向量um(k+1)尽可能逼近参考输出向量yr(k+1).
um(k)和yr(k + 1)的向量结构为

um(k) = [u(k) · · · u(k + np − 1)]T, (15)

yr(k + 1) = [yr(k + 1) · · · yr(k + np)]T. (16)

3 滚滚滚动动动优优优化化化策策策略略略(Receding horizon optimiza-
tion strategy)
不考虑系统控制量和输出量的物理约束限制,为

了设计滚动优化策略,可选用最常用的二次型函数
作为目标函数:

minF =
np∑
i=1

[ym(k + i)− yr(k + i)]2 +

np−1∑
i=0

λi[u(k + i)− u(k + i− 1)]2, (17)

其中: λi是局部最优控制序列中各个时刻控制量增

量的系数,可以根据实际情况进行选择,一般均设置

为1.

滚动优化的目的就是选择一组局部最优的控制

作用序列um(k),使得式(17)中的二次型目标函数的
函数值最小. 因此,可以使用数值优化中的迭代寻优
的方法寻找局部控制作用序列. 要使用迭代寻优的
方法, 首先需要保证目标函数对控制作用序列的雅
可比矩阵(一阶偏导数)和赫森矩阵(二阶偏导数)是
可解的.

目标函数F对控制作用序列um(k)的雅可比矩
阵和赫森矩阵的数学表达式为

J =
∂F

∂um(k)
= [

∂F

∂u(k)
· · · ∂F

∂u(k + np − 1)
]T,

(18)

H =
∂2F

∂um(k)2
=




∂2F

∂u(k)2
· · · ∂2F

∂u(k)∂u(k+np−1)
...

. . .
...

∂2F

∂u(k+np−1)∂u(k)
· · · ∂2F

∂u(k+np−1)2




.

(19)

计算出雅可比矩阵和赫森矩阵之后,即可使用经
典的Newton-Rhapson算法, 求解出目标函数的局部
最优控制序列. 假设ui

m(k)表示第i次迭代时的控制

作用序列, J i表示第i次迭代时的雅可比矩阵, H i表

示第i次迭代时的赫森矩阵,则Newton-Rhapson算法
的迭代规则为

ui+1
m (k) = ui

m(k) + [H i]−1[J i]. (20)

从式(20)可以看出, 在每一步迭代过程中, 都要
首先计算赫森矩阵的逆矩阵. 如果赫森矩阵的维数
较高,将需要大量时间进行求逆运算,有可能满足不
了预测控制器的实时性要求. 为了避免求解赫森矩
阵的逆矩阵,可把式(20)进行如下变换:

H i
[
ui+1

m (k)− ui
m(k)

]
= J i. (21)

为了表示方便,将上式中的符号简化为



H i = A,

J i = b,

ui+1
m (k)− ui

m(k) = x.

(22)

通过符号替换,式(21)可以简化表示为

Ax = b, (23)

式(23)是一个标准的线性方程组,可以使用LU分
解或QR分解快速求得x, 然后使用式(24)计算出
第i + 1次迭代的控制作用序列:

ui+1
m (k) = ui

m(k) + x. (24)
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预测控制律的优化方法确定之后,控制器设计的
关键的问题就是如何求解目标函数对控制作用序列

的雅可比矩阵和赫森矩阵. 在本节的后续部分,将给
出雅可比矩阵和赫森矩阵的详细计算过程.

3.1 雅雅雅可可可比比比矩矩矩阵阵阵(Jacobian matrix)
不失一般性,给出雅可比矩阵中第r行第1列元素

的计算过程如下[11]:
∂F

∂u(k + r − 1)
=

2
np∑
i=1

ym(k + i)
∂ym(k + i)

∂u(k + r − 1)
−

2
np∑
i=1

yr(k + i)
∂ym(k + i)

∂u(k + r − 1)
+

2
np−1∑
i=0

λiu(k + i)
∂u(k + i)

∂u(k + r − 1)
−

2
np−1∑
i=0

λiu(k + i− 1)
∂u(k + i)

∂u(k + r − 1)
−

2
np−1∑
i=0

λiu(k + i)
∂u(k + i− 1)
∂u(k + r − 1)

+

2
np−1∑
i=0

λiu(k + i− 1)
∂u(k + i− 1)
∂u(k + r − 1)

. (25)

为了表示方便,定义Delta函数:

δ(x, y) =

{
1, x = y,

0, x 6= y.
(26)

将式(26)中的Delta函数代入式(25)进行化简, 可
得如下结果:

∂F

∂u(k + r − 1)
=

2
np∑
i=1

ym(k + i)
∂ym(k + i)

∂u(k + r − 1)
−

2
np∑
i=1

yr(k + i)
∂ym(k + i)

∂u(k + r − 1)
+

2
np−1∑
i=0

λiu(k + i)δ(i, r − 1)−

2
np−1∑
i=0

λiu(k + i)δ(i, r)−

2
np−1∑
i=0

λiu(k + i− 1)δ(i, r − 1) +

2
np−1∑
i=0

λiu(k + i− 1)δ(i, r). (27)

由式(8)可得
∂ym(k + i)

∂u(k + r − 1)
=

S1∑
p=1

w2
1,p ×

∂f1[n1
p(k + i− 1)]

∂n1
p(k + i− 1)

× ∂n1
p(k + i− 1)

∂u(k + r − 1)
.

(28)

由式(9)可得
∂n1

p(k + i− 1)
∂u(k + r − 1)

=

min(i,nu)∑
q=1

w1
p,q

∂u(k + i− q)
∂u(k + r − 1)

+

nu∑
q=i+1

w1
p,q

∂u(k + i− q)
∂u(k + r − 1)

+

min(i−1,ny)∑
q=1

w1
p,q+nu

∂ym(k + i− q)
∂u(k + r − 1)

+

ny∑
q=i

w1
p,q+nu

∂y(k + i− q)
∂u(k + r − 1)

. (29)

将式(26)中的Delta函数代入式(29)并化简,可得
∂n1

p(k + i− 1)
∂u(k + r − 1)

=

nu∑
q=i+1

w1
p,q

∂u(k + i− q)
∂u(k + r − 1)

+

min(i−1,ny)∑
q=1

w1
p,q+nu

∂ym(k + i− q)
∂u(k + r − 1)

=

nu∑
q=i+1

w1
p,qδ(i− q, r − 1) +

min(i−1,ny)∑
q=1

w1
p,q+nu

∂ym(k + i− q)
∂u(k + r − 1)

. (30)

根据多步预测模型的结构,要使
∂ym(k + i− q)
∂u(k + r − 1)

不为零,必须满足下面的不等式:

i− q − (r − 1) > 1. (31)

对不等式(31)进行化简,可得

q 6 i− r. (32)

因为r > 1,必然有不等式(33)成立:

i− r 6 i− 1. (33)

因此,式(30)可进一步化简为
∂n1

p(k + i− 1)
∂u(k + r − 1)

=

nu∑
q=i+1

w1
p,qδ(i− q, r − 1) +

min(i−r,ny)∑
q=1

w1
p,q+nu

∂ym(k + i− q)
∂u(k + r − 1)

.

(34)

使用式(28)和式(34), 可以计算出雅可比矩阵中
的任意一个元素,从而构造出完整的雅可比矩阵.

3.2 赫赫赫森森森矩矩矩阵阵阵(Hessian matrix)
不失一般性,给出赫森矩阵中第r行、第c列的元
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素的计算过程如下:
∂2J

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
=

2
np∑
i=1

∂ym(k + i)
∂u(k + c− 1)

∂ym(k + i)
∂u(k + r − 1)

+

2
np∑
i=1

ym(k + i)
∂2ym(k + i)

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
−

2
np∑
i=1

yr(k + i)
∂2ym(k + i)

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
+

2
np−1∑
i=0

λi

∂u(k + i)
∂u(k + c− 1)

[δ(i, r − 1)− δ(i, r)]−

2
np−1∑
i=0

λi

∂u(k + i− 1)
∂u(k + c− 1)

[δ(i, r − 1)− δ(i, r)].

(35)

将式(26)中的Delta函数代入上式并化简,可得
∂2F

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
=

2
np∑
i=1

∂ym(k + i)
∂u(k + c− 1)

∂ym(k + i)
∂u(k + r − 1)

+

2
np∑
i=1

ym(k + i)
∂2ym(k + i)

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
−

2
np∑
i=1

yr(k + i)
∂2ym(k + i)

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
+

2
np−1∑
i=0

λiδ(i, c− 1) [δ(i, r − 1)− δ(i, r)]−

2
np−1∑
i=0

λiδ(i, c) [δ(i, r − 1)− δ(i, r)].

(36)

在式(36)中,
∂ym(k + i)

∂u(k + c− 1)
和

∂ym(k + i)
∂u(k + r − 1)

这

两部分的值可通过式(28)和式(34)计算出来. 赫森
矩阵中第r行、第c列元素值的计算关键在于如何

求解
∂2ym(k + i)

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
的值, 式(37)给出

了该部分的具体计算方法:
∂2ym(k + i)

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
=

S1∑
p=1

w2
1,p

∂2f1[n1
p(k + i− 1)]

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
=

S1∑
p=1

w2
1,p

∂f1[n1
p(k + i− 1)]

∂n1
p(k + i− 1)

×

∂2n1
p(k + i− 1)

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
+

S1∑
p=1

w2
1,p

∂2f1[n1
p(k + i− 1)]

∂n1
p(k + i− 1)2

×

∂n1
p(k + i− 1)

∂u(k + r − 1)
∂n1

p(k + i− 1)
∂u(k + c− 1)

. (37)

式(37)中:
∂f1[n1

p(k+i−1)]
∂n1

p(k + i− 1)
和

∂2f1[n1
p(k+i−1)]

∂n1
p(k + i− 1)2

的值可通过隐藏层传输函数对净输入的一阶偏导数

和二阶偏导数直接求出;
∂n1

p(k + i− 1)
∂u(k + r − 1)

和
∂n1

p(k + i− 1)
∂u(k + c− 1)

的值可通过式(34)求出,唯
∂2n1

p(k + i− 1)
∂u(k+r−1)∂u(k+c−1)

需要进一步计算.可以从式(34)出发,推导该部分的
具体的计算过程为

∂2n1
p(k + i− 1)

∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)
=

min(i−r,ny)∑
q=1

w1
p,q+nu

∂2ym(k + i− q)
∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)

, (38)

和式(31)–(34)的讨论过程类似,式(38)可继续化简为
∂2n1

p(k + i− 1)
∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)

=

Qmax∑
q=1

w1
p,q+nu

∂2ym(k + i− q)
∂u(k + r − 1)∂u(k + c− 1)

, (39)

其中Qmax = min(i − r, i − c, ny). 利用式(36)–(39)
即可计算出赫森矩阵中的任何一个元素,从而构造
完整的赫森矩阵.

计算出雅可比矩阵和赫森矩阵之后, 即可利用
Newton–Rhapson算法, 通过迭代寻优计算第k时刻

的最优控制作用序列.

4 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulation)
为了检验前面两节设计的非线性多步预测模型

的预测性能和多步预测控制器的控制效果,使用式
(40)所示的非线性系统进行计算机仿真分析:

y(k) = u3(k − 1) + 2u(k − 2) +

u(k − 1)u(k − 2) + sin[y(k − 1)]. (40)

为系统加载一个伪随机序列作激励信号见图4.

图 4 随机激励信号序列

Fig. 4 Random excitation signal series
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同时,采集系统的输出信号如图5所示.

图 5 系统输出信号序列

Fig. 5 Output series of the nonlinear system

根据非线性系统方程可知, 系统的输入阶数nu

为2,输出阶数ny为1. 因此,可以构造一个3输入1输
出的两层BP神经网络作为一步预测模型,然后递归
调用该预测模型构成多步预测模型. 递归调用的次
数取决于预测时域的大小.

假设一步预测模型的隐藏层中包含有20个神经
元, 使用Levenberg-Marquardt算法训练该神经网络,
然后递归调用该网络3次, 构造一个3步预测模型.
为3步预测模型和实际系统同时加上正弦信号,预测
输出和实际输出比较曲线如图6所示.

图 6 预测输出与实际输出比较
Fig. 6 The comparison of predictive output and

real output

得到非线性系统的3步预测模型之后,利用第3节
中设计的滚动优化控制律,构造一个无约束的三步
预测控制器, 并将该控制器应用于式(40)所示的非
线性系统中. 假设该系统在四个不同的工作点之间
进行切换,控制器对于不同的工作点的跟踪效果图
如图7所示.

由仿真结果可以看出,当系统在多个工作点之间
切换时,设计的非线性3步预测控制器能够较好地跟
踪工作点的变化, 系统的最大超调量和调节时间都
比较理想.

图 7 三步预测控制器的控制效果

Fig. 7 The effect of three-step predictive controller

在制定非线性系统的控制策略时,滑模控制是人
们经常采用的一种控制手段. 滑模控制也叫变结构
控制,这种控制策略的不同之处在于其本身的结构
并不固定,而是随着系统状态(例如偏差或偏差的各
阶导数)的变化不断变化,迫使系统按照预定的状态
轨迹运行. 随着研究工作的深入,人们将滑模控制和
预测控制结合起来,提出了一种滑模预测控制方案,
用于改善非线性系统的控制效果[12–13]. 为了进一步
检验神经网络预测控制器的性能,将其与滑模预测
控制器和的控制效果进行比较,如图8所示.

图 8 控制效果比较

Fig. 8 The comparison of difference controllers

从图8所示的比较结果可以看出,神经网络预测
控制器和滑模预测控制器都能较好地跟踪非线性系

统的工作点变化. 相比较而言,使用神经网络预测控
制器构成的控制系统, 调节时间较短, 超调量较小,
无论快速性还是还是平稳性都优于使用滑模预测控

制器构成的控制系统.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文从非线性系统NARMAX模型的数学表达式

出发,首先使用两层BP神经网络为非线性系统设计
了一个一步预测模型, 然后通过递归调用该一步预
测模型, 得到了多步预测模型. 递归调用一步预测
模型的次数,取决于多步预测模型的预测时域大小.
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通过分析多步预测模型的内在机理, 选择了二次型
函数作为预测控制器的目标函数, 给出了目标函数
对最优控制序列的雅可比矩阵和赫森矩阵的计算方

法, 最后使用Newton--Rhapson算法设计了一种迭代
优化控制策略,构成了完整的无约束非线性多步预
测控制器. 仿真结果表明,该预测控制器能够跟踪非
线性系统的多个工作点,并且具有较好的控制效果.
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