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摘要:线性相位超前迭代学习控制的超前拍数需要取整,不利于控制系统的性能达到最优. 对此提出分数线性相
位超前迭代学习控制.对系统的收敛条件进行频域分析,得到超前拍数,学习增益和可学习带宽的范围.通过调节超
前拍数来提高系统的可学习带宽,以达到更高的跟踪精度.给出了分数线性相位超前的具体实现方法,并在此基础
上对整数与分数相位超前的补偿效果进行比较. 以机械臂为被控对象的仿真结果表明了分数线性相位超前更能提
高系统的可学习带宽及跟踪精度.
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Fractional linear phase-lead iterative learning control
PAN Xue, YE Yong-qiang†, WANG Jian-hong
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Abstract: Because the number of lead steps in a linear phase-lead iterative learning control must be an integer which
hampers the optimization of a control system, we propose a fractional linear phase-lead iterative learning control method.
The range of the lead step, the learning gain, and the learnable band can be calculated by analyzing the convergence condi-
tion in the frequency domain. By adjusting the number of lead steps, we can achieve a wider learnable band and a higher
tracking accuracy. The detailed realization of the fractional lead is introduced, and the comparison of the compensation
effects between it and the integer lead is given. A comparison simulation in controlling a robot arm-joint is carried out.
The results show that the fractional linear phase-lead iterative learning control provides wider learnable band and higher
tracking accuracy.
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1 引引引言言言(Introduction)
日本学者Uchiyama [1]于1978年首次提出了迭代

学习控制(iterative learning control, ILC)思想.由于文
章用日文撰写,因而没有引起太多关注. 直到1984年
Arimoto[2]、Casalino和Bartonili[3]及Craig[4] 同时且

各自独立发表了文章阐述对模型误差和干扰迭代补

偿的思想,才正式形成迭代学习控制这一研究领域,
并且至今仍是控制领域的研究热点[5–7].

迭代学习控制是采用迭代的方法使输出信号完全

跟踪期望轨迹[8]. 主要研究内容有学习算法的稳定性
与收敛性[9]、学习控制过程的鲁棒性等. 其中,学习算
法的稳定性保证了随学习次数增加,控制系统不发散.
但是对于学习控制系统而言,仅仅稳定是没有实际意
义的,比如稳定的系统在迭代学习控制过程中会产生
先收敛后发散的现象[10]. 针对这一问题, Longman[11],
Wang Danwei[12]分别提出了离散和连续线性相位超

前迭代学习控制(linear phase-lead iterative learning
control, LPLILC)方案.该方案引入简单的线性相位超
前环节来补偿系统的相位滞后,显著扩大了可学习的
带宽,不仅消除了系统先收敛后发散的现象,还提高
了系统的跟踪精度[11]. 离散线性相位超前迭代学习控
制公式表示为

uj(k) = uj−1(k) + Lej−1(k + γ), (1)

其中: uj(k)是第j次迭代的输入, uj−1(k), ej−1(k +
γ)分别为第j − 1次迭代的输入与跟踪误差; k表示了

单次迭代中的第k拍, γ为超前拍数,所以k + γ表示

第k + γ拍; L为增益系数. 式(1)对应的连续迭代学习
控制为

uj(t) = uj−1(t) + Lej−1(t + ∆), (2)

其中∆为超前时间.

Wang Danwei和Ye Yongqiang在考虑到系统模型
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不确定性的情况下首次将超前时间和学习增益进行

了解耦设计[13]. Zhang Bin等人在Wang Danwei和Ye
Yongqiang工作的基础上,提出了一种参数自整定方
案[14]. 该方案在线地根据迭代学习控制的效果自适应
地调整超前拍数和学习带宽,以达到长期稳定及最佳
跟踪精度.但是,上述离散迭代学习控制(1)中, γ必须

是整数. 其对应的连续迭代学习控制(2)中,理论
上∆可以是大于等于0的任意数,但计算机执行还是
需要离散化, ∆也只能是一系列离散的值.所以文献
[14]提出的自整定方法目前只能有级地调整超前时
间∆(或超前拍数γ),还不能实现无级自整定. 由于实
际物理对象的相位延迟特性千变万化,而受限于γ

或∆只能取整数离散值,线性相位超前补偿的效果不
一定能达到最大的可学习带宽和最高的跟踪精度.

如果γ可以为分数,就扩大了系统的参数选择范
围,有利于优化相位补偿效果,从而提高可学习带宽
和跟踪精度.因此本文提出了分数线性相位超前的概
念. 通过对其频域误差收敛条件的分析得到系统参数
的解耦计算.同时,考虑到模型的不确定性,在参数设
计中给出足够裕度.由于小范围的学习增益改变对迭
代学习控制的性能影响有限,所以主要通过选择超前
拍数来达到更宽的可学习带宽和更高的跟踪精度.文
章还给出了分数线性相位超前的滤波器近似实现方

法,并在此基础上对整数与分数的相位超前补偿效果
进行了对比. 最后,通过机械臂的仿真,验证了分数相
位超前迭代学习控制算法的有效性.

2 分分分数数数线线线性性性相相相位位位超超超前前前迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制(Fraction-
al linear phase-lead iterative learning control)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Statement of problem)

考虑单输入单输出(SISO)离散状态空间方程:{
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k),

y(k) = Cx(k) + v(k),
(3)

其中: x为状态变量, u为输入, y为输出, w和v分别代

表确定性干扰和输出干扰. 设定期望轨迹yd具有p拍,
yd(k)表示第k拍的期望轨迹位置;那么,对于x,拍次
k=0, 1, 2, 3, · · ·, p−1;对于y,拍次k=1, 2, 3, · · ·, p.

用下标j表示第j次迭代,对式(3)中的第j次迭代

过程进行z变换并考虑到w和v与j无关,设x(0)为状
态初值,有{

zXj(z)=AXj(z)+x(0)+BUj(z)+W (z),

Yj(z) = CXj(z) + V (z).
(4)

根据式(4)可以得到输出的表达式为

Yj(z) = Gp(z)Uj(z) + C(zI −A)−1x(0) +

C(zI −A)−1W (z) + V (z), (5)

其中Gp(z) = C(zI −A)−1B为输入输出传递函数.

对式(1)进行z变换得到

Uj(z) = Uj−1(z) + LEj−1(z + γ). (6)

线性相位超前迭代学习的控制框图[15]见图1.

图 1 线性相位超前迭代学习控制方框图

Fig. 1 Diagram of linear phase-lead iterative learning control

2.2 参参参数数数设设设计计计(Design of parameters)
易知

Ej(z) = Yd(z)− Yj(z). (7)

根据式(5)和式(7),有

Ej(z)− Ej−1(z) = Yj−1(z)− Yj(z) =

Gp(z)(Uj−1(z)− Uj(z)). (8)

结合式(6)和式(8),得到

Ej(z) = (1− LzγGp(z))Ej−1(z). (9)

(1− LzγGp(z))即误差传递函数. 期望的迭代学习过
程是单调收敛的. 将z = eiωT代入(1− LzγGp(z)),
就可以得到频域下的误差传递函数,其中Gp(eiωT )可
写为Mp(ω) exp(iθp(ω))的形式, Mp(ω), θp(ω)分别
为Gp(eiωT )的幅频特性和相频特性. 如果对于所有满
足0 < ω < π/T (T为采样周期)的ω,误差传递函数都
满足

∣∣1− Lei(ωT ·γ+θp(ω))Mp(ω)
∣∣ < 1, (10)

那么就能保证误差的单调收敛. 实际中,这一条件往
往不能在全频段上得到满足. 记该条件满足的最高角
频率为ωc,对应的频率记为fc, [0, fc]频段则称为可学
习带宽. 对于高于fc的频率,则采用滤波器将其滤除.

式(10)给出了超前拍数γ和学习增益L的设计条

件.对式(10)用欧拉公式展开

|1− LMp(ω) cos(ωT · γ + θp(ω))

−iLMp(ω) sin(ωT · γ + θp(ω))| < 1, (11)

整理可得

L <
2 cos(ωT · γ + θp(ω))

Mp(ω)
. (12)

由于L > 0,所以不等号左边为正数,即

|ωT · γ + θp(ω)| < 90◦. (13)

考虑到系统模型的不确定性及设计的鲁棒性,将式
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(13)改为

|ωT · γ + θp(ω)| < 90◦ − ε, (14)

ε > 0反映了设计裕度.

选择参数时,可以先根据式(14)选择超前拍数γ,
然后再根据式(12)选择合适的增益.由于可学习带宽
越大,实际输出的精度越高,所以两个参数的选择要
使得可学习带宽一致且尽可能地大,即

max ωc,

s.t.





|ωT · γ + θp(ω)| < 90◦ − ε,

L <
2 cos(ωT · γ + θp(ω))

Mp(ω)
,

∀ω < ωc.

(15)

此时, ωc满足

|ωcT · γ + θp(ωc)| = 90◦ − ε. (16)

超前拍数γ的取值从整数扩展到分数带来的益处

是γ选择范围的扩大.相比整数γ,分数γ有可能达到

更好的线性相位超前补偿效果,即达到更宽的可学习
带宽和更高的跟踪精度.

3 分分分数数数线线线性性性相相相位位位超超超前前前的的的实实实现现现(Implementation
of fractional linear phase-lead)
实际应用时,应考虑到离散系统固定采样率的限

制,即系统只能读取采样点处的值,而无法得到采样
点之间的值.所以想实现分数超前就不得不采用滤波
器的蹊径了. 鉴于分数延迟的研究已有部分结果[16],
笔者可以根据分数延迟的滤波器实现得到分数超前

的实现方法.

3.1 分分分数数数延延延迟迟迟与与与拉拉拉格格格朗朗朗日日日插插插值值值法法法(Fractional delay
and Lagrange interpolation method)
在信号处理和通信的一些领域如语音编码合

成、数字光束控制和通信预失真处理等,分数延迟因
能够延迟分数值的采样周期而显示了优越性[17].

目前分数延迟主要是使用有限冲击响应滤波器(fi-
nite impulse response filter, FIR)、全通滤波器(all pass
filter)和无限冲击响应滤波器(infinite impulse respo-
nse filter, IIR)来实现[18]. 下面介绍一种简单的基于
FIR滤波器实现的分数延迟–拉格朗日插值法.

首先对于理想分数延迟H(z) = z−D,其中D > 0
为分数延迟阶次,考虑用N阶(长度为N + 1)FIR滤波
器逼近.其传递函数表示为

H(z) ≈
N∑

n=0

h(n)z−n, (17)

这里n为整数. 根据G. Oetken得到的结论[19],有

h(n) =
N∏

k=0
k 6=n

D − k

n− k
, n = 0, 1, 2, · · · , N. (18)

由拉格朗日插值方法可知N越大,对给定分数延迟的

近似越精确. 同时注意到当D → N/2,即插值点D靠

近插值所需采样数据的中心位置时,插值效果最
好[16]. 对于阶次N = 1, 2, 3的拉格朗日分数延迟滤波
器的系数计算如表1所示.

表 1 N =1, 2和3的拉格朗日分数延迟滤波器的系数
Table 1 The Lagrange factors of fractional delay

when N = 1, 2, 3

N = 1 N = 2 N = 3

h(0) 1−D (D−1)(D−2)/2 −(D−1)(D−2)(D−3)/6

h(1) D −D(D−2) D(D−2)(D−3)/2

h(2) D(D−1)/2 −D(D−1)(D−3)/2

h(3) D(D−1)(D−2)/6

对照表1选择N = 3,即采集4个数据来近似插值.
当N = 3时,选择D靠近1.5最佳.例如选择D = 1.4,
根据表1可计算得到分数延迟

z−1.4 ≈ −0.064+0.672z−1+0.448z−2−0.056z−3.

(19)

3.2 分分分数数数超超超前前前的的的滤滤滤波波波器器器实实实现现现(Implementation of
fractional lead by FIR filter)

H̄(z) = zD, D > 0,即分数超前. 将式(17)中的
滞后算子z−1替换为超前算子z,即可得

H̄(z) ≈
N∑

n=0

h(n)zn. (20)

对应于式(19)的分数超前则为

z+1.4≈−0.064+0.672z1+0.448z2−0.056z3. (21)

在确定N之后,对于任意的分数超前zγ(γ > 0),可以
把γ分为两部分,即γ = l + D. 其中l为整数,通过调
整l使得D接近N/2. 例如当N = 3时,有

z2.4 = z1z1.4 ≈
z1(−0.064 + 0.672z1 + 0.448z2 − 0.056z3). (22)

4 仿仿仿真真真及及及观观观察察察(Simulation and observation)
选取一个二阶系统为研究对象.该系统模型来源

于一个机械臂(robot arm-joint)[10],其离散域传递函
数(采样频率为100 Hz)为

Gp(z) =
0.041z + 0.0357

z2 − 1.58z + 0.657
. (23)

4.1 超超超前前前拍拍拍数数数和和和学学学习习习增增增益益益的的的确确确定定定(Determination
of lead step and learning gain)
在设计中取ε = 10◦,然后把式(23)代入式(15)即

可得到相关参数的约束条件.根据式(13)可知, ωT · γ
+ θp(ω) = 0时系统鲁棒性最好.据此,在已经得到控
制对象模型相频特性θp(ω)的前提下,绘制−θp(ω)/
ωT曲线,就可得到补偿拍次γ的数量级和工作频带内

的大致范围.以式(23)为例, −θp(ω)/ωT曲线见图2.
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图 2 超前拍数的范围

Fig. 2 The range of lead step

由于本文期望迭代学习控制工作频带宽于10 Hz,
根据图2即可确定γ的大致搜索范围为1−4. 令γ从1逐
步增加,增加步长为分数∆γ. ∆γ取决于系统采样率.
采样率越高, ∆γ越大;采样率越低, ∆γ越小. 这里,取
∆γ = 0.5.

图3绘制了式(15)中的相角条件曲线图. 图中给出
了超前拍数γ分别为0, 2, 2.5, 3和3.5时,相角θp(ω) +
γωT随频率变化的情况. 当γ为0时, θp(ω)是负的,并
在频率f = 4Hz处达到设定相角范围下限−80◦.
当γ > 0时,相角θp(ω) + γωT先是下降而且为负值,
此时θp(w)起主要作用;然后随着频率的增大, γωT的

补偿作用也随之变大并起到了主导作用. γ = 2对应
的相角曲线在频率7.5Hz < f < 12.5Hz情况下位于
相角下限−80◦之上. 因而将其截止频率选为fc =
7Hz. 其他情况的γ对应的截止频率均为相角达到上

限80◦的频率,如表2所示.

图 3 超前拍数的选择

Fig. 3 Selection of lead step

图4给出了γ = 2.5时,根据式(15),增益L的选定.
L主要影响系统误差的收敛速度.注意到

2 cos(θp(ω) + 2.5ωT )/Mp(ω)

曲线在频率f = 6.5Hz达到一个局部极小值1.5,此后
其变化是先增大再减小. 根据式(12), L应满足0 <

L < 1.5. 另外, Longman建议学习增益不超过控制对
象直流增益的倒数[11],因此又有0 < L 6 1. 如果L取

得比1小,则截止频率会增大些. 图4显示L分别为

0.1, 0.3, 0.5, 0.7和1时,截止频率基本保持不变.由于
L的可取范围小,所以对截止频率的影响不是很大.另
外,小的学习增益可以减少随机干扰的影响[8],而L越

大,系统误差收敛越快. 所以折中后取L为0.7.

注意到曲线

2 cos(θp(ω) + 2.5ωT )/Mp(ω)

与L横线的交点所在频率就是截止频率,此处对应
fc = 35 Hz,与图3中的结果一致.

图 4 学习增益L的选择

Fig. 4 Selection of learning gain L

4.2 确确确定定定可可可学学学习习习带带带宽宽宽(Determination of learnable
band)
表2给出了第4.1节中设计得到的各个γ及相应

的L. 为了更准确地确定各个参数对应的可学习带宽,
γ为分数时,将误差传递函数|1− LzγGp(z)|中zγ用

拉格朗日展开式替换,得到|1− LzγGp(z)|的幅频曲
线(见图5).

图 5 误差传递函数曲线

Fig. 5 The curve of error transfer function
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经过验证,替换后得到的曲线与原曲线基本一致.
由式(10)可知曲线和1的首次交点对应的频率即截止
频率.通过图5中的信息, γ = 2.5时,系统的可学习带
宽最大,对应的截止频率

fc = 35 Hz.

按照以上步骤计算可得,当γ分别为2, 3以及3.5且
L分别为0.1, 0.3, 0.5, 0.7和1时,截止频率也都基本保
持不变. γ取不同值时,系统的参数设置见表2.

表 2 进行仿真效果对比的参数
Table 2 The parameters to be compared in simulations

超前拍数γ 学习增益L 可学习带宽[0, fc]

2 0.7 [0, 7] Hz
2.5 0.7 [0, 35] Hz
3 0.7 [0, 28] Hz

3.5 0.7 [0, 23] Hz

4.3 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
利用表2的数据就可以进行迭代学习控制仿真. 在

仿真中,分数超前采用3阶FIR滤波器近似. 注意到,当
信号频率超出可学习带宽时,系统的收敛性得不到保
证,所以仿真中对误差信号先进行离散傅里叶变换得
到各个频率的分量,然后保留低于截止频率的各分量,
最后将其进行离散傅里叶逆变换[20]. 笔者给定的期望
输出信号为

yd(t) =
51∑

n=1

an(1− cos(ωnt)),

其中: an = 80e−ωn , ωn为

0, 2π, 4π, 6π, · · · , 100π, 0 < t < 10 s.

为了突出可学习带宽增大的优势,将ωn分别为20π,
50π和60π时对应的an均另设为0.1. 图6给出了期望
输出信号波形,局部放大图显示了波形含有额外放大
的信号分量.

图7给出了均方根(root mean square, RMS)误差随
迭代进行的收敛过程. 根据图中数据,

γ = 2, γ = 3, γ = 3.5

时系统稳态误差较大,而γ = 2.5时系统稳态误差最
小,可见分数相位超前比整数相位超前更能提高系统
的跟踪精度.

图 6 期望输出信号yd(t)的曲线

Fig. 6 Desired locus of yd(t)

图 7 迭代学习控制的RMS误差

Fig. 7 RMS error of iterative learning control

图8为第1000次迭代时的输出曲线.由于各迭代学
习控制结果误差均比较小,所以最后得到的输出都与
期望输出接近一致.通过局部放大图可观察到γ =
2.5和γ = 3时输出信号与期望信号更接近,而γ = 2
和γ = 3.5时输出信号与期望信号不太相符.

图9展示了第1000次迭代时的误差曲线.显然γ =
2.5时误差最小, γ = 3误差稍大, γ = 3.5时误差较大,
而γ = 2时误差最大.

图 8 第1000次迭代后的输出信号

Fig. 8 Output of the 1000th iteration
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图 9 误差ej的曲线(j = 1000)

Fig. 9 The curve of ej(j = 1000)

5 结结结论论论(Conclusions)
在线性相位超前迭代学习控制中,分数相位超

前扩大了超前拍数的调节范围,因此有可能达到更
好的相位补偿效果,进而带来更佳的学习性能.相
关的仿真证实了这一点. 下一步的工作是分数相位
超前拍数的自整定及实验验证.
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