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摘要:本文针对无领航者的多Euler-Lagrange系统,设计了一种分布式有限时间一致性控制算法. 该算法只利用
相邻个体的位置信息和自身的速度信息作为输入,使得网络化Euler-Lagrange系统在有限时间内达到一致性. 考虑
到闭环Euler-Lagrange系统的非自主性,运用Matrosov定理、Lyapunov稳定性定理和有限时间稳定性定理等对所设
计的控制器的稳定性进行了证明,并进行了数值仿真实验，验证了控制器的有效性.
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Decentralized finite-time leaderless consensus algorithm for
networked Euler-Lagrange systems
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Abstract: This paper considers finite time consensus problem of networked Euler-Lagrange systems. For each agent,
finite time consensus algorithm is designed by using the position information of its neighbors and the velocity information
of its own. Because the closed-loop networked Euler-Lagrange equations are non-autonomous, we need to use Matrosov’s
theorem, Lyapunov stability theorem and the finite-time stability theory for convergence analysis. Numerical simulation is
conducted to validate the effectiveness of the controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着计算机技术、网络技术和通信技术的发展,多

智能体(multi-agent system, MAS)的协调控制成为控
制领域的研究热点.类似于鱼群捕食、鸟群迁徙等生
物群体性优势,多智能体间的互相协同可以大大提高
个体行为的智能化程度,从而完成单个体无法完成的
复杂任务.多智能体协调控制具有高效率、高灵活
性、高容错性和内在的并行性等优点. 近年来,针对
MAS分布式协调控制的研究取得了丰硕的成果(可参
考综述性文献[1–3]).

一致性问题是MAS分布式协调控制领域的一个主
要研究内容,所谓一致性是指系统中各个体通过信息
交换而最终使得状态达到一致.一致性问题的研究可
分为两方面内容,有领航者一致性(leader-following
consensus)和无领航者一致性(leaderless consensus).
区别于有领航者时所有个体都趋近于领航者的状态,
无领航者一致性问题更关注于如何使整个系统趋近

于相同的状态,而不要求具体趋近于什么样的状态.

无领航者一致性问题具有非常广泛的应用环境,比如
会合控制、聚结控制和姿态协同等[2].

Euler-Lagrange(EL)方程能够刻画大量实际的机
械系统(如航天器、机器人、机械臂、地面车辆等),使
得多EL协调控制具有非常广阔的应用前景,可广泛应
用于工业生产、空间探索、卫星保障、灾难救援等. 该
领域的研究成为近年来一个新的热点. 到目前为止,
针对EL系统协调控制的研究取得了一定的成果,如文
献[4–17]等,这里不一一列举.目前已有的大多数协
调控制算法都是使得系统状态达到渐近稳定. 然而,
在实际的应用中,多智能体系统的收敛速度十分重要,
有限时间一致性问题具有更强的工程应用意义.目前
多智能体协调控制领域对于有限时间一致性算法的

研究主要集中于简单的线性一阶和二阶系统,对于这
些系统的有限时间一致性控制问题,研究方法主要有
两类: 第一,利用齐次性理论.典型的参考文献如
[18–19]等;第二,有限时间Lyapunov稳定性定理,如
文献[20–22]等. 笔者发现,这些方法大部分都用到了
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符号函数,一般的线性算法只能保证系统渐近收敛,
而符号函数的运用能使系统实现有限时间收敛. 虽然
对于线性一阶和高阶系统的研究取得了一定的成果,
但针对非线性的多EL系统有限时间协调算法的研究
目前还不多见.文献[16]运用滑模控制思想,提出了一
种基于有领航者(leader-following)构架的有限时间跟
踪算法,文献[17]研究了多领航者的静态和动态跟踪
问题,得到了有限时间稳定性算法. 然而,现有的多EL
系统有限时间协调算法都是基于leader-following构
架下进行的,对于无领航者(leaderless)构架下的研究
却未曾见到. 究其原因,在证明闭环多EL系统收敛的
过程中,大都需要用到LaSalle定理,而LaSalle定理要
求系统为自主系统.对于有领航者的EL系统,以领航
者的状态作为参考,闭环EL方程总能转换为自主系
统,这样就可以运用LaSalle定理进行证明. 而无领航
者的多EL系统中,闭环的EL系统为非自主系统,使
LaSalle定理不再适用,给算法的设计和稳定性证明带
来了困难 [12].

受启发于文献[12, 23],本文对无领航者的多EL系
统协调控制进行了研究,得到了有限时间一致性算法,
运用Matrosov定理、系统齐次性相关理论和有限时间
稳定性理论等,从理论上证明了控制器的稳定性,并
用数值仿真实验验证了控制器的有效性. 和已有文献
相比,本文有以下特色: 1)目前为止,还未见到无领航
者时的多EL系统分布式有限时间一致性算法,本文对
算法的设计做了初步的研究; 2)有限时间算法设计过
程中,运用Matrosov定理解决了无领航者时闭环EL
系统的稳定性证明问题,从理论上证明了没有领航者
状态作为参考,系统也能实现有限时间一致性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
2.1 Euler-Lagrange方方方程程程(Euler-Lagrange equation)
假设编队EL系统中有n个个体,第i(i ∈ I , I =

{1, · · · , n})个个体的运动方程为

Mi(qi)q̈i + Ci(qi, q̇i)q̇i = τi(t), (1)

其中: qi ∈ Rp为系统的状态, Mi(qi) ∈ Rp×p为对称

的惯性矩阵, Ci(qi, q̇i) ∈ Rp×p为科里奥利力与向心

力矩阵,施加在系统上的p维广义力或力矩(τi(t) ∈
Rp). Ṁi − 2Ci为反对称矩阵,这种对称性可视为EL
系统能量保守性的矩阵表示. 概括而言,典型的EL系
统具有以下3个性质 [14]:

性性性质质质 1 惯性矩阵Mi(qi)有界,即

0 < λm{Mi(qi)}I 6 Mi(qi) 6
λM{Mi(qi)}I < ∞.

性性性质质质 2 矩阵Ṁ(qi)− 2C(qi, q̇i)为反对称矩阵,
即,对于给定向量r ∈ Rp,有

rT[Ṁi(qi)− 2Ci(qi, q̇i)]r = 0.

性性性质质质 3 ∀ qi ∈ Rn ∃kci ∈ R>0,使得

|Ci(qi, q̇i)q̇i| 6 kci |q̇i|2.
2.2 代代代数数数图图图论论论(Algebraic graph theory)
用图G(V, E ,A)来表示编队中n个个体的信息

交换.图G(V, E)由顶点集V={vi}, i ∈ N = {1, · · ·,
n},边集E ⊆ V × V和邻接矩阵A = {aij}组成. 每条
边都可由两个不同的顶点(vi, vj)所确定,其中vi称

为头(head), vj称为尾(tail). 若(vi, vj) ∈ E ⇔ (vj, vi)
∈ E ,则称图为无向的或对称的；反之,称该图为有向
的. 对于有向图,以vi作为头的边的数目称为节点vi的

出度,以vi作为尾的边的数目称为节点vi的入度,加权
图的邻接矩阵A = {aij}为一个n× n矩阵,其中:
aii = 0,当i 6= j且aij ∈ E时, aij = 1.

引引引理理理 1 假设ςi ∈ Rp, ζi ∈ Rp, aij = aji, 0 < α

< 1, ψ为连续的奇函数,于是可得
1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(ςi − ςj)Tψ(sig(ζi − ζj)α) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijς
T
i ψ(sig(ζi − ζj)α).

引理1的证明类似于文献[24]中引理3.1的证明过
程,这里不再赘述.

2.3 有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定定定定理理理(Finite time stability theorem)
定定定义义义 1 考虑如下系统:

ẋ = f(x), f(0) = 0, x(0) = x0, x ∈ Rp, (2)

其中: f : U → Rp为定义域U到p维空间Rp的向量函

数,若对任意的ε > 0,存在(r1, · · · , rp) ∈ Rp,其中ri

> 0(i = 1, 2, · · · , p),使得f(x)满足

fi(εr1x1, ε
r2x2, · · · , εrpxp) = εk+rifi(x), (3)

其中: i = 1, · · · , p, k > −max{ri, i = 1, 2, · · · , n},
则称f(x)关于(r1, · · · , rp)具有齐次度k. 若向量函数
f(x)是齐次的,则称系统(2)是齐次的 [23].

引引引理理理 2 考虑如下系统:

ẋ = f(x) + f̂(x), f(0) = 0, x ∈ Rp, (4)

其中: f(x)是连续函数,其关于(r1, · · · , rp)具有齐次
度k < 0；f̂(x)满足f̂(0) = 0. 假设x = 0是系统(2)
的渐近稳定点,那么如果对于∀x 6= 0有

lim
ε→0

f̂(εr1x1, · · · , εrpxp)
εk+ri

= 0, i = 1, · · · , p,

并且x = 0是系统(4)的全局渐近稳定点,则x = 0是
系统(4)的全局有限时间收敛点[24].

2.4 其其其他他他引引引理理理(Other lemma)
引引引理理理 3 系统ẋ = f(t, x),其中对于函数f ,方程

f(t, 0) ≡ 0,并且系统存在唯一解. V (x, t)和W (x, t)
为定义域D上的连续函数并且满足以下条件:
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1) V (x, t)为正定非增函数;

2) V̇ (x, t) 6 slantU(x) 6 0,其中U(x)连续;

3) |W (x, t)|有界;

4) max(d(x,M), |Ẇ (x, t)|) > γ(‖x‖),其中: M

= {x|U(x) = 0}, d(x,M)表示x到集M的距离, γ(·)
为一类κ函数.

则系统ẋ = f(t, x)的平衡点在定义域D内渐近稳

定[26].

引引引理理理 4 如果以下两个条件满足：

1) 函数Ẇ (x, t)为连续函数且有Ẇ (x, t) = g(x,

β(t)),其中g为连续函数且β(t)连续且有界；
2) 存 在 一 类κ函 数α,对 于 任 意x ∈ M有

|Ẇ (x, t)| > α‖x‖, M为引理3所定义.

则引理3中的条件(4)可以满足文献[26].

2.5 符符符号号号定定定义义义(Symbol definition)
对于n维向量x = (x1, · · · , xn)T, α ∈ R,定义

xα = (xα
1 , · · · , xα

n)T, sig(x)α = [sgn(x1)|x1|α, · · · ,

sgn(xn)|xn|α],其中sgn(x)为符号函数,于是有[25]

d sig(x)α+1

dt
= (α + 1)[|x1|αẋ1, · · · , |xn|αẋn], (5)

其中: |x|表示向量或者矩阵x的标准Euclidean范数.
对于任意函数, f : R> 0→Rn, L∞范数定义为‖f‖∞
= sup

t>0

|f(t)|, L2范数定义为‖f‖2
2 =

w ∞
0
|f(t)|2dt.

同时, L∞空间和L2空间分别定义为集合{f : R>0 →
Rn : ‖f‖∞ < ∞}和{f : R>0 → Rn : ‖f‖2 < ∞}.

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Design of the controller)
3.1 控控控制制制目目目标标标(Purpose of the control)
本文中,实现多EL系统的有限时间一致性,即实

现以下控制目标:



lim
t→T

|qi(t)− qj(t)| = 0,

lim
t→T

|vi(t)| = 0, ∀t > T, i, j ∈ I,
(6)

其中: vi(t) = q̇i(t),而T 为某一确定的有界正数,且
T ∈ [0,+∞).

3.2 一一一致致致性性性算算算法法法设设设计计计(Consensus algorithm design)
基于齐次度的相关性质,本文设计控制器如下:

τi(t) = −
n∑

j=1

aijψ1(sig(qi − qj)
α1)−

Kiψ2(sig(q̇i)α2), (7)

其中: ψi为连续的奇函数,满足yψi(y) > 0(∀y 6= 0
∈ R ),在y = 0附近,有ψk(y) = cky+o(y), o(y)表示
y的高阶无穷小量,

ck > 0, 0 < α1 < 1, α2 = 2α1/(1 + α1), k = 1, 2.

定定定理理理 1 对于多EL系统(1),通信拓扑为无向连

通图时,控制器(7)可使系统(1)在有限时间内达
到(6)意义下的一致性.

证证证 首先证明闭环系统(1)在平衡点是渐近稳定
的,将控制律(7)代入方程(1),系统(1)可写为




d
dt

(qi − qj) = q̇i − q̇j,

d
dt

q̇i = −M−1
i (qi)[Ci(qi, q̇i)q̇i+

n∑
j=1

aijψ1(sig(qi − qj)
α1)+

Kiψ2(sig(q̇i)α2)].

(8)

选取Lyapunov函数

V =
1
2

n∑
i=1

q̇T
i Mi(qi)q̇i+

1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

w qi−qj

0
aijψ1(sig(s)α1)ds.

易知,对于qi − qj(∀i 6= j)和q̇i, V为正定,对V关

于时间求导可得

V̇ =
n∑

i=1

[q̇T
i Mi(qi)q̈i + 1

2
q̇T

i Ṁi(qi)q̇i] +

1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(q̇i−q̇j)Tψ1(sig(qi − qj)α1) =

n∑
i=1

[q̇T
i (τi − Ciq̇i) + 1

2
q̇T

i Ṁi(qi)q̇i] +

n∑
i=1

n∑
j=1

aij q̇
T
i ψ1(sig(qi − qj)α1). (9)

这里用到了

1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(q̇i−q̇j)Tψ1(sig(qi − qj)α1) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aij q̇
T
i ψ1(sig(qi − qj)α1),

是由引理1所得. 将式(7)代入式(9)可得

V̇ = −
n∑

i=1

n∑
j=1

aij q̇
T
i ψ1(sig(qi − qj)α1)−

Ki

n∑
i=1

q̇iψ2(sig(q̇i)α2) +
1
2
q̇T

i (Ṁi − 2Ci)q̇i +

n∑
i=1

n∑
j=1

aij q̇
T
i ψ1(sig(qi − qj)α1) =

−Ki

n∑
i=1

q̇iψ2(sig(q̇i)α2).

可知, V̇是负半定的,由于系统(8)的状态变量为
(qi − qj, q̇i),而Mi与Ci和qi相关,因此(1)为非自主系
统[12],不能用LaSalle定理进行相关证明,这里本文采
用Matrosov定理(引理3)说明系统在平衡点的稳定性.
由于V̇ 6 0,则引理3中的条件1和2得到满足,设

W =
n∑

i=1

ηT
i Mi(qi)q̇i, (10)
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其 中 ηi
∆=

n∑
j=1

aijψ1(sig(qi − qj)α1). 于 是 有W 6
n∑

i=1

‖ηi‖‖Mi(qi)‖‖q̇i‖,易知‖aij‖有界,由V̇ 6 0可以

得到V (t) 6 V (0), ∀t > 0,于是有qi − qj和q̇i有界,
所以‖ηi‖有界,由EL系统性质1可知‖Mi(qi)‖有界,
因此W有界,于是引理3中的条件3得以满足. 对W求

导可得

Ẇ =
n∑

i=1

η̇T
i Mi(qi)q̇i +

n∑
i=1

ηT
i Ṁi(qi)q̇i +

n∑
i=1

ηT
i [−ηi − Ci(q, q̇i)q̇i −Kiψ2(sig(q̇i)α2)],

其中: η̇i =
n∑

j=1

ψ̇
d[sig(qi − qj)α1 ]

dt
,易知η̇i(t)为连续

函数. 注意到如果V̇ (t) = 0,则可得到q̇i = 0,这时对

于集合{(qi − qj, q̇i)|V̇ = 0}有Ẇ = −
n∑

i=1

ηT
i ηi 6 0,

易知 ˙|W | =
n∑

i=1

ηT
i ηi关于qi − qj是正定的,由文献

[28]可知,存在一类κ函数α,使得 ˙|W |>α(‖qi−qj‖),
应用引理4可知,引理3中的条件4得以满足. 同时,系
统(8)除了在零点(qi − qj = 0, q̇i = 0)是局部Lipschi-
tz的,根据文献[29]中的引理2.2可知,系统(8)存在唯
一解.由引理3可得系统(1)在平衡点qi−qj =0, vi =0
是渐近稳定的.

假设当t →∞时qi(t) → qj(t) = qd,其中qd为常

量,设xi(t) = qi(t)− qd, yi(t) = ẋi(t),于是闭环系
统(1)可写为



ẋi = yi,

Mi(xi + qd)ẏi + Ci(xi + qd, yi)yi =

−
n∑

j=1

aijψ1(sig(xi − xj)α1)−Kiψ2(sig(yi)α2).

(11)

进一步,将系统(11)写为



ẋi = yi,

ẏi = −M−1
i (qd)[

n∑
j=1

aijc1sig(xi − xj)α1+

Kic2sig(yi)α2 ] + f̂i(xi, yi),

(12)

其中: f̂i(xi, yi) = f̄i(xi, yi) + f̃i(xi, yi), f̄i(xi, yi)和
f̃i(xi, yi)分别为

f̄i(xi, yi) = −M−1
i (xi + qd)Ci(xi + qd, yi)yi −

[M−1
i (xi + qd)−M−1

i (qd)][
n∑

j=1

aij ·

ψ1(sig(xi−xj)α1)+Kiψ2(sig(yi)α2)],

f̃i(xi, yi) = −M−1
i (qd)[

n∑
j=1

aijo(sig(xi − xj)α1) +

Kio(sig(yi)α2)].

显然, xi = xj, yi = 0是系统(12)的平衡点,接下

来首先证明以下系统(13)是齐次的:



ẋi = yi,

ẏi = −M−1
i (qd)[

n∑
j=1

aijc1sig(xi − xj)α1+

Kic2sig(yi)α2 ].

(13)

令

φ(t) = (x1, · · ·, xi, · · · , xn, v1, · · ·, vi, · · ·, vn) =

(φ1, · · ·, φi, · · ·, φn, φn+1, · · ·, φn+i, · · ·, φ2n).

于是系统(13)可写为



φ̇i = fi(φ) = φn+i,

φ̇n+i = fn+i(φ) =

−M−1
i (qd)[

n∑
j=1

aijc1sig(φi − φj)α1+

Kic2sig(φn+i)α2 ].

注意到,如果r1 = r2 = · · · = rn = R1, rn+1 =
rn+2 = · · · = r2n = R2, R2 = R1 + k,则有

fi(εr1φ1, · · · , εrnφn, εrn+1φn+1, · · · , εr2nφ2n) =

εrn+iφn+i = εri+kfi(φ),

其中i ∈ I ,再者如果R1α1 = R2α2 = R2 + k,则有

fn+i(εr1φ1, · · ·, εrnφn, εrn+1φn+1, · · ·, εr2nφ2n)=

−M−1
i (qd)[

n∑
j=1

aijc1sig(εriφi − εrjφj)α1+

Kic2sig(εrn+iφn+i)α2 ] =

− εR1α1M−1
i (qd)[

n∑
j=1

aijc1sig(φi − φj)α1+

Kic2sig(φn+i)α2 ] = εrn+i+kfn+i(φ), i, j ∈ I.

由以上分析可知,如果方程(14)成立,则系统(13)
关于(r1, · · · , rn, rn+1, · · · , r2n)具有齐次度k.{

R2 = R1 + k,

R1α1 = R2α2 = R2 + k,
(14)

解方程得

R1 = 2k/(α1 − 1), R2 = (α1 + 1)k/(α1 − 1),

即当R1, R2 > 0时,有k < 0. 所以系统(13)关于(r1,

· · · , rn, rn+1, · · · , r2n)具有负的齐次度k. 同时,系统
(13)在平衡点也是全局渐近稳定的,为证明这一点,选
取Lyapunov方程

V =
1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

w xi−xj

0
aijc1sig(s)α1ds +

1
2

n∑
i=1

yT
i Mi(qd)yi. (15)

易知, V为正定,沿闭环系统(13)求导可得

V̇ = −
n∑

i=1

p∑
l=1

Ki|yi(l)|1+α2 6 0.
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不同于系统(8),系统(13)为自治系统,所以基于
LaSelle定理,定义不变集S = {(xi − xj, yi)|V̇ = 0},
若V̇ ≡ 0,则yi ≡ 0,由式(5)可得

n∑
j=1

aijc1sig(xi − xj)α1 ≡ 0,

于是
n∑

i=1

xi

n∑
j=1

aijc1sig(xi − xj)α1 =

1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

aijc1(xi − xj)sig(xi − xj)α1 ≡ 0.

由于(xi − xj)sig(xi − xj)α1 > 0,所以有xi − xj

≡ 0,由LaSalle不变性定理知, xi = xj, yi = 0是系
统(13)的全局渐近稳定点.

最后,笔者证明

lim
ε→0

[fi(εr1x1, · · · , εrnxn, εrn+1y1, · · · , εr2nvn)/

εk+rn+i ] = 0.

考察f̄i(xi, yi),注意到−M−1
i (xi + qd)和Ci(xi + qd,

yi)yi是平滑的,并且k < 0,所以

lim
ε→0

[−M−1
i (εrixi+qd)Ci(εrixi+qd, ε

rn+iyi)×
εrn+iyi/εk+rn+i ] =

−M−1
i (qd)Ci(qd, 0)y2 lim

ε→0
ε−k = 0.

由文献[24]的分析可以得知, M−1
i (εrixi + qd)−

M−1
i (qd) = o(εri),所以

lim
ε→0

[f̄i(εr1x1, · · · , εrnxn, εrn+1y1, · · · ,

εr2nvn)/εk+rn+i ] =

lim
ε→0

{o(εri)[
n∑

j=1

aijc1(εrixi − εrjxj)α1

c2Ki(εrivi)α2 +
n∑

j=1

aijo((εrixi − εrjxj)α1) +

Kio((εrivi)α2)]/εk+rn+i} =

lim
ε→0

{o(εR1)[
n∑

j=1

aijc1ε
R1α1(xi − xj)α1

c2Kiε
R2α2vα2

i +
n∑

j=1

aijo(εR1α1(xi − xj)α1) +

Kio(εR2α2vα2
i )]/εk+R2} = 0.

同样,对于f̃i(xi, yi),有

lim
ε→0

[f̃i(εr1x1, · · · , εrnxn, εrn+1y1, · · · ,

εr2nvn)/εk+rn+i ] =

lim
ε→0

{−M−1
i (qd)[

n∑
j=1

aijo((εrixi − εrjxj)α1) +

Kio((εrivi)α2)]/εk+rn+i} =

lim
ε→0

{−M−1
i (qd)[

n∑
j=1

aijo(εR1α1(xi − xj)α1) +

Kio(εR2α2vα2
i )]/εk+R2} = 0.

因 此, lim
ε→0

{f̂i(εr1x1, · · ·, εrnxn, εrn+1y1, · · ·, εr2nvn)/

εk+rn+i} = 0,由引理2可知,控制器(7)能使得系统(1)
在有限时间内稳定,即qi = qj , vi = 0是系统的全局
有限时间收敛点,定理得证.

注注注 1 这里笔者借鉴文献[12, 24]的思路,得到了无领
航者的分布式多EL系统有限时间一致性算法. 该算法也可推
广到含有领航者的多EL系统协调控制,对于有领航者存在的
情况,笔者将计算法(7)做如下推广:

τi = −
n+1P
j=1

aijψ1(sig(qi − qj)
α1)−Kiψ2(sig(q̇i)

α2), (16)

其中: α1, α2, ψ1和ψ2为式(7)所定义,注意到该算法稳定性

证明过程中,直接可运用LaSalle定理,这里不再赘述. 文献

[17]对含有一个领航者的一致性算法做过研究,设计了有限

时间控制器,是算法(16)的一种特殊情况. 但文献[17]中的算

法却不能直接推广到本文的leaderless情况,因为本文研究对

象为非自主系统,文献[17]中所用到的LaSalle定理不再适用,

因此本文基于Matrosov定理对算法的稳定性进行了证明.

注注注 2 类似于文献[12],本文可将算法推广到执行器饱
和情况下的有限时间一致性控制.可设计控制器如下:

τi(t) = −
nP

j=1
aij tanh(sig(qi − qj)

α1)−Kitanh(sig(q̇i)
α2),

(17)

其中: α1, α2, ψ1和ψ2为式(7)所定义,为了证明算法(17)的稳
定性,构造Lyapunov函数

V (t) =
1

2

nP
i=1

q̇T
i Mi(qi)q̇i +

1

2

nP
i=1

nP
j=1

1Tlog[tanh(sig(qi − qj)
α1)],

可证明算法(17)的稳定性,证明过程类似于定理1,这里不再

赘述. 注意到, ‖τi‖max 6
nP

i=1
aij + ‖Ki‖∞,易知τmax和系统

状态qi和q̇i无关,而算法(7)中‖τi‖则由qi和q̇i的初始状态决

定的.

注注注 3 对于有限时间一致性问题,从应用的角度上讲,

需要对有限时间收敛上限和系统参数之间的关系进行讨论.

首先,本文给出以下引理：

引引引理理理 5 [16] 对于连续非线性系统ẋ = f(t, x),其
中f(0) = 0. 假设存在实数c > 0,并且存在函数V (x)
满足: 1) V (x)是正定的; 2) V̇ (x) + cV α 6 0;于是可
得,系统是有限时间稳定的,收敛时间取决于初始状
态x(0) = x0,并且满足T 6 V (x0)1−α/c(1− α).
本文已经证明了闭环系统的有限时间稳定性,且

闭环系统有负的齐次度k = α2 − 1,依据文献[27]中
定理7.2可知,存在c > 0, l > 0和正定的Lyapunov函
数V0使 得 V̇0(x) 6 −c[V0(x)]1+(α2−1)/l,其 中: x =
(qT

1 , · · · , qT
i , · · · , qT

n ), qi ∈ Rp如文中式(1)定义.于
是根据引理5可得,收敛时间满足

T 6 lV0(x0)
1−α2

l /c(1− α2),
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其中: x0 = (q1(0)T, · · · , qi(0)T, · · · , qn(0)T)为系统
的初始状态.

需要指出的是,这里没有得到Lyapunov函数V0的

具体表达式,但是建立了收敛时间上限和参数α2之间

的关系.注意到,针对某一确定系统,在系统初始状态
确定的情况下,系统收敛时间T和参数α2成正相关关

系.由于α2 = 2α1/(1 + α1),所以T和参数α1也成正

相关关系,即α1和α2越小,收敛时间越短. 这和数值
仿真实验结果也是一致的. 这里,笔者没有得到收敛
时间上限的精确值T ,但是针对某一具体系统,可以通
过改变参数α1和α2从而改变收敛时间的长短.

3.3 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
基于Mathmatica软件,本文设计数值仿真实验验

证文中控制器的有效性. 假设系统由4个个体组成. 其
通信拓扑如图1所示,为简单起见,本文假设各个体都
有相同的动力学方程:[

M11 M12

M21 M22

][
q̈1

q̈2

]
+

[
−hq̇2 c

hq̇1 0

][
q̇1

q̇2

]
=

[
τ1

τ2

]
,

其中:

M11 = a1 + 2a3 cos q2 + 2a4 sin q2,

M12 = M21 = a2 + a3 cos q2 + a4 sin q2,

M22 = a2, h = a3 sin q2 − a4 cos q2,

a1 = I1 + mll
2
c1 + Ie + mel

2
ce + mel

2
1,

a2 = Ie + mel
2
ce, c = −h(q̇1 + q̇2),

a3 = mel1lce cos δe, a4 = mel1lce sin δe,

仿真参数取m1 = 1.2, l1 = 1.2, me = 2.5, δe =
30◦, I1 = 0.15, lc1 = 0.5, Ie = 0.25, lce = 0.6,控 制
律采用式(7). 其中: ψ(x) = x, Ki = 4, α1 = 0.6, α2

= 2α1/(1 + α1) = 0.75.

图 1 通信拓扑

Fig. 1 Communication graph

仿真结果如图2–5所示. 图2–3表明,在控制律(7)
的作用下,机械臂的位置在有限时间内趋向一致;
图4–5显示了机械臂的速度信息变化情况,在有限时
间内趋近于零. 由数值仿真实验知, 4个机械臂实现了
严格的一致性. 然而,在实际应用中,系统可能存在通
信时延以及测量误差等,这些因素有可能会使多EL系
统不能达到严格的一致性. 同时,笔者发现,收敛时间
的长短和参数α2成正比,这和注3的讨论是一致的.

图 2 机械臂2, 3, 4与1之间的相对姿态差q(1)变化情况

Fig. 2 Convergence error of relative attitude q(1)

between manipulators 2, 3, 4 and 1

图 3 机械臂2, 3, 4与1之间的相对姿态差q(2)变化情况

Fig. 3 Convergence error of relative attitude q(2)

between manipulators 2, 3, 4 and 1

图 4 机械臂1, 2, 3, 4的速度分量q̇(1)变化情况

Fig. 4 Convergence of q̇(1) of the velocity of the

manipulators 1, 2, 3, 4

图 5 机械臂1, 2, 3, 4的速度分量q̇(2)变化情况

Fig. 5 Convergence of q̇(2) of the velocity of the

manipulators 1, 2, 3, 4
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4 结结结论论论(Conclusions)
本文针对分布式EL系统的有限时间一致性控制

进行了研究,设计了有限时间一致性控制算法,运用
Matrosov定理、有限时间定理和Lyapunov稳定性定理
等证明了系统的稳定性,并设计数值仿真验证算法的
有效性. 下一步将考虑更为一般的通信拓扑(如有向
图或切换拓扑等),并对收敛时间的估计做更深入的研
究.
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