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摘要:研究具有输入时滞的汽车主动悬挂系统在路面扰动下的减振控制器设计问题.首先根据汽车悬挂系统的
特点,从实用性的角度出发化简了悬挂系统的数学模型. 然后提出一种变量代换方法,将具有输入时滞的主动悬挂
系统转换为形式上不含时滞的系统.针对转换后的无时滞系统,设计出具有输入时滞的主动悬挂系统减振控制器:
又从控制器的成本和易实现性出发添加了一个状态观测器. 在这种系统结构下,设计出一种具有记忆和积分特性
的主动悬挂系统减振控制策略.仿真结果验证了这种设计控制器的方法是有效的.
关键词: 主动悬挂系统;时滞;观测器;减振控制;变量代换
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Vibration control for active suspension systems with time-delay input

SU Hao†, TANG Gong-you
(College of Information Science and Engineering, Ocean University of China, Qingdao Shandong 266100, China)

Abstract: We investigate the design problem of vibration controllers for vehicle active suspension systems with time-
delay input from road disturbances. According to the characteristics of the vehicle suspension system, we first simplify
the mathematical model of the suspension systems from the view point of practical application. Then, we propose a
variable transformation to convert the active suspension system with time-delay input to a system without time-delay. For
the converted system without time-delay, we design the vibration controller for the active suspension system with input
time-delay, and on the basis of the manufacture and implementation costs we build an additional state observer. In this
configuration of system, we develop a vibration control strategy with memory and integral characteristics for the active
suspension system. Simulation results show the effectiveness of the controller design approach.

Key words: active suspension systems; time delay; observer; vibration control; variable transformation

1 引引引言言言(Introduction)
传统汽车上普遍利用被动悬挂系统提高乘坐的舒

适性和操纵稳定性. 随着现代汽车技术的迅速发展,
人们对乘坐的舒适性和操纵稳定性的要求越来越高.
被动悬挂系统的减振原理是利用悬挂系统的结构设

计被动地消耗由路面扰动产生的振动能量,从而约束
了对汽车乘驾性能的进一步改善. 主动悬挂系统能够
根据汽车的运动状态和路面状况,实时地在悬挂系统
上施加一定的控制力,使汽车的悬挂系统在各种路面
状况下都处于最佳减振状态[1–6]. 由于主动悬挂系统
具有许多优点,近年来,主动悬挂系统的控制问题受
到越来越多的研究者的关注. 许多学者将现代控制理
论与方法用于汽车主动悬挂系统的减振控制收到了

很好的效果.例如,利用H∞和H2鲁棒控制方法
[1–4]、

最优控制方法[5–10]、自适应控制方法[11–14]、预见控制

方法[2, 6]、模糊控制方法[14–16]和Backstepping设计方
法[10, 17]等.

主动控制方法已经逐步应用于轿车的主动悬挂系

统中,例如,德国大众汽车公司的底盘上应用了自适
应控制规律.奔驰公司研发出了基于自适应阻尼悬挂
系统的双重控制空气悬挂系统,日产(Nissan)和丰
田(Toyota)公司的若干品牌的轿车上也具备了主动悬
挂控制功能.目前汽车的主动控制悬挂的执行机构基
本上都是利用液压传动的机械系统[10, 18–19]. 事实上,
机械和液压执行机构在实时运行中或多或少的存在

时滞现象.近年来具有时滞的主动悬挂系统的减振控
制问题日趋成为研究热点,涌现出许多很好的研究成
果[3–5, 15, 20–23].

尽管主动悬挂系统在理论研究和实际应用中都取

得了巨大的成就,但主动悬挂的在理论上仍然不够成
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熟.需进一步解决的主要问题包括研究开发低成本,
低能耗的主动悬挂系统和设计结构简单且控制效果

好的控制器. 基于这一目的,本文首先根据汽车悬挂
系统的特点,简化了系统的数学模型. 然后提出一种
变量代换方法,将具有输入时滞的主动悬挂系统转换
为形式上不含时滞的系统,从而简化了主动悬挂系统
减振控制器的设计.最后利用成熟的线性系统控制理
论,实现了具有输入时滞的主动悬挂系统减振控制器
的设计.

2 系系系统统统建建建模模模(System modelling)
考虑具有时滞的汽车四分之一主动独立悬挂系统,

系统的原理如图1所示.

图 1 主动独立悬挂系统

Fig 1 Active independent suspension system

根据牛顿第2定律,可以写出系统运动的微分方
程:

msẍs(t) + bs[ẋs(t)− ẋu(t)] + ks[xs(t)− xu(t)] =

u(t− τ),

muẍu(t)− bs[ẋs(t)− ẋu(t)]− ks[xs(t)− xu(t)] =

−u(t− τ)− kt[xu(t)− xr(t)] + bt[ẋu(t)− ẋr(t)],

(1)

其中: ms为四分之一车身质量, mu为轮轴质量, ks为
悬挂弹簧的刚度系数, bs为悬挂阻尼系数, kt为轮胎刚
度系数, bt为轮胎阻尼系数, xs(t)为车身的垂向位移,
xu(t)为轮轴的垂向位移, xr(t)为由路面不平度引起

的轮胎底面垂向位移, u(t)为施加于悬挂系统的主动
控制力, τ > 0为施加主动控制力的时滞常量.

独立悬挂系统一般应用于小型客车中. 对于一般
的小型客车而言,轮轴质量mu远小于四分之一车身

质量ms. 而轮胎刚度系数kt远大于悬挂弹簧的刚度系
数ks. 以某汽车悬挂系统的参数为例, ms = 340 kg,
ks = 17000 (N/m), bs = 1400 (N · s/m), mu = 40 kg,
kt=190000 (N/m). 可见该车型的ms/mu > 8, kt/ks
> 11. 所以有xu(t) ≈ xr(t)和ẋu(t) ≈ ẋr(t),即控制
力u(t)对轮轴的垂向位移xu(t)和垂向速度ẋu(t)几乎

没有影响,它们几乎仅取决于路面不平度和汽车的行
驶速度.为此,假定轮胎为刚性体,即xu(t) = xr(t).
从而,主动独立悬挂系统(1)的运动模型简化为

msẍs(t) + bs[ẋs(t)− ẋr(t)] + ks[xs(t)− xr(t)] =

u(t− τ). (2)

选择状态变量

x1(t) = xs(t), x2(t) = ẋs(t) = vs(t) (3)

和外部扰动变量

w1(t) = xr(t), w2(t) = ẋr(t) = vr(t), (4)

其中: vr(t)为路面不平度引起的轮胎底面垂向速度.
定义x=[x1, x2]

T为状态向量, w(t)=[w1(t), w2(t)]
T

为外部扰动向量. 则系统(1)的状态方程为
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− τ) +Dw(t),

x(0)= x0,

u(t) = 0, t ∈ [−τ, 0],
(5)

其中:

A=

 0 1

− ks
ms

− bs
ms

, B=

 0
1

ms

, D=

 0 0
ks
ms

bs
ms

 .
(6)

通常评价悬挂系统性能的指标有平顺性(乘坐舒适
性),动行程和接地性. 其中,对于独立悬挂系统,平顺
性指车身的垂向振动情况,本文采用车身的垂向振动
速度vs(t) = ẋs(t)来评价;动行程指车身的垂向位移
的最大值,这里通过车身的垂向位移xs(t)来评价;接
地性取决于汽车的轮胎指标,本文对此指标不予考虑.

注注注 1 根据GB/T 13442–92或ISO2631标准,评价悬挂

系统性能是用垂向振动加速度均方根

√w T

0
ẍ2s (t)dt/T值作为

评价指标.考虑到在水平路面行驶的车辆其悬挂的垂向振动

可以近似为数学期望值为零的周期或正弦信号,所以垂向位

移xs(t)和垂向振动速度vs(t)可以近似反映垂向振动加速

度ẍs(t). 为了研究的方便,本文采用了悬挂垂向位移xs(t)和

垂向振动速度vs(t)的评价指标.

因此悬挂系统的控制输出向量可以选择为

yc(t) = x(t). (7)

如果采用状态反馈设计系统(5)的减振控制器,需要在
汽车上安装2个传感器分别测量车身垂向位移xs(t),
车身垂向速度ẋs(t). 然而,测量这些物理量是非常困
难的,目前还没有见到这些物理量的有效的在线测量
方案.在汽车悬挂系统中,一个低成本而有效地测量
方案是在车身与轮轴间安装一个位移和速度传感器

分别测量车身与轮轴的相对位移xs(t)− xr(t)和车身

与轮轴的相对速度ẋs(t)− ẋr(t). 因此,本文选择测量
输出向量为
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ym(t) =

[
xs(t)− xr(t)

ẋs(t)− ẋr(t)

]
= x(t)− w(t). (8)

上述系统模型的主动悬挂系统的结构原理如图2所示.

图 2 主动独立悬挂系统

Fig 2 Active independent suspension system

综合式(5)(7)–(8),可以得到如图2所示的四分之一
主动独立悬挂系统的状态空间表达式:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− τ) +Dw(t),

yc(t) = x(t),

ym(t) = x(t)− w(t),

x(0) = x0,

u(t) = 0, t ∈ [−τ, 0].

(9)

3 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制律律律设设设计计计 (Design of state
feedback control law)
首先在无扰动的假设下设计反馈控制律.当w(t)

≡ 0时,系统(9)的状态方程可以重写为
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− τ),

x(0) = x0,

u(t) = 0, t ∈ [−τ, 0].
(10)

本文设计带控制记忆的反馈控制律:

u(t) = 0, t 6 0,

u(t) = −K[eAτx(t) +
w 0

−τ
e−ArBu(t+ r)dr],

t > 0, (11)

其中K为待定的增益行向量. 则可以得到以下结果:

定定定理理理 1 考虑具有输入时滞的控制系统(10),如
果选取反馈控制律(11),则存在增益行向量K,使得
(10)的闭环系统是渐近稳定的.

证证证 引入一个变量代换

z(t) = eAτx(t) +
w 0

−τ
e−ArBu(t+ r)dr, t > 0,

(12)

则系统(10)转换为形式上不显含时滞的系统{
ż(t) = Az(t) +Bu(t),

z(0) = eAτx0.
(13)

将式(12)代入式(11)得知,系统(10)的控制律(11)与系
统(13)的下列控制律等价:

u(t) = −Kz(t), (14)

则由定理1的假设,式(13)的闭环系统为

ż(t) = (A−BK)z(t),

z(0) = eAτx0.
(15)

由式(6)易知, (A,B)是完全能控的. 从而存在增益行
向量K,使得(A−BK)为渐近稳定的,即∥z(t)∥有界,
且

lim
t→∞

∥z(t)∥ = 0,

lim
t→∞

∥u(t)∥ 6 ∥K∥ lim
t→∞

∥z(t)∥ = 0.
(16)

由式(12)得

x(t)=e−Aτz(t)−
w 0

−τ
e−A(r+τ)Bu(t+ r)dr. (17)

显然∥x(t)∥有界,且

lim
t→∞

∥x(t)∥ 6

∥e−Aτ∥ lim
t→∞

∥z(t)∥+w 0

−τ
∥e−A(r+τ)B∥ lim

t→∞
∥u(t+ r)∥dr = 0. (18)

因此,式(10)的闭环系统是渐近稳定的.

注注注 2 比较原时滞系统(10)和经变量代换(12)后的系

统(13),系统(13)除了去掉了时滞和初始条件有所变化,其系

统的系数矩阵与原系统(10)完全相同.因此本文可以将次变

量代换方法称为无时滞变换法.

注注注 3 带控制记忆的反馈控制律(11)相当于是一类超
前控制.事实上,本文可以将系统(10)写为积分方程形式:

x(t) = eAτx(t− τ) +
w 0

−τ
e−ArBu(t− τ + r)dr, t > 0.

(19)

系统的控制律u(t− τ)选择为如下形式:

u(t) = 0, t 6 τ,

u(t− τ) = −Kx(t), t > τ.
(20)

控制律(20)是物理上不能实现的,但控制律(11)是物理上可以

实现的.

以下讨论反馈增益矩阵K的设计原则.对于给定
等级的路面和一定水平行驶速度为v的汽车而言,路
面对车身的垂向位移扰动可以近似用以下方程描述:

xr(t) =
∞∑
i=1

ξi(t) =
∞∑
i=1

φi sin(iω0t+ θi), (21)

其中: φi与路面粗糙度及车速有关, θi ∈ [0, 2π)为一

个随机数, ω0= 2πv/l, l为试验路面的有效长度.由系
统(5)容易推得,被动悬挂系统(即u(t) ≡ 0时)的相对
阻尼系数ς = bs/2

√
ksms,自然频率ωn =

√
ks/ms. 由

此得到开环系统的共振频率为

ωr = ωn

√
1− 2ς2 =

√
4msks − 2b2s

2ms

. (22)
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根据国标GB/T 13442–92关于人体全身振动暴露的舒
适性降低界限和评价准则描述,影响人体舒适度的最
敏感频率为f = ω/2π = 4Hz至8Hz. 随着频率的降
低和提高,影响人体舒适度的程度逐渐减弱;当振动
频率小于fn = ωh/2π ≈ 1Hz时,则振动对人体舒适
度几乎没有影响.因为系统(5)本身具有低通滤波特
性,所以在扰动方程(21)中, iω0 > k1ωr(k1 > 1)的高

频分量对系统振动的影响可以忽略.又由于人体对小
于ωh的振动频率不敏感,所以对iω0 < ωh的振动频率

也不关心. 因此本文在设计控制律(11)时,力求将
式(10)的闭环系统的频率特性的幅值在当ωh 6 ω <

k1ωr时有尽量大的衰减. 即使得

σ(ω) = |det[jωI −A+BK]−1|, ωh 6 ω < k1ωr

(23)

尽量小. 但过分地减小σ(ω)将导致控制力|u(t)|太大,
即要求执行机构的功率加大.因此在选择控制律
(11)时,要在控制质量(减小σ(ω))和控制成本(减小
|u(t)|)上做必要的折衷. 利用H∞控制方法和最优控

制方法都可以得到质量和成本折衷的优化控制策略.
但对于具体的主动悬挂的减振控制问题,可以利用极
点配置方法得到满意的减振控制策略,即根据系统性
能要求预先给定(15)的具有负实部的极点s1和s2. 由

det(sI −A+BK) = (s− s1)(s− s2) (24)

比较式(24)等号两端关于s的同次幂系数,得到反馈增
益矩阵

K = [mss1s2 − ks −bs −ms(s1 + s2)]. (25)

4 减减减振振振控控控制制制律律律的的的物物物理理理实实实现现现问问问题题题 (Physical
implementation of vibration control law)
对于系统(9),由于控制输出向量就是状态向量,

即yc(t) = x(t),所以从理论上讲,状态反馈(11)实际
上就是输出反馈. 然而,前面已经述及,控制输出向量
的测量在物理上是非常困难的. 图2所示的主动独立
悬挂系统,物理上可利用的反馈信号是测量输出
ym(t). 根据四分之一主动独立悬挂系统(9),可以得到
物理可实现的主动悬挂系统的结构示意图(见图3).

图 3 悬挂系统结构图

Fig 3 Suspension system structure diagram

以下本文要研究如何利用测量输出ym(t)的反馈

信号,设计近似与反馈控制律(11)相同控制效果的物
理可实现的反馈控制律.

由前面的分析可知,本文只要能抑制频率为fh =

ωh/2π左右的路面对水平行驶车辆轮轴的垂向位移的
扰动即可.为此,在设计物理可实现的反馈控制律时,
假设扰动频率ω = ωh,即路面对轮轴的垂向位移扰动
可描述为

xr(t) = φ sin(ωht+ θ), (26)

其中φ和θ是未知的. 由式(4)和式(26)得到

ẇ(t) = Gw(t), (27)

其中w(0)是未知的,

G =

[
0 1

−ω2
h 0

]
. (28)

组合式(9)和式(26)得到悬挂的增广系统
ẋ(t) = (A+D)x(t)−Dym(t) +Bu(t− τ),

ẏm(t) = (A+D−G)x(t) + (G−D)ym(t)+

Bu(t− τ).

(29)

由式(6)(8)(29)容易验证, (A+D −G,A+D)是完全能

观测的. 事实上,由能观测的秩判据,得到能观测矩阵为
列满秩的,即

rank

[
A+D −G

(A+D −G)(A+D)

]
=

rank

[
0 ω2

h 0 0

0 0 0 ω2
h

]T

= 2. (30)

为了能使反馈减振控制律物理可实现,本文构造系
统(29)的状态观测器{

ψ̇(t) = Âψ(t) + B̂u(t− τ) + Ĉym(t),

x̂(t) = ψ(t)− Lym(t),
(31)

其中: 
Â = A+D + L(A+D −G),

B̂ = (I + L)B,

Ĉ = L(G−A−D)L+ L(G−D)−
(A+D)L−D.

(32)

增益矩阵L按以下步骤选择.给定矩阵Â的两个具有负实
部的特征值λ1和λ2,由

det(λI − Â) = (λ− λ1)(λ− λ2) (33)

比较式(33)等号两端同次幂的系数,得到增益矩阵

L =


0

λ1 + λ2
ω2
h

0 −λ1λ2
ω2
h

 . (34)

将式(6)(28)(34)代入式(32),得到观测器(31)的系数矩阵

Â =

[
λ1 + λ2 1

−λ1λ2 0

]
, B̂ =


λ1 + λ2
ω2
hms

ω2
h − λ1λ2
ω2
hms

 ,
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Ĉ =

−(λ1 + λ2)(1 +
ks

ω2
hms

)

λ1λ2(1 +
ks

ω2
hms

)− ks
ms

λ1λ2ms − (λ1 + λ2)bs − (λ1 + λ2)
2ms

ω2
hms

bs
ms

(
λ1λ2
ω2
h

− 1) +
(λ1 + λ2)λ1λ2

ω2
h

 . (35)

容易证明,观测器(31)的x̂(t)可以按任意预先给定的
速率分别趋近于状态向量x(t). 事实上,对式(31)的第2
式等号两端对时间t求导数可得

˙̂x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t− τ) + (LD − LG−D)ym(t)−
Lẏm(t). (36)

令状态观测误差为

xe(t) = x(t)− x̂(t), (37)

则

ẋe(t) = Âxe(t), (38)

从而得

∥xe(t)∥ = ∥eÂtxe(0)∥ 6 ∥eÂt∥∥xe(0)∥ 6 eµt∥xe(0)∥,
(39)

其中µ为系数矩阵Â关于欧氏范数的测度.由式(34)的
第1式可知

µ = max{Re(λ1),Re(λ2)}. (40)

由于λ1和λ2是预先给定的,所以选择由式(33)定义的观
测器增益矩阵L,可以使∥xe(t)∥按任意预先给定的衰减
率趋近于零.
令ψ(t) = x̂(t) + Lym(t),将式(11)中的x(t)用x̂(t)取

代,并联合式(31),可以得到利用测量输出ym(t)作为反
馈信号的控制律

u(t) = 0, t 6 0,

ψ̇(t)= Âψ(t) + B̂u(t− τ) + Ĉym(t), t > 0,

u(t) = −K[eAτ [ψ(t)− Lym(t)]+w 0

−τ
e−ArBu(t+r)dr], t > 0,

(41)

其中Â, B̂和Ĉ由式(35)定义, K由式(25)确定.

5 实实实例例例仿仿仿真真真(Simulation examples)
将本文提出的减振控制律(40)应用到执行机构具有

时滞的汽车主动独立悬挂模型上,某汽车悬挂系统的参
数如表1所示.

表 1 某汽车悬挂系统的参数
Table 1 Parameters of a vehicle

参数 变量 取值 单位

四分之一车身质量 ms 340 kg
悬挂刚度 ks 17000 N/m
悬挂阻尼系数 bs 1400 N · s/m

分别假设执行机构时滞为τ = 0.1 s, 0.5 s. 将表1的参
数代入系统(9),得到

A =

[
0 1

−43.95 −1.13

]
, B =

[
0

0.001

]
,

D =

[
0 0

43.95 1.13

]
.

取

ωr =

√
4msks − 2bs

2ms
= 7.0706,

为了使σ(ω)(ω > ωr)尽量小,且又不使控制力|u(t)|太
大,选择

s1 = −5, s2 = −7, λ1=−10, λ2=−15.

从而得到

K = [−5100 2680], L =

[
0 −0.5001

0 −3.0004

]
,

以及

Â =

[
−25 1

−150 0

]
, B̂ =

[
−0.0015

−0.0059

]
,

Ĉ =

[
50.0030 −7.4421

250.0182 −66.7723

]
.

不失一般性,仿真时选择路面对轮轴的垂向位移扰动为

xr(t) =
3∑

i=1

φi sin(ωit+ θi),

其中:

φ1 = 0.04m, φ2 = 0.03m, φ3 = 0.025m,
ω1 = ωr − 4, ω2 = ωr, ω3 = ωr + 2,

θ1 = 1.8, θ2 = 0, θ3 = −1.2.

图4显示了路面位移扰动xr(t)随时间 t的变化曲线.
图5显示了执行机构时滞 τ= 0.1 s时主动悬挂系统和被
动悬挂系统车身垂向振动位移xs(t)的响应曲线;图6显
示了执行机构时滞 τ= 0.1 s时主动悬挂系统和被动悬挂
系统车身垂向振动速度 ẋs(t)的响应曲线;图7显示了时
滞为τ= 0.1 s时控制律u(t)的仿真曲线.

图 4 路面位移扰动变化曲线
Fig 4 Variation curves of displacement disturbance
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图 5 车身垂向位移响应曲线(τ = 0.1 s)
Fig 5 Response curve of vehicle body vertical

displacement (τ = 0.1 s)

图 6 车身垂向速度响应曲线(τ = 0.1s)
Fig 6 Response curve of vehicle body vertical

velocity (τ = 0.1 s)

图 7 控制律仿真曲线(τ = 0.1 s)
Fig 7 Simulation curve of control law (τ = 0.1 s)

由图4和图5可以看出,当时滞τ = 0.1 s时,在减振控
制律u(t)的作用下,主动悬挂系统在车身垂向位移xs(t),
垂向速度vs(t)的响应幅度明显比被动悬挂系统小,即主
动悬挂系统与被动悬挂系统相比,车辆的乘适性和操纵
稳定性得到明显提高.
图8显示了执行机构时滞 τ= 0.5 s时主动悬挂系统和

被动悬挂系统车身垂向振动位移xs(t)的响应曲线;图9

显示了执行机构时滞 τ= 0.5 s时主动悬挂系统和被动悬
挂系统车身垂向振动速度 ẋs(t)的响应曲线;图10示出了
时滞为 τ= 0.5 s时控制律u(t)的仿真曲线.

图 8 车身垂向位移响应曲线(τ = 0.5 s)
Fig 8 Response curve of vehicle body vertical

displacement (τ = 0.5 s)

图 9 车身垂向速度响应曲线(τ = 0.5 s)
Fig 9 Response curve of vehicle body vertical

velocity (τ = 0.5 s)

图 10 控制律仿真曲线(τ = 0.5 s)
Fig 10 Simulation curve of the control law (τ = 0.5 s)

由图8和图9可以看出,当时滞τ = 0.5 s时,在减振控
制律u(t)的作用下,主动悬挂系统在车身垂向位移xs(t),
垂向速度vs(t)的响应幅度也比被动悬挂系统小,即主动
悬挂系统与被动悬挂系统相比,车辆的乘适性和操纵稳
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定性得到较明显提高. 比较图4和图8及图5和图9可以看
出,随着时滞的增大,控制质量随之变差,但控制效果仍
较明显. 对于执行机构提供的控制力大小进行比较,由
图7和图10可以看出,随着时滞的增大,控制力随之减小.
这说明随着时滞的增大,执行机构的功率随之变小,控制
力变化更加柔和.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文根据汽车悬挂系统的特点,从实用性的角度出

发化简了悬挂系统的数学模型. 提出了一种变量代换方
法,将具有输入时滞的主动悬挂系统转换为形式上不含
时滞的系统.并利用转换后的无时滞系统,实现了具有输
入时滞的主动悬挂系统减振控制器的设计.从控制器的
成本和易实现性考虑,利用状态观测器构造方法,设计了
一种具有记忆和积分特性的主动悬挂系统的减振控制策

略.
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