
第 33卷第 1期
2016年 1月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 33 No. 1
Jan. 2016

一一一类类类离离离散散散时时时间间间非非非齐齐齐次次次马马马尔尔尔可可可夫夫夫跳跳跳跃跃跃系系系统统统最最最优优优控控控制制制

DOI: 10.7641/CTA.2016.50117

张高生1, 朱 进1†, 谢宛青2, 奚宏生1

(1. 中国科学技术大学自动化系,安徽合肥 230026; 2. 中国科学技术大学信息科学技术学院,安徽合肥 230026)

摘要:本文研究了一类离散时间非齐次马尔可夫跳跃线性系统的线型二次高斯(linear quadratic Gaussian, LQG)
问题,其中系统模态转移概率矩阵随时间随机变化,其变化特性由一高阶马尔可夫链描述. 对于该系统的LQG问题,
文中首先给出了线性最优滤波器,得到最优状态估计;其次,验证分离定理成立,并利用利用动态规划方法设计了系
统最优控制器;最后,数值仿真结果验证了所设计控制器的有效性.
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Optimal control for a class of discrete-time nonhomogeneous
Markovian jump linear systems
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Abstract: This paper concerns the linear quadratic Gaussian (LQG) problem for a class of discrete-time nonhomoge-
neous Markovian jump linear systems (MJLSs) in the presence of process and observation noises. In such nonhomogeneous
MJLSs, the mode transition probability matrix (MTPM) varies randomly instead of being time-invariant. Assuming that
the stochastic variation of MTPM is governed by a high level Markov chain, we propose an MJLS model with two-level
Markov chains to describe the concerned characteristics. Firstly, a mode-MTPM based optimal filter is developed to es-
timate system states where the filter gain can be obtained from the coupled Riccati equations. Furthermore, we prove in
details the validity of separation principle for such MJLSs. On this basis, we design the optimal output feedback controller
by applying the dynamic programming method. Finally a numerical example is given to show the effectiveness of the
developed theoretical results.
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1 引引引言言言(Introduction)
在过去的几十年中,马尔可夫跳跃系统(简称为跳

跃系统)已经成为控制理论领域的一个研究热点[1–2].
这类系统不仅包含连续的系统状态,系统结构还受随
机事件的影响,已被广泛研究并取得了很多卓有成效
的结果,例如系统稳定性[2–3]、滤波[4]、最优控制和鲁

棒控制[5–6]等. 关于跳跃系统的一个重要的结论是,系
统的稳定性、系统性能等与马尔可夫链的模态转移概

率矩阵(mode transition probability matrix, MTPM)密
切相关.已有的大部分研究成果都基于马尔可夫链是
齐次性的假设,即MTPM是时不变的. 然而,这种假设
在很多现实应用中难以准确描述系统特性. 例如网络

化控制系统可以建模为一个跳跃系统,其MTPM受网
络状态影响,往往是时变的,所以网络化控制系统可
以建模为非齐次马尔可夫跳跃系统.类似的情况还存
在于其他很多实例中,如直流电动机控制[7]、制造系

统[8]等.

近几年,非齐次马尔可夫跳跃系统的研究已引起
了广泛关注并取得了很多研究成果,其中对马尔可夫
链非齐次特性主要有以下3类假设: 1)文献[9]假设
MTPM为时变有界的,对系统的均方稳定性和随机稳
定性进行了研究; 2)文献[7, 10]假设MTPM在一个多
边形集内取值,分别研究了系统的H∞控制和鲁棒控

制问题; 3)文献[8, 11]假设MTPM分段齐次并且在有
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限集中取值,研究了系统的H∞滤波和H∞控制问题.
这些工作在一定程度上解决了非齐次跳跃系统的建

模及控制问题，然而由于对模态转移概率矩阵的变

化缺乏精确的描述,因此很难得到系统最优控制器.

对跳跃系统而言,如果在一定的采样间隔内
MTPM不变或者变化缓慢,在这种情况下可以认为系
统的MTPM是分段齐次的,即: 在一定时间内MTPM
保持不变,总的时间段上是随时间变化的. 文献[12]
研究了具有时变MTPM的非齐次跳跃系统控制问题,
其中要求对于给定的任意时刻, MTPM都是确定性已
知的. 然而如前文指出,很多情况下实际系统的
MTPM呈现出随机变化的特性. 为了描述跳跃系统中
非齐次MTPM的这种随机变化,本文提出一种双马尔
可夫链模型,即该系统中存在两个马尔可夫链: 低阶
的为非齐次马尔可夫链,表示系统模态的随机跳跃;
高阶的马尔可夫链用于描述系统MTPM的随机变化.
针对该模型,本文研究了系统的线性二次高斯(LQG)
问题:首先,设计基于模态–MTPM的线性最优滤波
器,得到状态的最优估计值;然后,证明对于这种双马
尔可夫链模型,分离定理同样成立;并在此基础上设
计基于模态–MTPM的最优控制器,最后用数值仿真
验证最优控制器的有效性.

符号: Rn为n维向量空间;上标“T”表示矩阵或

向量转置; ∥·∥表示范数; (Ω,F ,P)表示概率空间;
E{·}表示求数学期望; tr(·)表示求矩阵的迹.

2 系系系统统统模模模型型型与与与问问问题题题描描描述述述 (System model and
problem formulation)

2.1 系系系统统统模模模型型型(System model)
考虑离散时间马尔可夫跳跃系统{
x(k+1)=Arkx(k)+Brku(k)+Grkw(k),

y(k)=Crkx(k)+Hrkv(k),
(1)

式中: x(k)∈Rnx为系统状态; u(k)∈Rnu为控制向量;
y(k)∈Rny是测量值; w(k)和v(k)是相互独立的标准

高斯白噪声; Ark , Brk , Crk , Grk和Hrk为适当维数的

矩阵; rk为系统模态,在有限集S1={1, 2, · · · , n1}上
取值,模态转移概率为

P(rk+1=j|rk=i)=πij(k),

其中: πij(k)>0,
∑

j∈S1

πij(k)=1.

πij(k)为模态转移概率矩阵Π(k)的元素.如果对
∀k>0, Π(k)≡Π ,则称该马尔可夫链是齐次的;如果
模态转移概率矩阵是时变的,则称马尔可夫链是非齐
次的,详细可参考文献[8].

本文假设模态转移概率矩阵在有限集内随机取值,
即可以表示为Π(k)=Π(θk),其中θk∈S2={1, 2, · · · ,
n2}是一个马尔可夫链. 当给定时刻k时,模态转移概
率矩阵并不是确定性的,而是依赖于θk随机取值. θk

的转移概率矩阵为Λ=[λij]n2×n2
. θk与rk相互独立.

记Fk=σ{y(t), t, t; t=0, · · · , k}.

2.2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
对于非齐次马尔可夫跳跃系统(1),考虑性能指标

J(u)=
N−1∑
k=0

E{xT(k)Q1x(k)+uT(k)Q2u(k)}+

E{xT(N)V x(N)}, (2)

其中: V和Q1为非负定对称阵, Q2为正定对称阵. 本
文的目标是求最优控制u∗(k),使性能指标J最小.

3 最最最优优优滤滤滤波波波(Optimal filtering)
由于系统含有噪声,故真实状态无法直接获得. 所

以本节目标是设计最优线性滤波器. 考虑系统(1),在
y(k), r(k)和θk已知条件下,设计基于模态–MTPM的
线性滤波器{

x̂(k+1)=Γ (θk)

rk
(k)x̂(k)+∆(θk)

rk
(k)y(k),

u(k)=Ψ (θk)

rk
(k)x̂(k),

(3)

使对于k=0, 1, · · ·, N ,估计方差E∥x̃(k)∥2最小, x̃(k)
=x(k)− x̂(k).

定定定理理理 1 系统(1)的线性最优滤波器可以表示为
x̂e(k+1)=Ark x̂e(k)+Brku(k)+

K(θk)

rk
(k)(y(k)−Crk x̂e(k)),

x̂e(0)=E{x0}=µ,

(4)

式中K(θk)

rk
(k)为滤波增益,满足

K(m)

i (k)=

AiP
(m)

i (k)CT
i (HiH

T
i +CiP

(m)

i (k)CT
i )

−1, (5)

其中P (m)

i (k)满足

P (n)

j (k+1)=∑
m∈S2

∑
i∈S1

π(m)

ij λmn[AiP
(m)

i (k)AT
i −K(m)

i (k)×

(HiH
T
i +CiP

(m)

i (k)CT
i )K

(m)

i (k)T+GiG
T
i ]. (6)

引引引理理理 1 (正交引理) 对于任意i∈S1, m∈S2, k=
0, 1, · · · ,滤波误差x̃e(k)与状态估计x̂e(k), x̂(k)正交,
即 {

E{x̃e(k)x̂
T
e (k)|rk=i,θk=m}=0,

E{x̃e(k)x̂
T(k)|rk=i,θk=m}=0.

(7)

引理1证明见附录. 下面证明定理1.
证证证 定义

P (m)

i (k),E{x̃e(k)x̃
T
e (k)|rk=i,θk=m}. (8)

根据式(4)–(5)和式(8),容易验证式(6)成立.

根据引理1可得

E{∥x̃(k)∥2}=
E{∥x̃e(k)∥2}+E{∥x̂e(k)− x̂(k)∥2}>
E{∥x̃e(k)∥2}=

∑
m∈S2

∑
i∈S1

tr(P (m)

i (k)).
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从上式可以看出,当x̂(k)=x̂e(k)时,估计方差最小,所
以x̂e(k)是最优状态估计. 证毕.

4 最最最优优优控控控制制制(Optimal control)
本节根据系统最优状态估计设计基于系统模

态–MTPM的最优控制器.

引引引理理理 2 对于系统(1),选择u(k)使性能指标(2)
最小的问题,等价于选择u(k)使性能指标

Je(u)=
N−1∑
k=0

E{x̂T
e (k)Q1x̂e(k)+uT(k)Q2u(k)}+

E{x̂T
e (N)V x̂e(N)} (9)

最小, x̂e(k)为最优状态估计.

证明见附录.

定定定理理理 2 考虑指标(2),系统(1)的最优控制量为

u∗(k)=−F (m)

i (k)x̂e(k). (10)

反馈增益矩阵为

F (m)

i (k)=R(m)

i (k)−1BT
i ε

(m)

i (X(k+1), k)Ai,

R(m)

i (k)=Q2+BT
i ε

(m)

i (X(k+1), k)Bi,

其中X (m)

i (k)满足:

X (m)

i (k)=

AT
i ε

(m)

i (X(k+1), k)Ai−FmT
i (k)×

[BT
i ε

(m)

i (X(k+1), k)Bi+Q2]F
(m)

i (k)+Q1. (11)

边界条件为X (m)

i (N)=V . 其中ε运算定义为

ε(m)

i (X(k+1), k)=∑
j∈S1

∑
n∈S2

π(m)

ij (k)λmn(k)X
(m)

i (k+1).

证证证 为简化公式,定义

L(x̂e, u, k)=x̂T
e (k)Q1x̂e(k)+uT(k)Q2u(k),

ỹe(k)=y(k)−Crk x̂e(k),

易验证 {
E{ỹe(k)x̂T

e (k)|rk=i,θk=m}=0,

E{ỹe(k)uT(k)|rk=i,θk=m}=0.
(12)

根据动态规划原理,记κ步以后性能代价为

Je(x̂e(κ), u, κ)=

E{x̂T
e (N)V x̂e(N)|Fκ}+

N−1∑
k=κ

E{L(x̂e, u, k)|Fκ}. (13)

对于k=N−1, · · · , 0,定义

W (x̂e, k)=x̂
T
e (k)X

(θk)

rk
(k)x̂e(k)+

N−1∑
t=k

α(t), (14)

式中

α(t)=
∑
i∈S1

∑
m∈S2

tr[K(m)

i (t)E{ỹ(t)ỹT(t)|rt=i,θt=m}·

KmT
i (t)ε(m)

i (X(t+1), t)].

由式(4)(11)(14)可得:

E{W (x̂e, k+1)|Fk}−W (x̂e, k)=

−L(x̂e, u, k)+∥R(θk)

rk
(k)

1
2 [u(k)+

F (θk)

rk
(k)x̂e(k)]∥2−α(k)+

tr(K(θk)

rk
(k)E{ỹe(k)[2Ark x̂e(k)+2Brku(k)+

K(θk)

rk
(k)ỹT

e (k)]|Fk}KθkT
rk (k)ε(θk)

rk
(X(k+1), k)).

(15)

根据式(12)可得

tr[K(θk)

rk
(k)E{ỹe(k)x̂T

e (k)|Fk}×

AT
rk
ε(θk)

rk
(X(k+1), k)]=∑

i∈S1

∑
m∈S2

tr[K(m)

i (k)E{ỹe(k)x̂T
e (k)|rk=i,θk=m}×

AT
i ε

(m)

i (X(k+1), k)]=0, (16)

tr[K(θk)

rk
(k)E{ỹe(k)uT(k)|Fk}×

BT
rk
ε(θk)

rk
(X(k+1), k)]=0. (17)

另外,易证

tr[K(θk)

rk
(k)E{ỹe(k)ỹT

e (k)|Fk}×
KθkT

rk ε(θk)

rk
(X(k+1), k)]=α(k). (18)

将式(16)–(18)代入式(15)得

E{W (x̂e, k+1)|Fk}−W (x̂e, k)=

−L(x̂e, u, k)+∥R(θk)

rk
(k)

1
2 [u(k)+F (θk)

rk
(k)x̂e(k)]∥2.

将上式从k=κ到N−1求和,得

E{W (x̂e, N)|Fk}−W (x̂e, k)=

N−1∑
k=κ

E{∥R(θk)

rk
(k)

1
2 [u(k)+F (θk)

rk
(k)x̂e(k)]∥2−

L(x̂e, u, k)|Fκ}.

由式(14)知W (x̂e, N)=xT(N)V x(N),并考虑式(13),
整理上式可得

Je(x̂e(κ), u, κ)=

W (x̂e, κ)+
N−1∑
k=κ

E{∥R(θk)

rk
(k)

1
2 [u(k)+

F (θk)

rk
(k)x̂e(k)]∥2}.

由上式及引理2知, u(k)满足式(10)时,系统性能最优.

证毕.

注注注 1 当高阶马尔可夫链θk只有一个取值时,模
型退化为齐次马尔可夫跳跃系统.在这种情况下,由
定理1和定理2可以直接得到齐次马尔可夫跳跃系统
的最优滤波器和最优控制器.

5 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
本节以太阳能锅炉系统为例进行仿真计算,验证
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前文理论分析的有效性.

在太阳能锅炉系统中,如果将空中云层有无定义
为两个模态,则太阳能锅炉系统可建模为二模态的马
尔可夫跳跃系统[12]. 易见,随着天气的随机变化,表
征天空中云层变化的模态转移概率矩阵随之而变.以
第k天的天气状况为例,该天的天气可能在晴朗、阴天
和下雨3个情况中随机取值,且天气变化可通过一马
尔可夫链加以描述. 所以太阳能锅炉系统可以表示为
模态转移概率矩阵在3种情况中随机取值的非齐次马
尔可夫跳跃系统.

假设该跳跃系统参数无云和有云分别为

A1=

(
1.3 0.9

−0.29 0

)
, B1=

(
1.5

0.7

)
, G1=

(
1.2

0.6

)
,

C1=(1.5 0.7), H1=−0.6;

A2=

(
0.9 0.9

−0.45 0

)
, B2=

(
1.2

0.8

)
, G2=

(
1.1

0.5

)
,

C2=(1.5 0.7), H2=0.9.

晴朗、阴天和下雨分别用θk∈{1, 2, 3}表示,天气状况
变化的转移概率矩阵为

Λ=

0.8 0.1 0.1

0.6 0.3 0.1

0.5 0.2 0.3

 .

在晴朗、阴天和下雨条件下,系统模态(rk)的转移概率
矩阵分别为

Π(1)=

(
0.9 0.1

0.9 0.1

)
,

Π(2)=

(
0.5 0.5

0.5 0.5

)
,

Π(3)=

(
0.1 0.9

0.1 0.9

)
.

假设性能指标(2)的权矩阵为

V =

(
2 0

0 2

)
, Q1=

(
1.5 0

0 1.6

)
, Q2=1.

初始条件为x1(0)=20, x2(0)=−15, θ0=1, r0=1.

图1为系统MTPM变化和模态变化的一个样本实
现, MTPM变化对应天气状况的改变,模态变化表示
云层状况. 系统状态x(k)和最优状态估计x̂e(k)的轨

迹如图2所示. 根据定理2,最优控制器在不同的模态
和MTPM下分别对应不同的控制器,控制量见图3.

(a) MTPM θk

(b) 系统模态rk

图 1 系统MTPM和模态的一个样本实现

Fig. 1 A variation of MTPM and a path of modes evolution

(a) 系统状态

(b) 状态估计

图 2 状态和状态估计

Fig. 2 A path of system state and state estimate

图 3 最优控制量

Fig. 3 Optimal control

仿真结果表明,最优滤波器(4)可以有效估计出系
统的状态,最优控制器(10)使系统很快趋于稳定,具有
良好的控制性能.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了具有两个马尔可夫链的非齐次马尔可

夫跳跃系统的控制问题,其中低阶马尔可夫链描述系
统模态的变化,高阶马尔可夫链描述系统模态转移概
率矩阵的变化. 为解决该系统的LQG问题,本文设计
基于模态–MTPM的最优滤波器,得到最优状态估计;
然后验证分离定理并设计了基于模态-MTPM的最优
控制器;最后,数值仿真结果表明了该方法的有效性.
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附附附录录录(Appendix)
本附录包含引理1和引理2的证明.
引理1将用归纳法给予证明.
证证证 1) k=0时,因为x(0)和r0, θ0相互独立, x̂(0)是某一

常量,并且E{x̃e(0)}=0,所以有

E{x̂(0)x̃Te (0)|r0=i,θ0=m}=0.

同理可得

E{x̃e(0)x̂Te (0)|r0=i,θ0=m}=0.

故k=0时式(7)成立.
2) 假设第k时刻式(7)也成立. 即

E{x̃e(k)x̂Te (k)|rk=i,θk=m}=0,

E{x̃e(k)x̂T(k)|rk=i,θk=m}=0.

由于w(k)和v(k)相互独立并且和x̂(k), rk, θk不相关,可得

E{x̃e(k+1)x̂T(k+1)|rk+1=j ,θk+1=n}=∑
m∈S2

∑
i∈S1

λmnπ
(m)

ij [(Ai−K(m)

i (k)Ci) ·

E{x̃e(k)yT(k)|rk=i,θk=m}+

GiE{w(k)yT(k)|rk=i,θk=m}−

K(m)

i (k)HiE{v(k)yT(k)|rk=i,θk=m}]∆(m)T
i (k). (A1)

由第k时刻假设条件,可证对于i∈S1,m∈S2有

E{x̃e(k)yT(k)|rk=i,θk=m}=P (m)

i (k)CT
i , (A2)

另外易得

E{w(k)yT(k)|rk=i,θk=m}=0, (A3)

E{v(k)yT(k)|rk=i,θk=m}=HT
i . (A4)

将式(A2)–(A4)代入式(A1)可得

E{x̃e(k+1)x̂T(k+1)|rk+1=j ,θk+1=n}=∑
m∈S2

∑
i∈S1

λmnπ
(m)

ij [AiP
(m)

i (k)CT
i −K(m)

i (k)×

(CiP
(m)

i (k)CT
i +HiH

T
i )]∆mT(k)=0.

同理可得E{x̃e(k+1)x̂Te (k+1)|rk+1=j ,θk+1=n}=0.
故k+1时刻,式(7)也成立. 由归纳法可知,引理1成立.
证毕.
下面给出引理2的证明:
证证证 考虑到tr(xxT)=tr(xTx),另外由数学期望特性可得

E{xT(k)Q1x(k)}=∑
i∈S1

∑
m∈S2

tr(Q1×E{xT(k)x(k)|rk=i,θk=m}). (A5)

由定理1和定义式(8)可以得到

E{xT(k)x(k)|rk=i,θk=m}=

P (m)

i (k)+E{x̂e(k)x̂Te (k)|rk=i,θk=m}.

将上式代入式(A5),从而式(A5)可以进一步写为

E{xT(k)Q1x(k)}=

E{x̂Te (k)Q1x̂e(k)}+
∑
i∈S1

∑
m∈S2

tr(Q1P
(m)

i (k)). (A6)

同理可证

E{xT(N)V x(N)}=
E{x̂e(N)TV x̂e(N)}+

∑
i∈S1

∑
m∈S2

tr(V P (m)

i (N)). (A7)

将式(A6)–(A7)代入性能指标式(2),并与引理2中公式比较可
得

J(u)= Je(u)+
∑
i∈S1

∑
m∈S2

[tr(V P (m)

i (N))+

N−1∑
k=0

tr(Q1P
(m)

i (k))]. (A8)

由上式可知,其后两项与控制u(k)无关.因此,求u(k)使性能

指标(2)最小的问题等价于求u(k)使引理2中性能指标最小的
问题.

证毕.

作者简介:
张张张高高高生生生 (1988–),男,博士研究生,目前研究方向为随机系统最优

控制, E-mail: zhgsh@mail.ustc.edu.cn;

朱朱朱 进进进 (1978–),男,副教授,目前研究方向为随机系统的滤波与

控制, E-mail: jinzhu@ustc.edu.cn;

谢谢谢宛宛宛青青青 (1982–),女,博士,工程师,目前研究方向随机系统建模,

E-mail: wqxie@ustc.edu.cn;

奚奚奚宏宏宏生生生 (1950–),男,教授,博士生导师,目前研究方向为离散事

件动态系统, E-mail: xihs@ustc.edu.cn.


