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摘要:本文研究了一类具有执行器容错的主动悬架系统有限频率H∞控制问题.运用广义的Kalman-Yakubovich-
Popov(KYP)引理,设计了有限频率H∞控制器. 该控制器不仅能够最大程度地减少路面在4∼8 Hz范围内对乘客的
影响，还能够保证汽车的悬架行程和车轮的动静载之比在它们允许的范围内.因此所设计的有限频率H∞控制器

不仅能够保证汽车驾驶的舒适性还能够保证汽车驾驶的安全性. 为了解决系统状态不完全可测的问题,本文采用
了动态输出反馈控制器策略.除此之外,在控制器的设计过程中还考虑了主动悬架系统的参数不确定性以及执行器
随机故障的现象.最后,本文基于四分之一汽车主动悬架系统验证了控制器的有效性.
关键词: 汽车主动悬架系统;广义Kalman-Yakubovich-Popov(KYP)引理;有限频域H∞控制器;动态输出反馈控制

方法;执行器容错
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Finite frequency H-infinity control for active vehicle suspension systems
subject to actuator faults

ZHENG Xiao-yuan, ZHANG Hao†, WANG Zhu-ping, CHEN Qi-jun
(Academy of Control Science and Engineering, School of Electronics and Information Engineering,

Tongji University, Shanghai 201804)

Abstract: This paper addresses the problem of infinite frequency H-infinity control for active vehicle suspension systems
with actuator faults. The generalized Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) lemma is used to develop an H-infinity controller
in specific frequency. The designed infinite frequency H-infinity controller not only can minimize the disturbances from
road influencing passengers, but also can guarantee the vehicle suspension deflections and relation dynamic tire load in their
allow scopes. It can be concluded that the designed infinite frequency H-infinity controller not only obtains passengers ride
comfort, but also guarantees the constraints of active vehicle suspension systems. The dynamic output-feedback control
approach is used to deal with the problem, which system states are not measured completely. Additionally, the characteristic
of uncertain parameters and actuator faults are considered in controller design process. Finally, based on the quarter-vehicle
active suspension system, simulations are presented to demonstrate the effectiveness of the designed controller in time and
frequency domains.

Key words: active suspension systems; the generalized Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) lemma; finite frequency
H-infinity controller; dynamic output-feedback control approach; actuator faults

1 引引引言言言(Introduction)
随着汽车行业的快速发展,人们对汽车性能的要

求越来越高. 由于汽车悬架系统与汽车驾驶舒适度和
安全性密切相关,因此近些年来汽车悬架系统受到了
越来越多学者的关注[1–5]. 汽车悬架系统可以分为3
类: 被动悬架、半主动悬架和主动悬架. 主动悬架系统
在被动悬架的基础上增加了执行器. 这些执行器是有
源的力发生装置,采用了以力抑力的方法来抵消路面

对车身的扰动.主动悬架系统的性能主要有: 驾驶舒
适度、操纵的稳定性以及悬架行程的限制.这些性能
之间是相互矛盾的. 文献[1]给出了权衡这些性能的方
法. 近些年来,国内外众多学者对主动悬架系统的研
究主要在控制器的设计部分,主要的算法有: 线性二
次型最优控制[2]、H∞控制

[3]、滑模控制[4]及backstep-
ping控制[5]等. 文献[6]分析了这些算法的优缺点并且
总结了汽车主动悬架系统以后的发展.以上所提到的
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研究都是基于状态完全可测的条件下,但是主动悬架
系统的状态完全可测是很难实现的. 文献[7]给出了基
于观测器的输出反馈控制方法. 文献[8]研究了一种动
态输出反馈方法. 除此之外,主动悬架系统由于建模
误差和变化的环境会使得模型带有一定的不确定性,
如果这种不确定性在控制器设计的过程中被忽略,将
会影响控制器的控制效果和可靠性. 为了能够很好的
描述这种不确定性,研究人员们主要运用了以下几种
方法: 自适应方法[5]、Takagi-Sugeno(T–S)模糊化[8]以

及凸多面体[9].

值得注意的是,汽车主动悬架系统只是属于某个
确定的频域段,驾驶舒适度也是在某一个特定频率段
较为敏感. 从ISO2361中可知,人类对4∼8 Hz的垂直
振动是最敏感的. 文献[10]基于状态输出反馈给出了
四分之一汽车悬架系统的有限频率H∞控制器设计算

法. 众所周知,在实际生活中很难实现系统状态的完
全可测. 为了弥补这个不足,文献[11]基于全车主动
悬架系统,在有限频率范围内,给出了动态输出反馈
控制器设计方法. 此外,文献[11]在控制器的设计过
程中还考虑了执行器随机故障的现象.但是,他们在
设计控制器的过程中,都忽略了汽车悬架系统参数的
不确定性. 这就激励了对本文的研究,本文基于参数
不确定的四分之一汽车主动悬架系统在执行器随机

故障的情况下,给出了有限频率动态输出反馈H∞控

制器的设计方法.

2 建建建立立立2自自自由由由度度度的的的主主主动动动悬悬悬架架架系系系统统统模模模型型型(Model-
ing of 2-DoF active suspension system)
2自由度的主动悬架系统如图1所示. M表示簧上

质量即车身质量, m表示簧下质量即轮胎质量, ks是
悬架系统的弹簧系数, cs为悬架系统的阻尼系数, ct表
示充气弹簧的阻尼系统, kt为充气轮胎的刚性系数,
z(t)表示车身位移, zm(t)表示轮胎位移, zor(t)为路面
扰动位移, u(t)表示系统控制力输入.

图 1 2自由度的主动悬架系统

Fig. 1 Model of the 2-DoF active suspension system

根据牛顿第2定理和2自由度的主动悬架系统结构

图,主动悬架系统的理想方程可以写为[10]
Mz̈(t) + cs(ż(t)− żm(t))+

ks(z(t)− zm(t)) = u(t),

mz̈m(t) + cs(żm(t)− ż(t)) + ks(zm(t)− z(t))+

kt(zm(t)− zor(t)) + ct(żm(t)− żor(t)) = −u(t).

(1)

定义以下状态变量:

x1(t) = z(t)− zm(t), x2(t) = zm(t)− zor(t),

x3(t) = ż(t), x4(t) = żm(t).

在本文中,考虑了以下参数不确定的主动悬架系
统模型:

ẋ = (A+∆A(t))x(t) + (B +∆B(t))u(t)+

Bww(t), (2)

其中:

ẋ(t) = [x1(t) x2(t) x3(t) x4(t)]
T,

B = [0 0
1

M
− 1

M
]T, Bw = [0 −1 0

ct
m

]T,

A =



0 0 1 −1

0 0 0 1

− ks
M

0 − cs
M

cs
M

ks
m

−ku
m

cs
m

(cs + ct)

m


,

u(t)是控制器输出, w(t)是路面扰动输入, ∆A(t),
∆B(t)为满足以下形式的模型不确定性[12]:

[∆A(t) ∆B(t)] = D1F (t)[E1 E2 ],

其中: D1, E1和E2是有适当维数且已知的矩阵, F (t)

是未知的时变矩阵,其元素满足Lebesgue可测,且
FT(t)F (t) 6 I .

在设计主动悬架系统的控制器的过程中,不仅要
考虑汽车的舒适性,而且汽车的安全性也是必须要考
虑到的问题.汽车主动悬架系统的安全性主要体现在
如下两个方面:

· 为了使汽车能够一直与地面保持接触,则要求
轮胎与路面间的动载必须小于静载,即要满足:
kt(zm(t)− zor(t)) < (M +m)g.

· 汽车主动悬架系统行程只允许在一定范围内

变化,以避免撞击限位块而对汽车驾驶舒适性和汽车
结构产生破坏,即要满足z(t)− zm(t) < zmax.

为了能够满足主动悬架系统的舒适性和安全性的

要求,本文将系统的输出描述为如下形式:
z1(t) = z̈(t),

z2(t) = [
z(t)− zm(t)

zmax

kt(zm(t)− zor(t))

(M +m)g
]T.

(3)



1138 控 制 理 论 与 应 用 第 34卷

由式(1)–(3),汽车悬架系统的动力学模型可以表
示为如下形式:

ẋ(t) = (A+∆A(t))x(t)+

(B +∆B(t))u(t)+Bww(t),

z1(t) = (C1 +∆C1(t))x(t),

z2(t) = (C2 +∆C2(t))x(t),

y(t) = Cx(t),

(4)

其中: ∆C1(t)和∆C2(t)满足 [∆C1(t) ∆C2(t)] =

D1F (t)[E3 E4],且E3和E4是已知具有适当位数的

矩阵, y(t)是测量输出,

C1 = [− ks
M

0 − cs
M

− cs
M

],

C2 =


1

zmax

0 0 0

0
kt

(M +m)g
0 0

 .

在实际生活中,汽车主动悬架系统的状态是不完
全可测的. 因此,本文采用了动态输出反馈控制器. 其
动力学模型可以描述为 ˙̄x(t) = Āx̄(t) + B̄y(t),

u(t) = C̄x̄(t) + D̄y(t),
(5)

Ā, B̄, C̄和D̄是有适当维数的待设计的矩阵.

值得注意的是执行器在长期的工作当中会出现零

件老化和零点漂移等现象.这些都会影响执行器的性
能.为了能够更好描述这一现象,执行器用以下形式
表示:

ū(t) = ηu(t), (6)

其中η ∈ [ηmin, ηmax]且有ηmin 6 0, ηmax > 1.

注注注 1 如果 η = 0,那么执行器完全不工作;如果 η ∈
(0, 1),那么执行器的输出值减小;如果η = 1,执行器正常工

作;如果η∈(1, ηmax],执行器的值被放大.

执行器容错参数η满足以下条件:
η0 =

1

2
(ηmin + ηmax),

K =
1

2
(ηmax − ηmin)η

−1
0 ,

X = (η − η0)η
−1
0 ,−K 6 X 6 K.

(7)

因此可以得到

η = η0X + η0. (8)

注注注 2 文献[11]对于η ∈ [ηmin, ηmax]中的部分现象是

不能描述的,例如: (ηmin + ηmax)/2,本文采用的执行器随机

故障的描述方法(8)能够描述η ∈ [ηmin, ηmax]中的所有随机

故障现象.

将式(5)代入式(4),定义ζ(t) = [xT(t) x̄T(t)]T,

得到闭环系统方程为
ζ̇(t) = A ζ(t) + Bww(t),

z1(t) = C1ζ(t),

z2(t) = C2ζ(t),

(9)

其中:

A =

[
A+∆A(t)+ηBD̄C ηBC̄+η∆B(t)C̄

B̄C Ā

]
,

Bw = [BT
w 0]T, C1 = [C1 +∆C1(t) 0],

C2 = [C2 +∆C2(t) 0].

定定定义义义 1 如果下面两个条件满足,就说闭环系统
(9)具有有限频率H∞特性:

· 当输入w(t) = 0时,系统渐近稳定;

· 设计控制器使得闭环系统(9)满足如下条件:

sup
wmin6w6wmax

||G(jw)|| < γ, (10)

其中: G(jw)是输入w(t)到输出z1(t)的传递函数, γ表
示扰动抑制系数, wmin和wmax分别表示所关注频率

范围的最小值和最大值.

为了得到闭环系统(9)具有有限频率H∞特性,以
下几个引理被介绍.

引引引理理理 1 P是给定的正定矩阵,不等式Ψ + S

+ST < 0等价于下面的LMI问题[14]:[
Ψ + P − [W ]s ST +WT

∗ −P

]
< 0,

其中[W ]s = W +WT.

引引引理理理 2 针对线性系统(A, B, C, D),对于给定
的对称矩阵Π ,下面两个叙述是等价的[15]:

1) 有限频域不等式:[
G(jw)

I

]T

Π

[
G(jw)

I

]
< 0, w ∈ [wmin, wmax].

2) 存在正定矩阵P和Q满足[
Ψ [P,Q,C,D] [C D]

∗ −I

]
< 0,

其中:

Ψ [P,Q,C,D] =[
A B

I 0

]T [
−Q P + jw̄Q

p− jw̄Q −wminwmaxQ

]
+

[
0 CTΠ12

∗ [DΠ12]s +Π22

]
,

w̄ = (wmin+wmax)/2, Π12, Π22表示矩阵Π的右上块

和右下块.
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引引引理理理 3 对于给定的标量Γ , Λ, Σ,矩阵J满足

ΓJΛ+ (ΓJΛ)T +Σ < 0,当且仅当下面两个条件成
立[15]:

Γ⊥ΣΓ⊥T < 0, ΛT⊥ΣΛT⊥T < 0.

引引引理理理 4 有矩阵Y = Y T, L > 0和E > 0以及矩

阵N满足NTN < I ,下面两个不等式等价[16]:

Y + LNE + (LNE)T < 0,

Y + εLLT + ε−1ETE < 0,

且有ε > 0.

定理1给出了四分之一汽车主动悬架系统有H∞特

性的条件.

定定定理理理 1 给定常数γ > 0, δ > 0, α > 0和σi > 0

(i = 1, 2, · · ·, 5)并且已知动态输出反馈控制器参数Ā,
B̄, C̄以及D̄,如果存在正定矩阵P , R, Q和非奇异矩
阵S满足以下不等式:[S]s Φ12 Φ13

∗ Φ22 Φ23

∗ ∗ Φ33

 < 0, (11)

[
Υ11 Υ12

∗ Υ22

]
< 0, (12)


−I

√
2α(C̃2)i (ET

4 )i 0

∗ −R 0 (DT
1 )i

∗ ∗ − σ5I 0

∗ ∗ ∗ − σ5I

 < 0, (13)

其中:

Φ12 = [STA1 +R ST STBw σ1SA2 0],

Φ13 = [σ2S
TΣ1 0 σ3S

TΣ1 0], E2 = [0 E2Ck],

Ξ22 = −wminwmaxQ+ [A T
1 S]s +Θ22,

Φ22 = diag{−R,−R,−δI,−σ1I,−σ1I},
Φ33 = diag{−σ2I,−σ2I,−σ3I,−σ3I},

Υ11 =


−Q P + jw̄Q− S 0 0

∗ Ξ22 STBw 0

∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ −I

 ,

Υ21 =


STC T STE T

1 0 0 0

0 0 0 ET
4 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 DT
1

 ,

Φ23 =


0 0 0 0 0

E T
2 0 0 0 0

0 0 0 0 0

E T
1 0 0 0 0

 , E1 = [E1 η0E2C̄],

Θ22 =

[
η2
0BBT + 2D1D

T
1 0

0 0

]
, A2 =

[
B

0

]
,

A1 =

[
A+ η0BD̄C η0BC̄

B̄C Ā

]
,

Υ22 = diag{−I,−I,−I,−σ4I,−σ4I},

C = [D̄C C̄], Σ1 = [DT
1 0]T.

那么动态输出反馈控制器(5)使得闭环系统(9)具有有
限频率H∞特性且安全性约束条件可以得到保证.

证证证 根据式(9),系统参数矩阵A , C1和C2可以重

新写为

A =

[
A+ η0BD̄C η0BC̄

B̄C Ā

]
+

[
0 η0∆BXC̄

0 0

]
+[

η0BXD̄C η0BXC̄

0 0

]
+

[
∆A η0∆BC̄

0 0

]
,

C1 = [C1 0] + [∆C1(t) 0] ,

C2 = [C2 0] + [∆C2(t) 0] . (14)

由引理4和式(14),可以得出式(11)–(13)分别等价
于以下不等式:

−[S]Ts STA +R ST STBw

∗ −R 0 0

∗ ∗ −R 0

∗ ∗ ∗ −δI

 < 0, (15)


−P P + jw̄Q− S 0 0

∗ Ω22 STB C1

∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ −I

 < 0, (16)

[
−I

√
2α(C2)i

∗ R−1

]
< 0, (17)

其中Ω22 = −wminwmaxQ+ [A ]s.

首先证明在扰动为零时,系统是渐近稳定的. 由
Shur补引理可得,式(15)等价于−[S]s+STR−1S+

1

δ
STBwBT

wS STA +R1

∗ −R1

<0.

使用引理1,可以得出:
1

δ
STBwBT

wS + STA +

(STA )T < 0. 这个式子可以保证下面的不等式成立:

STA + (STA )T < 0. (18)

根据线性系统理论,可以得出系统是渐近稳定的.

接下来将证明系统有有限频率H∞特性.

为了方便下面的证明,下面将给出一些矩阵定义:

Γ = [−I A Bw 0]T, Λ = [0 I 0 0]T,
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Σ =


−P P + jw̄Q 0 0

P − jw̄Q −wminwmaxQ 0 C1

0 0 −γ2I 0

0 C T
1 0 −I

 .

式(16)等价于

ΓJΛ+ (ΓJΛ)T +Σ < 0. (19)

根据引理3,不等式(19)成立,当且仅当

Γ⊥ΘΓ⊥T < 0, ΛT⊥ΘΛT⊥T < 0. (20)

根据不等式(20)和引理2,闭环系统具有有限频率H∞

特性得以证明. 约束条件的证明过程与文献[10]类似.

综上所述,根据不等式(11)可以使得闭环系统(9)
在w(t) = 0时渐近稳定;闭环系统(9)的有限频率H∞

特性可以通过不等式(12)得到保证;不等式(13)确保
了汽车驾驶的安全性约束条件成立. 值得注意的是定
理1中的不等式是非线性,即不能够用MATLAB的
LMI工具包解出动态输出反馈控制器(5). 为了解决这
个问题,本文进行了如下的变换:

把非奇异矩阵S和它的逆矩阵分别块分解为

S =

[
X Y

U V

]
, S−1 =

[
M G

H L

]
,

且假定U , H为非奇异矩阵. 定义

J1 =

[
X I

U 0

]
, J2 =

[
I M

0 H

]
.

通过以下3步可以解得动态输出反馈控制器参数Ā,
B̄, C̄和D̄,

步步步骤骤骤 1 给出正常数 δ +∆和σi +∆i (i = 1, 2,

· · · , 5).

步步步骤骤骤 2 把 δ和σi (i = 1, 2, · · · , 5)代到不等式
(11)中,然后在不等式 (11)两边分别左乘、右乘R =

diag{JT
2 , J

T
2 , J

T
2 , I, I, I, I, I}和它的转置.进行线性

变换后,运用MATLAB的LMI工具包可以得到动态
输出反馈控制器(5)以及矩阵S和R1.

步步步骤骤骤 3 将解出的动态输出反馈控制器和矩阵S,
R1代入式 (12)–(13),若不等式 (12)–(13)成立,运用
MATLAB优化工具得到最小的扰动抑制参数γ. 若不
等式(12)–(13)不成立,返回第1步.

3 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
为了验证所设计控制器的效果,本节将对四分之

一汽车主动悬架系统进行仿真实验. 仿真所用汽车悬
架系统的参数如表1所示[4]. 假设光滑的路面有一个
独立的包块,那么扰动输入可以描述为

zr(t) =


A

2
(1− cos(

2ΠV

L
t)), 0 6 t 6 L

V
,

0,
L

V
< t,

(21)

其中A和L分别表示包块的高度和宽度.假设A =

50 mm, L=6 m以及汽车的行驶速度为V =35 km/h.

表 1 汽车悬架系统参数
Table 1 Quarter-vehicle suspension parameters

M /kg m/kg ks/(N·m−1)
320 40 18

kt/(kN·m−1) cs/(kNs·m−1) ct/(Ns·m−1)
200 1 10

图2和图3分别给出了车身振动速度和加速度的响
应曲线.为了比较的方便,被动悬架系统,有限频域控
制器作用下的汽车主动悬架系统和全频域控制器作

用下的汽车主动悬架系统均在图中给出.从图2–3中
可以看出有限频率控制器在时域范围内的稳定时间

和对扰动的抑制力与全频域控制器的作用相当,但与
被动悬架系统相比本文设计的汽车主动悬架系统的

稳定时间和动态性能响应峰值都较小.

图 2 车身振动速度响应曲线

Fig. 2 Vibration velocity of vehicle body

图 3 车身振动加速度响应曲线

Fig. 3 vibration acceleration of vehicle body

图4为扰动对车身振动速度的频率响应曲线.从
图4中可以清楚得到在4∼8 Hz范围内有限频域控制器
比全频域控制和被动悬架系统对扰动的抑制作用都
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有很好的作用,且有限频域控制器可以很好地抑制由
于车身引起的频率峰值.

图 4 车身振动加速度的频率响应

Fig. 4 Frequency response of sprung mass

图 5 悬架行程响应

Fig. 5 Suspension spaces of wheel

图 6 轮胎动静载之比

Fig. 6 Relation dynamic tire load

在主动悬架系统控制器的设计过程中,悬架行
程、车轮动静载之比和控制力输出范围都应考虑在

内.从图5中可以看出,主动悬架系统的悬架行程小于
悬架行程要求的最大值∆y = 0.2 m. 从图6中可以得
到,车轮的动载和静载之比小于1即车轮的动载小于
静载. 图7描述了主动悬架系统控制器的输出曲线,

从中可以得到输出力也小于其允许的范围umax =

5000 N.因此主动悬架系统的安全约束以及控制力约
束也能得到满足. 综上所述,所设计的主动悬架系统
不仅能够提高汽车驾驶的舒适性,还能够保证汽车驾
驶的安全性.

图 7 执行器输出力

Fig. 7 Power of the actuator

4 结结结束束束语语语(Conclusions)
本文研究了一类参数不确定和传感器容错的主动

悬架系统的控制问题.通过采用广义的KYP引理所设
计的控制器可以抑制路面扰动对乘客在4∼8 Hz内的
影响.考虑到状态不能够完全可测的情况,本文采用
了一个动态输出反馈控制器来解决这个问题.运用设
计的控制器,汽车驾驶安全性的时域限制条件也得到
了保证. 仿真例子验证了设计控制器的有效性.
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