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摘要:提出一种新的投资决策方法并应用到矿山投资实践中去是本文的研究核心. 该方法以净现值为目标函数,以价
格预测及成本评估为中心,综合应用了模糊区间数灰色预测方法和几何布朗运动随机过程理论.首先,给出了模糊数到
区间灰数的转换方法,然后,采用对区间序列上、下限分别预测的思路建立了模糊区间数灰色预测模型,并给出了模型
精度的检验标准.接着,通过路径矩阵、组合实验、可视化比较及人工分析的方法得到了合理的布朗运动系数值完成了
成本预测. 最后,结合一个铜矿投资项目,分别应用所提出的模糊区间灰色模型及几何布朗运动理论对价格和成本进行
了预测和模拟,成功地实现了金属矿山风险投资的评估并形成了可行性的决策参考.
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Abstract: The core of this paper is to put forward a new method of investment decision-making and apply it to the
practice of mine investment. Taking the net present value as the objective function and the prediction of price and cost as
the center, the method has combined the fuzzy interval grey prediction method with the geometric Brown motion stochastic
process together. The transformation method of fuzzy number to interval grey number is given firstly. Then, the grey interval
prediction model is established based on the idea of forecasting the upper and lower limits of interval sequence respectively.
To obtain operating cost, key Brownian motion coefficients are obtained by path matrix, combination experiment, visual
comparison and manual analysis. Finally, through a copper investment project, the proposed method based on fuzzy interval
GM(1, 1) prediction model and Brownian motion stochastic process theory is used to predict the metal price and operating
costs successfully. As a result, risk assessment of metal mine is realized and feasible decision-making is formed.
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1 引引引言言言

矿业投资具有较高风险,资金消耗巨大,投资失效
不可挽救,若能够提出较为合理的风险评估与决策模
型,对于指导资源有效配置、降低矿业投资风险将具
有重要意义.在不确定的物理环境与经济环境下,项

目决策与评估面临的主要挑战是如何处理资金投入

的不确定性问题.矿山投资的不确定性是投资风险的
主要来源[1],主要表现为输入变量的不确定性,包括
价格、成本、品味、折现率以及其他扰动变量;这些变
量往往是互相耦合的、非线性的. 因此,为做出正确有
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效的投资决策,需要深入分析和评估各种不确定因素,
识别和量化那些最可能导致风险的因素,建立切实有
效的风险评估与决策模型,才能更好的指导矿山投资
决策.

决策理论及研究方法,比较成熟和应用较为广泛
的有现金流量方法[2–3]、决策树[4–5]、蒙特卡洛模

拟[6–7]和实物期权[8–9]方法. 这些理论或方法已经广泛
应用到了矿山的投资决策中. 譬如, Dimitrakopoulos
R使用蒙特卡罗技术去量化矿石品味与吨位等地质属
性不确定的参数[10]. 李松青等给出了基于延迟实物期
权的矿业投资决策模型[11]. 也有文献采用随机方法解
决参数不确定性的问题的,如均值回归过程[12]. 关于
此类方法的研究与实现,见诸于不少文献,不再列举.
它们一个共同的特点是离不开大量历史数据或统计

理论的支撑,数据量的多少,统计方法是否恰当对于
决策成败起着关键作用,比如线性回归方法,为确定
回归过程参数,需要大量的历史数据并进行复杂的回
归分析,对于小数据贫信息无能为力.

大数据技术的发展促进了基于大样本的统计决策

理论的发展,但是当决策参数个数较多,耦合关系较
为复杂时,分析难度与计算复杂度也随之增大.对于
某些决策参数,可以获得的数据量并不能达到统计
学30个以上的要求,譬如5年内的劳动力成本数据. 劳
动力成本变化主要体现在工资的调整上,虽有调整但
频率不高,可资统计分析的数据量并不是很大.如果
数据量达不到统计学要求的30个以上,很难让人信服
决策结论是有效的. 故而,基于统计理论的决策方法
有时显得极为无奈.

转而思考小样本为基础的决策方法. 与小样本有
关的科学而系统的研究理论,比较成熟的是我国邓聚
龙教授提出的灰色预测理论[13],它仅需要少量几个数
据便可完成精确的预测,已经在工业、农业、能源、军
事、交通上获得了广泛的应用. 该理论的基础是灰数
及基于灰数的计算,需要将所有决策数据进行灰化处
理. 实际上许多决策参数均具有灰色特点,往往表现
为一个区间形式,灰色理论称其为区间灰数. 遗憾的
是关于区间灰数序列预测的研究成果并不多见.主要
有Zeng B等提出的基于中心点的三角加权白化权函
数预测法[14],曾祥艳提出的基于累积法的振荡序列模
糊区间预测法[15],但均未考虑实际模糊数向区间灰数
的转换方法,实用性值得商榷. 文献[16–17]分别给出
了区间灰数的表征与算法改进,区间灰数建模的包络
带思想,但均未给出区间灰数预测的具体步骤,更未
提出模糊数向区间灰数的转换思路. Gligoric等[18]采

用灰色GM(1, 1)模型和模糊区间理论相结合的方法对
锌矿投资决策进行了研究,但其于最小二乘法的模型
参数获取方法值得商榷,在对数据预处理时进行了简
单的均值和方差计算,值得借鉴.

在本文中,笔者将区间灰数理论与模糊理论相结
合,并基于GM(1, 1)预测模型,力求探索出一种采矿
投资预测与决策的新思路. 其次,笔者采用经典可靠
的净现值(net present value, NPV)方法设计评价决策
的目标函数,因为NPV是项目盈利能力的首选标准,
反映了对所有者权益的净贡献. 其次,在采矿项目启
动之前,也经常通过计算NPV来对其评估[19]. 研究内
容组织如下:

1) 首先,给出一种模糊数的区间灰值表示方法,
提出三角模糊数向区间灰值变换的转换公式并给以

理论证明.

2) 然后,对预测方法的影响因素进行分类研究.
一类以产品价格为代表的影响因素,可以采用灰色理
论进行预测,将区间预测转变为对其上、下限的分别
预测;另一类以成本为代表的影响因素,可以采用布
朗运动进行模拟,而正确给定布朗运动的参数是模拟
成败的关键.本文在理论模型的基础上,通过组合仿
真实验方法给出了漂移系数与浮动系数的合理值.

3) 最后,结合一个铜矿风险投资项目,分别应用
模糊区间GM(1, 1)预测模型和几何布朗运动随机过程
理论对金属价格和运营成本进行了预测和模拟,并将
预测或模拟结论应用到决策目标函数中去,实现了金
属矿山的风险投资评估.

2 理理理论论论体体体系系系

包括模糊区间的形成过程,区间值的运算法则,模
糊区间值GM(1, 1)预测模型,通过组合参数及轨迹可
视化确定几何布朗运动关键系数的方法.

2.1 模模模糊糊糊区区区间间间的的的形形形成成成

给出模糊区间的形成过程与运算法则.

定定定理理理 1 模糊数可以表示为区间值形式.

文献[20–21]给出了定理的证明,并且指出具有λ

水平Ãλ = [aλ, bλ], λ ∈ [0, 1]的模糊数Ã概率均值的

区间值为E(Ã)=[
w 1

0
aλλ,

w 1

0
bλλ],如图1所示. 这就

是模糊数可以采用区间值表示的思想.

图 1 λ水平截集与模糊数

Fig. 1 Cut set with λ level and fuzzy number
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模糊数可以表示成区间值形式,如定理2.

定定定理理理 2[22] 模糊数可以表示为可能性均值的区

间值形式.

Carlsson和Fuller指出模糊数Ã可能性均值的区间

值形式为E(Ã) = [E∗(Ã), E∗(Ã)],即

[E∗(Ã), E∗(Ã)] = [2
w 1

0
λaλdλ, 2

w 1

0
λbλdλ]. (1)

基于定理2,进一步提出三角模糊数向模糊区间转
换的公式并给出证明.

定定定理理理 3 设Â=(a2, α, β)为三角模糊数,中心为
a2,左宽α > 0,右宽β > 0,如图1所示,则模糊区间
数可能性低值为a2 − α/3,可能性高值为a2 + β/3.

证 由图1易知

∆oa1a2 ∼ ∆ca1a
λ, ∆oa2a3 ∼ ∆dbλa3,

故存在关系
1

λ
=

α

aλ − (a2 − α)
, (2)

1

λ
=

β

(a2 + β)− bλ
. (3)

式(2)→ aλ = a2 − (1− λ)α,式(3)→ bλ = a2+

(1− λ)β,则模糊集的λ(λ ∈ [0, 1])水平可计算如下:

Ãλ =
[
aλ, bλ

]
= [a2 − (1− λ)α, a2 + (1− λ)β] ,

(4)
则

E∗(Ã) = 2
w 1

0
λaλdλ = a2 −

α

3
, (5)

E∗(Ã) = 2
w 1

0
λbλdλ = a2 +

β

3
, (6)

因此
E(Ã) = [E∗(Ã), E∗(Ã)]

= [a2 −
α

3
, a2 +

β

3
]. (7)

证毕.

2.2 区区区间间间值值值运运运算算算法法法则则则

包括加、减、乘、除[23–24]和微分运算[25–26].
法则 1(数乘) 对于区间值A = [a, ā], a, ā ∈ R,

∀k > 0,有
k · [a, ā] = [k · a, k · ā], (8)

且∀k < 0,有
−k · [ā, a] = [−k · ā,−k · a]. (9)

法则 2(加减) 任给 [a, ā]和 [b, b̄], a, ā, ∈ R, b, b̄
∈ R,有

[a, ā] + [b, b̄] = [a+ b, ā+ b̄],

[a, ā]− [b, b̄] = [a− b̄, ā− b].
(10)

法则 3(乘除) 任给[a, ā]和[b, b̄], a, ā,∈ R, b, b̄ ∈
R,有

[a, ā]× [b, b̄] = [min(ab, ab̄, āb, āb̄),

max(ab, ab̄, āb, āb̄)], (11)

[a, ā]÷ [b, b̄] = [min(
a

b
,
a

b̄
,
ā

b
,
ā

b̄
),

max(
a

b
,
a

b̄
,
ā

b
,
ā

b̄
)]. (12)

法则 4(微分) 给定Hukuhara可微函数f : [a, b]×
U → U满 足f ′(t0) = [f ′

l (t0), f
′
u(t0)], t0∈ [a, b]. 对

于区间值微分方程y′ = f(t, y(t)), y(t0) = y0,有
y′
l(t) = fl(t, y(t))

y′
u(t) = fu(t, y(t))

yl(t0) = yl0

yu(t0) = yu0.

(13)

式(13)中: y(t) ∈ U , y(t) = [yl(t), yu(t)], y0 = [yl0,
yu0].

2.3 模模模糊糊糊区区区间间间值值值GM(1, 1)预预预测测测模模模型型型
区间灰数矩阵的求逆运算理论仍没有突破,致使

区间灰数研究步履维艰,成果不多. 虽然区间上、下限
间接预测法受到诟病,因为可能会出现预测区间上限
小于下限的情况,造成预测区间的动态翻转. 然而,纠
结于上、下限的动态翻转没有任何意义.因为笔者所
关心的并非上、下限的变化趋势而是整个区间范

围(长短)的动态变化,况且区间序列预测和实数序列
预测并不是一个概念. 笔者的思路是采用灰色区间
上、下限预测法,同时得到两个预测时间响应序列,即
区间上限预测序列和区间下限预测序列,如图2所示,
并以这两个序列为基础构建预测序列. 实线为原始区
间序列的一阶累加生成序列(1st order accumulating
generation operator, 1–AGO)序列,虚线为预测区间序
列的 1–AGO序列. 区间预测模型的预测程序包含7个
步骤,如第2.3.1节所示.

图 2 区间值的上、下限预测序列
Fig. 2 Prediction sequences of upper interval limit and lower

interval limit
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2.3.1 预预预测测测程程程序序序

步骤 1 建立模糊区间数原始数据序列

X(0) = {[x(0)
l (i), x(0)

u (i)]|i = 1, 2, · · · , n}. (14)

步骤 2 生成1–AGO序列

X(1) = {[x(1)
l (i), x(1)

u (i)]|i = 1, 2, · · · , n}, (15)

其中:

x
(1)
l (i) =

i∑
j=1

x
(0)
l (i), x(1)

u (i) =
i∑

j=1

x(0)
u (i).

步骤 3 将对X的预测转变为对其上、下限xu(t),
xl(t)的分别预测. 转变为对白化微分方程组

dx(1)
l (t)

dt
+ alx

(1)
l (t) = bl,

dx(1)
u (t)

dt
+ aux

(1)
u (t) = bu

(16)

的求解. 首先,通过最小二乘法求取[al, bl]和[au, bu]:

⊗
[
ai

bi

]
= ⊗([BTB]−1BTY ), (17)

其中: ⊗表示区间灰数, i = l, u且

⊗B =



−1

2
(x

(1)
i (1) + x

(1)
i (2)) 1

−1

2
(x

(1)
i (2) + x

(1)
i (3)) 1

...
...

−1

2
(x

(1)
i (n− 1) + x

(1)
i (n)) 1


,

⊗Y = [x
(0)
i (2) x

(0)
i (3) · · · x

(0)
i (n)]T,

则区间灰数的发展系数为a = [al, au],灰色作用向量
为b = [bl, bu].

步骤 4 根据区间值运算准则 4判断X(1)(t) =

[x
(1)
l (t), x(1)

u (t)]的可微性,若满足Hukuhara可微,则
有如下微分方程组

ẋ
(1)
l (t) = bl − aux

(1)
u (t),

ẋ(1)
u (t) = bu − alx

(1)
l (t),

x
(1)
l (1) = x

(0)
l (1),

x(1)
u (1) = x(0)

u (1),

(18)

求得预测时间响应式

x̂
(1)
l (t) =

1

2
(x

(0)
l (1)− aux

(0)
u (1)

√
alau

+
bl√
alau

− bu
al

)×

e(t−1)
√
alau − bu

al

+
1

2
e−(t−1)

√
alau ×

(x
(0)
l (1) +

aux
(0)
u (1)

√
alau

− bl√
alau

− bu
al

), (19)

x̂(1)
u (t) =

1

2
(x(0)

u (1)−
x
(0)
l (1)

√
alau

au

+
bu√
alau

− bl
au

)×

e(t−1)
√
alau − bl

au

+
1

2
e−(t−1)

√
alau ×

(x(0)
u (1) +

x
(0)
l (1)

√
alau

au

− bu√
alau

− bl
au

). (20)

步骤 5 计算得到区间值预测值序列

X̂(1)(i) = [x̂
(1)
l (i), x̂(1)

u (i)], i = 2, 3, · · · , n.

步骤 6 计算得到区间值还原值序列

X̂(0)(i) = [x̂
(0)
l (i), x̂(0)

u (i)], i = 2, 3, · · · , n.

公式如下:{
⊗ X̂(0)(1) = ⊗X(0)(1),

⊗ X̂(0)(i) = ⊗X̂(1)(i+ 1)−⊗X̂(1)(i).

(21)

遵循区间灰数的减法运算法则.
步骤 7 模糊区间值GM(1, 1)预测模型精度校验.

灰色理论中经常用到的校验公式有

· ε(i) = ⊗̃X(0)(i)− ⊗̃X̂(0)(i);

· |ε(i)| = |⊗̃X(0)(i)− ⊗̃X̂(0)(i)|;

· ∆(i) = |ε(i)| × 100/⊗̃X(0)(i)%;

· s1 =

√√√√ n∑
i=1

(⊗̃X(0)(i)− ⊗̃X̄(0)(i))2

n− 1
;

· s2 =

√√√√ n∑
i=1

(∆(i)− ∆̄(i))2

n− 1
.

其意自明,不再赘述.

2.4 几几几何何何布布布朗朗朗运运运动动动理理理论论论

2.4.1 布布布朗朗朗运运运动动动方方方程程程

与未来运营成本有关的不确定性因素可以由布朗

运动模拟,它是一种特殊的随机过程. 使用伊藤随机
微分方程刻画的连续时间过程去描述运营成本的变

动,通过引入干扰项dz = ε(t)
√

dt,表示为随机微分
方程的形式

dx(t) = a(x, t)dt+ b(x, t)dz, (22)

其中: z表示维纳过程,其中ε(t)是标准正态随机变量,
对于t′ ̸= t′′, ε′(t)与ε′′(t)不相关.

由于任何时间的成本都在某种程度上依赖于以前

的成本,即有

S(k + 1) = u(k)S(k), k = 1, 2, · · · , n− 1, (23)
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其中S(k)表示时间k的成本. 随机变量u(k)既独立于

S(k),也相互独立,即u(i)与u(j)相互独立, i, j ∈ [1,

n− 1]且i ̸= j. 将式(23)定义为倍数模型,两边取对
数得

lnS(k + 1) = lnS(k) + lnu(k). (24)

借助伊藤过程,可将其扩展为连续时间模型[27],其形
式为

d lnS(t) = vdt+ σdz, (25)

其中: v是常数, σ为波动系数,这样方程的右边为一个
常数和零均值的正态随机变量相加的形式,整体上表
现为正态随机变量. 由于

d lnS(t) =
dS(t)
S(t)

, (26)

引入漂移系数µ = v +
1

2
σ2,这样式(25)转换为

dS(t)
S(t)

= (µ− σ2

2
)dt+ σdz. (27)

此为标准的几何布朗运动随机过程,本质上是一个随
机微分方程. 式中第1项表示成本的期望值,第2项表
示影响期望的随机因素.

连续的时间价格过程可以通过取一系列的小段时

期,然后一期一期地往前推移进行模拟. 将dz = ε(t)√
dt代入式(25)后,然后对式(25)离散化,得

lnS (tk+1)− lnS (tk) =

(µ− σ2

2
)∆t+ σε(tk)

√
∆t, (28)

求得S(tk+1) = S(tk) · e(µ−
σ2

2 )∆t+σε(tk)
√
∆t,

S(t0) = S0.
(29)

式(29)描述了成本随时间变化的几何布朗运动过程.

布朗运动路径可以采用矩阵表示,建立一个m行

n列矩阵,每1行代表1条路径. 表示如下:

C = [Cj
i ] =



C1
1 C1

2 · · · C1
i · · · C1

n

C2
1 C2

2 · · · C2
i · · · C2

n

...
...

...
... · · ·

...
Cj

1 Cj
2 · · · Cj

i · · · Cj
n

...
...

...
...

...
...

Cm
1 Cm

2 · · · Cm
i · · · Cm

n


.

该矩阵的建立对于确定恰当的漂移系数与浮动系数

是非常必要的. 由于笔者将用它表示成本的变化过程,
矩阵中符号采用C(cost)表示.

2.4.2 漂漂漂移移移与与与波波波动动动系系系数数数确确确定定定

生产资料价格的波动,劳动力成本的变化,国家税
收杠杆的调节,地方政府的政策导向,替代产品产量

与价格的波动,均会造成铜矿开采成本发生变化,致
使成本在总体均衡的基础上存在一定程度的波动,虽
然不会出现剧烈波动的现象.正确给定布朗运动的参
数是成本模拟成败的关键.笔者通过组合仿真实验方
法分析得出漂移系数与浮动系数的合理值.

通过改变式(29)所示布朗运动的漂移系数µ与波

动系数σ,得到不同系数组合下的布朗运动的随机路
径. 重复模拟100次,得到100条路径,记录在路径矩
阵C = [c]1009 中, 9行100列,横维代表价格变化的模拟

路径,纵维代表价格变化的未来时间,不妨设为2017
∼ 2025共计9年. 将路径矩阵可视化表示,如图3所示.

(a) µ = 0.00, σ = 0.00

(b) µ = 0.01, σ = 0.01

(c) µ = 0.01, σ = 0.02
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(d) µ = 0.01, σ = 0.05

(e) µ = 0.01, σ = 0.10

(f) µ = 0.02, σ = 0.01

(g) µ = 0.05, σ = 0.01

(h) µ = 0.10, σ = 0.01

图 3 漂移系数与波动系数组合分析
Fig. 3 Combination analysis of drift and relocation

coefficients

1) 初值取S0 = S(2017) = 1.2元/kg. 因为前5年
处于项目成长期,政府给于减息免税的优惠政策,给
以1200元/ t为中心的成本波动是合理的.

2) µ = 0.00, σ = 0.00,见图3(a),成本既不波动,
也不漂移,保持恒值,这是一种理想情况.

3) µ=0.01, σ = 0.01,见图3(b), 9年成本上涨约
0.2元/kg,随着经济不断增长,以及消费水平的提高,
成本也会随着增长,但是0.2元/kg的增长量有点太小
了.

4) µ = 0.01, σ = 0.02,见图3(c),成本波动幅度
比图3(b)图大了约1倍,但也只有约0.4元/kg的波动幅
度,与中国经济发展的速度相比,还是稍小了一些.

5) µ = 0.01, σ = 0.05,见图3(d), 9年后成本波
动幅度接近1元/kg,与成本现值1.2元/kg相比,增幅约
0.7 ∼ 0.8元/kg.

6) µ = 0.01, σ = 0.10,见图3(e),成本波动幅度
远远超过1元/kg,在市场竞争较为残酷的经济环境中,
成本快速上涨意味着企业减产,失业率增大.

7) µ = 0.02, σ = 0.01,见图3(f),成本虽稍有漂
移,但波动较小,不符合实际情况.

8) µ = 0.05, σ = 0.01,见图3(g),成本漂移较大,
波动较小,不符合实际情况.

9) µ = 0.10, σ = 0.01,见图3(h),成本漂移过大,
有快速上涨的趋势,不符合实际情况.
经权衡分析, µ = 0.01, σ = 0.05参数组合可以

作为一种较为合理的参数选项.这里只是给出了一种
选择参数的方法,不是绝对最优的参数组合,但可通
过不断观察和专家评判来获得更优的参数组合.

3 投投投资资资决决决策策策

某矿山企业发现高品位铜矿,计划投资开采,但需
要巨额投资,考虑到目前市场行情波动不定,一致认
为风险巨大,可能会出现多年不能回收成本而导致资
金链断裂,致使企业破产的严重后果.在目前经济形
式下,为最大程度规避风险,争取到了政府5年内免税
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减息的优惠条件,现决定投资1亿元人民币,规划铜矿
年采量100 000 t,建设期历时3年,第4年投产并于投

产后5年内实现赢利. 与项目决策有关的基本参数已
经列在表1中了,要求进行可行性评估,给出决策参考.

表 1 基本参数
Table 1 Basic parameters

铜矿年采量/t 精矿金属含量/% 金属品味/% 采矿回收率/%
100 000 [47, 52] [4.2, 5.0] [75, 80]

初始投资总额/百万元 运营成本现值/(元· kg−1) 漂移系数(µ) 波动系数(σ)
[80, 120] 1.20 0.01 0.05

布朗运动仿真次数 铜矿建设准备时间/年 成本回收时间/年 折现率/%
100 3: 2017 ∼ 2019 5: 2020 ∼ 2024 [6, 10]

图 4 参数评估与投资决策实施思路
Fig. 4 Thinking in parameter evaluation and investment decision-making

3.1 评评评估估估依依依据据据

在限定的生命周期内,项目评估包括收入评估与

成本评估. 采用期望净现值标准

E(NPV|Q,P,G,M,C, I, r, t) > 0, (30)
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式中:

· Q,铜矿年产量,单位: t /年.

· P ,铜单价,单位: 元 / kg.

· G,品味,单位: %.

· C,成本,单位: 元 / kg.

· I ,总投资额,约1亿元.

· r,折现率,单位: %.

· t,时间,单位: 年.

严格上,参数往往具有一个参数窗口,而由上界与
下界定义的区间灰数具有表示参数的结构特征,所以
应该是参数较为合理的表示形式. 如果投产n(n 6 5)

年后,使得净现值

E(NPV) = WHT(
n∑

i=1

⊗Ryi −⊗Cyi

1 +⊗ri
−⊗I) > 0

(31)

成立,则认为金属矿山投资项目是可行的,可以计划
投资开采. 式(31)中函数WHT(·)表示取白化值.

参数评估与投资决策的实施思路如图4所示. 首
先,对原始价格数据进行模糊化区间化处理,转变成
区间灰数,然后利用2011年至2016年的铜价数据建立
区间灰数预测模型,分析模型的精度,并用它来预测
2020年至2024生产年的价格变化趋势,得到总收益.
同时,对铜矿的单位开采成本运用几何布朗运动进行
模拟得到模拟路径,然后,进行模糊化区间化处理得
到2020年至2024年的年运营成本,累计得到总成本.
最后,将收益和成本代入净现值目标函数(31),形成最
终决策.

无论是搜集到的金属历史价格数据,还是布朗运
动模拟得到的成本变化数据均不能直接用于区间值

GM(1, 1)预测模型,必须对其进行处理和变换,然后
转换成区间灰数的形式. 下面给出包括三角模糊变换
和模糊区间数转换的数据处理策略.

3.2 数数数据据据处处处理理理策策策略略略

3.2.1 模模模糊糊糊化化化处处处理理理

参数的不确定性表现为模糊性,影响决策的风险
因素均有随机性,表现为概率密度序列:

{Pi ∼ f(µi, σi), i = 1, 2, · · · , n}, (32)

式中: µi表示均值, σi表示方差, n表示矿山服务年限.
从大数定律可知,价格变化近似服从正态分布.

然后,根据定理1,对价格进行模糊化处理,即将Pi

参数的不确定性用一个三角模糊数(a1i, a2i, a3i)来模
拟,对上述概率分布取约95%的置信区间,有

a1i = µi − 2σi, a2i = µi, a3i = µi + 2σi. (33)

其下界a1i与上界a3i分别从5%分布的下界和上界得
到, a2i表示希望最大值,等于分布的平均值.

3.2.2 区区区间间间数数数转转转换换换

基于定理3,将价格Pi的三角模糊数序列(a1i, a2i,
a3i)转换成区间数序列:

Pi ∼ {[Plj, Puj]} = {[a2i −
αi

3
, a2i +

βi

3
]}. (34)

由图1知

αi = a2i − a1i = µi − (µi − 2σi) = 2σi,

βi = a3i − a2i = (µi + 2σi)− µi = 2σi.

3.3 价价价格格格预预预测测测

按照模糊区间GM(1, 1)预测理论,对铜金属价格
进行拟合和预测. 给出铜金属历史价格的拟合公式,
并验证拟合精度.接着,以此公式为基础,对未来铜金
属价格进行预测. 步骤详述如下:

1) 首先,进行数据搜集、整理,完成价格到三角模

糊数的转换及到模糊区间数的变换.将近5年(2012 ∼
2016)的金属铜价格,以月为单位均值化处理后,填入

表2. 然后,依次计算出年价格均值µi及标准差σi, i =

2012 ∼ 2016. 按照式(33)进行三角模糊化处理,得到
三角模糊数(a1i, a2i, a3i),对应隶属度如图5所示. 然
后,依据式(34)转换成模糊区间数:

⊗P (0) = {[Pl
(0), Pu

(0)]} =

{[45.236, 52.056], [40.836, 50.188], [41.154,
47.074], [43.381, 46.197], [45.279, 49.699]}.

图 5 2012∼2016年铜金属价格的三角模糊数表示
Fig. 5 The triangular fuzzy numbers of copper metal prices

from year 2012 to 2016

2) 计算序列P (0)的1–AGO序列:

⊗P (1) = {[Pl
(1), Pu

(1)]} =

{[45.236, 52.056], [86.072, 102.244], [127.226,

149.318],[170.607,195.515],[215.886, 245.214]}.
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表 2 2012 ∼ 2016年金属铜的历史价格处理与变换(fpi → TFNi → INTi),价格模拟及其精度分析
Table 2 Processing and transformation (fpi → TFNi → INTi), simulating and error analyzing of the

historical copper prices based on fuzzy interval-valued GM(1, 1) model from year 2012 to 2016

年份
月份

2012 2013 2014 2015 2016
备注

1月 49.952 52.635 44.110 45.315 46.273 资料来源: 第1铜网http://www.cu168.com;
数据已做均值化预处理.

价格波动的主要影响因素包括:
1) 国家能源政策;
2) 国家税收;
3) 劳动力成本;
4) 国家有色金属政策;
5) 信贷利率;
6) 竞争性金属市场;
7) 管理水平;
8) 市场经济环境.

2月 49.473 50.801 42.655 44.301 46.506
3月 50.492 45.510 48.370 44.535 47.013
4月 50.854 47.505 46.970 46.205 47.917
5月 48.712 46.600 44.385 45.219 48.095
6月 49.771 44.650 44.877 45.712 48.739
7月 49.435 47.250 45.101 44.068 48.781
8月 50.013 46.105 44.055 44.876 48.739
9月 50.146 46.255 44.370 45.698 49.150
10月 49.003 45.710 44.959 45.246 48.479
11月 49.525 46.355 45.900 45.691 49.452
12月 50.021 45.472 45.459 46.238 49.575

fpi 概率密度

µi 49.783 47.071 45.101 45.258 48.226 1)均值;
σi 1.705 2.338 1.480 0.704 1.105 2)标准差.

TFNi 三角模糊数

a1i = µi − 2σi 46.373 42.395 42.141 43.85 46.016

fi ∼ N(µi, σi) =⇒

TFNi ∼ (a1i, a2i, a3i)

a2i = µi 49.783 47.071 45.101 45.258 48.226
a3i = µi + 2σi 53.193 51.747 48.061 46.666 50.436

αi = βi 3.410 4.676 2.960 1.408 2.210

INTi ∼ ⊗P
(0)
i = [P

(0)
li , P

(0)
ui ] 区间值序列

TFNi =⇒ ⊗P
(0)
i = [a2i −

ai

3
, a2i +

βi

3
]P

(0)
li 45.236 40.836 41.154 43.381 45.279

P
(0)
ui 52.056 50.188 47.074 46.197 49.699

P̂
(0)
li 45.236 37.552 37.292 37.025 36.752 区间灰数预测序列:

P̂
(0)
ui 52.056 51.384 52.758 54.123 55.478 ⊗P̂

(0)
i = [P̂

(0)
li , P̂

(0)
ui ],

⊗̃P
(0)
i 48.646 45.512 44.114 44.789 47.489 ⊗̃P

(0)
i = (P

(0)
li + P

(0)
ui )/2, λ = 0.5白化值,

⊗̃P̂
(0)
i 48.646 44.468 45.025 45.574 46.115 ⊗̃P̂

(0)
i = (P̂

(0)
li + P̂

(0)
ui )/2, λ = 0.5白化值,

εi 0.000 1.044 –0.911 –0.785 1.374 εi = ⊗̃P
(0)
i − ⊗̃P̂

(0)
i .

|εi| 0.000 1.044 0.911 0.785 1.374

∆i 0.000 2.293 2.065 1.752 2.893 ∆i = |εi| × 100/⊗̃P
(0)
i %,

s1 1.8987 序列{⊗̃P
(0)
i , i = 2012 ∼ 2016}的标准差,

s2 0.5096 序列{∆i, i = 2012 ∼ 2016}的标准差,
rstd 0.2684 比值 s2/s1.

3) 根据式(17)利用最小二乘方法,求取GM(1, 1)
预测模型的发展系数a和灰色作用量b,结果如下:

⊗
[
a

b

]
=

[
[al, au]

[bl, bu]

]
=

[
[−0.0367, 0.0050]

[37.9393 49.0326]

]
.

4) 将[a, b]代入式(19),得区间下限时间响应:

x̂
(1)
l (t) =

−1336.038 + 1380.4 cos(0.013546(t− 1)) +

2783.6 sin(0.013546(t− 1)), (35)

代入式(20),得到区间上限的时间响应:

x̂
(u)
l (t) =

7587.860− 7551.7 cos(0.013546(t− 1)) +

3745.0 sin(0.013546(t− 1)). (36)
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对t取离散时间点i = 1, 2, · · · , n,则得区间模拟值:

P̂
(1)
l (i+ 1) =

−1336.038 + 1380.4 cos(0.013546i) +

2783.6 sin(0.013546i),

P̂ (1)
u (i+ 1) =

7587.860− 7551.7 cos(0.013546i) +

3745.0 sin(0.013546i),

其中: P̂ (1)
l (1) = P

(1)
l (1), P̂ (1)

u (1) = P (1)
u (1). 因此,还

原值为

P̂
(0)
l (1) = P

(0)
l (1),

P̂ (0)
u (1) = P (0)

u (1),

P̂
(0)
l (i+ 1) =

37.833 cos(0.013546i)− 18.443×
sin(0.013546i), i = 1, 2, · · · , n,
P̂ (0)

u (i+ 1) =

50.036 cos(0.013546i) + 102.637×
sin(0.013546i), i = 1, 2, · · · , n,

i = 1为 2013年的索引值, i = 2为 2014年的索引值,
依次类推. 2012年至2016年价格的变化趋势如图6所

示. 价格区间P
(0)
i = [P

(0)
li , P (0)

ui ]的下限值序列P
(0)
li 和

上限值序列P
(0)
ui 之间的区间表示原始价格所有可能的

取值.区间P̂
(0)
i = [P̂

(0)
li , P̂ (0)

ui ]的下限值序列P̂
(0)
li 和上

限值序列P̂
(0)
ui 之间的区间表示模拟价格所有可能的取

值.

图 6 2012 ∼ 2016年铜金属价格区间值上、下限的变化趋势
Fig. 6 Variation tendencies of copper metal’s raw and

simulative prices from year 2012 to 2016

5) 最后,通过计算出原始灰色区间的白化序列

⊗̃P (0) = {48.646, 45.512, 44.114, 44.789, 47.489}

与模拟灰色区间的白化序列

⊗̃P̂ (0) = {48.646, 44.468, 45.025, 45.574, 46.115}

之间的残差,得到残差序列{εi, i = 1 ∼ 5},绝对误差
序列{|εi|}与相对误差序列{∆i},并绘制于图7中. 可
见残差的绝对值和相对值均具有较小的数值,说明对
金属价格的模拟精度是较为理想的. 其次,通过比较
序列{⊗̃P

(0)
i }的标准差s1与序列{∆i}的标准差s2,并

计算出比值rstd = s2/s1 = 0.2684 < 0.35. 文献[17]
指出,当该比值小于0.35时,预测效果可评级为“优
秀”. 这验证了GM(1, 1)模型具有较高的模拟精度.

图 7 2012 ∼ 2016年铜价格模拟残差及其相对误差
Fig. 7 Absolute and relative residual error of copper metal

prices from year 2012 to 2016

6) 预测出 2020年至 2024年每年的价格均值.由

⊗P̂ (0)(i+1) = [P̂
(0)
l (i+1), P̂ (0)

u (i+1)](i = 8, 9, 10,

11, 12),得到2020 ∼ 2024年金属价格的预测值序列:

{⊗P̂ (0)(i+ 1), i = 8, 9, · · · , 12} =

{[35.591,60.792], [35.285,62.094],
[34.972,63.384], [34.652, 64.662],

[34.327, 65.929]}.

分析预测数据,发现区间预测序列的上限值与下限值
有逐年加大的趋势,这正反应了未来价格变化的不确
定性. 而且上限序列值的增速与下限序列值的减速均
不强烈,反应了预测模型的稳健性.

3.4 收收收入入入预预预测测测

Gligoric给出了一种金属精矿年收益的计算公
式[17]

Ry = Q · P · (rc − rm) ·G ·M /rc, (37)

其中: rc表示精矿金属含量,单位: %; rm表示金属回
收率,单位: %; M表示采矿回收率,单位: %;且式中

rc − rm =

rc − 0.08, (rc − 0.08)/rc 6 0.85,

0.85, (rc − 0.08)/rc > 0.85.

(38)
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需要指出的是,以上公式中的所有参数除年产量Q外

均为模糊区间数,比如采矿回收率可表示为M =

[Ml,Mu],下标l表示区间下限,下标u表示区间上限;
再如金属回收率表示为rm = [rml, rmu],等等.

由表1知精矿金属含量rc = [0.47, 0.52],采矿回
收率M = [0.75, 0.80],金属品味G = [0.042, 0.05],

铜矿年采量Q = 100 000 t,则利用式(37)和式(38)计
算出2020 ∼ 2024每年收入预测区间值Ry,并将结果
填入表3中:

Ry =

{[84.085, 217.300], [83.361, 221.952], [82.621,
226.563], [81.866, 231.133], [81.097, 235.660]}.

表 3 2020 ∼ 2024生产年矿山收入值
Table 3 Annual revenue of the copper mine from year 2020 to 2024

年份 2020 2021 2022 2023 2024

P̂
(0)
i /(元· kg−1) [35.591, 60.792] [35.285, 62.094] [34.972, 63.384] [34.652, 64.662] [34.327, 65.929]
Ry/百万元 [84.085, 217.300] [83.361, 221.952] [82.621, 226.563] [81.866, 231.133] [81.097, 235.660]

表 4 2017 ∼ 2025年成本的布朗运动模拟值及其转换: fci → TFNi → INTi

Table 4 Simulation and its transformation of costs from year 2017 to 2025 (fci → TFNi → INTi)

2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025

模拟节点1 1.1662 1.0960 1.1546 1.1288 1.2400 1.2590 1.2367 1.0977 1.1087
模拟节点2 1.1909 1.2473 1.3068 1.3086 1.3080 1.3757 1.4020 1.4031 1.3578
模拟节点3 1.1946 1.1824 1.1242 1.2436 1.2073 1.2560 1.2046 1.1679 1.0935

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

模拟节点98 1.1539 1.1546 1.2123 1.1681 1.0585 1.0668 1.1362 1.1008 1.1875
模拟节点99 1.1981 1.1604 1.1906 1.2772 1.2764 1.2537 1.4521 1.5353 1.5886
模拟节点100 1.1365 1.1498 1.1390 1.1823 1.1290 1.1956 1.2848 1.3286 1.3701

fci ∼ N(µi, σi)

µi 1.2031 1.2136 1.2455 1.2535 1.2660 1.2743 1.2838 1.2985 1.3229
σi 0.0606 0.0816 0.1023 0.1166 0.1323 0.1416 0.1512 0.1662 0.1755

TFNi ∼ (a1i, a2i, a3i)

a1i = µi − 2σi 1.0820 1.0503 1.0409 1.0203 1.0015 0.9910 0.9815 0.9660 0.9719
a2i = µi 1.2031 1.2136 1.2455 1.2535 1.2660 1.2743 1.2838 1.2985 1.3229

a3i = µi + 2σi 1.3242 1.3769 1.4502 1.4866 1.5305 1.5576 1.5861 1.6310 1.6739
αi = βi 0.1211 0.1633 0.2046 0.2331 0.2645 0.2833 0.3023 0.3325 0.3510

INTi = ⊗C
(0)
i = [C

(0)
li , C

(0)
ui ]

C
(0)
li (元· kg−1) 1.1627 1.1592 1.1773 1.1757 1.1779 1.1799 1.1830 1.1877 1.2059

C
(0)
ui (元· kg−1) 1.2435 1.2680 1.3137 1.3312 1.3542 1.3687 1.3846 1.4093 1.4399

3.5 成成成本本本预预预测测测

正确给定布朗运动的参数是成本预测成败的关键.
本文在理论模型的基础上,通过组合仿真实验方法给
出了漂移系数与浮动系数的合理组合µ = 0.01, σ =

0.05. 在考虑运营成本现值S0 = 1.2元/kg的前提下,
执行100次模拟,对得到的2017 ∼ 2025年成本的布朗
运动模拟路径可视化,使用MATLAB绘制于图8. 可
以看出运营成本总体趋势向上漂移,中心线斜率约
为0.0313,拟合直线方程为y = 0.0313x+ 1.2,由图
可知2024年比现值上涨约0.25元,是1个比较合理的
上涨幅度,随着采矿机械化自动化水平的提高,总体

运营成本增幅减缓.但在短期内会随着市场未知因素
的影响呈现一定幅度的波动,图8中上拟合包络线y =

0.0837x+ 1.33和下拟合包络线y = −0.0125x+ 1

之间的部分给出了成本的波动区间. 然后,将这100条
模拟路径节点数据填入表4中.

然后,依次计算出年成本均值µi及标准差σi, i =
2017 ∼ 2025. 按照式(33)进行三角模糊化处理,得到
三角模糊数(a1i, a2i, a3i),对应隶属度如图9所示. 然
后,依据式(34)转换成模糊区间数:

⊗C(0) = {[Cl
(0), Cu

(0)]} =
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{[1.1627, 1.2435], [1.1592, 1.2680], [1.1773,
1.3137], [1.1757, 1.3312], [1.1779, 1.3542],

[1.1799, 1.3687], [1.1830, 1.3846], [1.1877,

1.4093], [1.2059, 1.4399]}.

将该模糊区间数及计算过程中得到的样本均值、标准

差和三角模糊数一并记录于表4中.

图 8 µ = 0.01, σ = 0.05, S0 = 1.20组合参数下的布朗运动对成本的100条模拟路径
Fig. 8 100 simulation paths of Brown motion under the combination of parameters µ = 0.01, σ = 0.05 and S0 = 1.20 on costs

from year 2017 to year 2025

图 9 2017 ∼ 2025年模拟成本的三角模糊数表示
Fig. 9 The triangular fuzzy numbers of cost simulated by

Brown motion from year 2017 ∼ 2025

因为年规划总开采量为Q = 100 000 t,而开采每
吨铜矿所需运营成本为⊗C(0),所以年运营成本计算
公式为

⊗Cy = Q · ⊗C(0) = Q · {[Cl
(0), Cu

(0)]}. (39)

将Q值及 2020 ∼ 2024年运营成本的预测值序列
{[1.1757, 1.3312], [1.1779, 1.3542], [1.1799, 1.3687],
[1.1830, 1.3846], [1.1877, 1.4093]}代入公式(39)得到
上述5个生产年的运营成本序列:

⊗Cy = {[117.574, 133.115], [117.786, 135.420],

[117.988, 136.874], [118.303, 138.456],

[118.766, 140.932]}.

将结果记录于表5中.

表 5 2020 ∼ 2024生产年矿山运营成本值
Table 5 Operation cost of mine from year 2020 to 2024

2020 2021 2022 2023 2024

Cy/百万元 [117.574, 133.115] [117.786, 135.420] [117.988, 136.874] [118.303, 138.456] [118.766, 140.932]

3.6 形形形成成成决决决策策策

在实际评估分析过程中,很少将折现率r视为定

值,除货币的时间价值外,还要考虑风险等附加因素,
因此折算系数1 + r表现为一个逐年增大的数值序列.
不妨将2020 ∼ 2024年的折算系数定义为

⊗r= [rl, ru] = {[1.01, 1.06], [1.12, 1.20],
[1.20, 1.30], [1.30, 1.42], [1.40, 1.55]}.

为便于计算,将其记录于表6中. 则每年现值按公式

⊗PVi =
⊗Ryi −⊗Cyi

1 +⊗ri
, i = 1, 2, 3, 4, 5 (40)

计算得到,填入表格6中,单位为“百万元”.

根据式(31)计算出2020年至2024年每年的净现值,
单位均为“百万元”.

··· 2020年度净现值为
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表 6 2020 ∼ 2024生产年的折现现金流
Table 6 Discounted cash flow of mine from year 2020 to 2024

2020 2021 2022 2023 2024

Ry/百万元 [84.085, 217.300] [83.361, 221.952] [82.621, 226.563] [81.866, 231.133] [81.097, 235.660]
Cy/百万元 [117.574, 133.115] [117.786, 135.420] [117.988, 136.874] [118.303, 138.456] [118.766, 140.932]
Ry − Cy [−49.030, 99.726] [−52.059, 104.166] [−54.253, 108.575] [−56.590, 112.830] [−59.835, 116.894]
折现系数 [1.01, 1.06] [1.12, 1.20] [1.20, 1.30] [1.30, 1.42] [1.40, 1.55]
现值/百万元 [−48.544, 98.739] [−46.481, 93.005] [−45.210, 90.479] [−43.530, 86.792] [−42.739, 83.496]

⊗NPV2020 = [NPVl
2020,NPVu

2020] =

1∑
i=1

⊗Ryi −⊗Cyi

1 +⊗ri
−⊗I =

[−48.544, 98.739]− [80, 120] =

[−168.54, 18.739],

其白化值为

⊗̃NPV2020 = λNPVl
2020 + (1− λ)NPVu

2020

取λ = 0.5,得净现值的均值白化值

⊗̃NPV2020 = −74.9025.

··· 按照相同的方法求出2021 ∼ 2024年的净现值

⊗NPV2021 = [−215.030, 111.740],

⊗NPV2022 = [−260.235, 202.223],

⊗NPV2023 = [−303.765, 289.015],

⊗NPV2024 = [−346.500, 372.510].

同样,得到λ = 0.5时的均值白化值,依次为

⊗̃NPV2021 = −51.6405,

⊗̃NPV2022 = −29.006,

⊗̃NPV2023 = −7.375,

⊗̃NPV2024 = 13.0035.

变化趋势如图10所示.

图 10 2020 ∼ 2024生产年净现值的变化趋势

Fig. 10 Variation tendency of annual NPV from 2020 to 2024

从图10可以看出,在目前经济形式下,及政府5年
内免税减息的优惠条件下,投资1亿元人民币,实现铜
矿年采量100 000 t,并于第5生产年开始赢利是可以实
现的. 在决策过程中,综合考虑了铜矿年产量、铜矿金
属品味、采矿回收率、精矿金属含量、市场价格的变

化、运营成本的波动、货币的时间价值以及折现率的

波动等多种因素.综合采用了GM(1, 1)预测理论和布
朗运动模拟机制,实现了以NPV为目标函数的投资决
策.

结合对铜矿山建设项目进行投资的研究案例[28],
计算得到层次分析法–逼近理想解排序方法(analytic
hierachy process–technique for order preference by
similarity to an ideal solution, AHP–TOPSIS) 组合模
型下的预测值(图10). 发现AHP–TOPSIS组合方法对
于未确知因素考虑不全面会导致预测序列的较大波

动,给出了第4年开始出现盈利的结论,而本文所提出
的方法第5年开始盈利,相对比较保守.但两种方法给
出的决策结论是一致的,即投资开采是可行的.

3.7 决决决策策策优优优势势势

文中给出的决策理论及方法具有较为明显的特征

或优势,突出表现为以下几个方面:

1) 采用了灰色GM(1, 1)预测理论,仅需要至少4
个数据便能完成对关键决策参数的模拟及预测,而传
统的统计方法至少需要30个有效数据.

2) 采用了模糊区间化理论,实现了所有参数的模
糊区间化转换,给出了具有波动特征参数的系统决策
方法,增强了决策的适应性与模型的稳健性.

3) 采用了几何布朗运动的随机性特征实现了对
项目运营成本的变化模拟,对成本浮动及波动路径给
出了简单而形象的可视化描述.

4) 更易于与人工智能优化算法,如蚁群算法、人
工蜂群算法相结合,通过优化GM(1, 1)预测模型的结
构及参数达到提高预测精度的目的.

4 结结结论论论

研究成果主要包括3个方面,总结如下:

1) 给出了一种模糊数采用区间灰值表示的方法.
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以此为基础,提出了一种新颖的模糊区间GM(1, 1)预
测理论,它将较难实现的模糊区间变化趋势的预测转
换成了对区间上、下限变化趋势的分别预测,巧妙绕
过了采用灰数矩阵求逆理论对区间变化趋势的直接

预测,而灰数矩阵求逆目前还没有切实可行的实现方
法.

2) 采用了布朗运动随机运动实现了对项目运营
成本变化规律的模拟,而正确给定布朗运动方程式中
的参数是成本预测成败的关键.本文在理论模型的基
础上,通过组合仿真实验方法,对成本的浮动和波动
路径给出了简单而形象的可视化描述,进而确定了漂
移系数与浮动系数的合理组合.

3) 以铜矿投资决策为例,给出了的金属矿山投资
决策的系统理论与实施方法. 在决策过程中,综合考
虑了铜矿年产量、铜矿金属品味、采矿回收率、精矿

金属含量、市场价格的变化、运营成本的波动、货币

的时间价值以及折现率的波动等多种因素.综合采用
了GM(1, 1)预测理论和几何布朗运动模拟机制,实现
了以NPV为目标函数的投资决策.
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