
第 36卷第 4期
2019年 4月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 36 No. 4
Apr. 2019

基基基于于于微微微分分分平平平滑滑滑的的的四四四旋旋旋翼翼翼运运运输输输系系系统统统轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪控控控制制制

梁 晓†, 胡欲立
(西北工业大学航海学院,水下航行器研究所,陕西西安 710072)

摘要: 四旋翼系绳运输系统是一种具有8个自由度和4个控制输入的欠驱动、强耦合、多变量的非线性系统.为建
立系统模型,将系统解耦为双质点系绳连接子系统和四旋翼姿态控制子系统,基于广义拉格朗日方程推导出系统的
动力学模型. 然后利用微分平滑理论证明了系统是以载荷位置和四旋翼偏航角为平滑输出的微分平滑系统.进而
在等式限制条件下对平滑输出轨迹进行规划,获得前馈开环控制律.为抑制系统扰动并使跟踪误差收敛于原点,利
用微分平滑特性推导出动态内反馈控制器. 仿真实验验证了所提方法的有效性.
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Abstract: A quadrotor with a cable–suspended load is considered, which has 8 degrees of freedom and 4 degrees con-
trols. This system is decoupled into 2 subsystem: quadrotor attitude control subsystem and double points link subsystem.
Based on Lagrange equation, dynamical model is obtained. The quadrotor-load system is proved to be a differential flat
system with the load position and the quadrotor yaw serving as the flat outputs. Trajectory in the output space is planed
with equality constraints. Then open loop control law is obtained. In order to depress system disturbances and ensure the
trajectory errors converge to origin, a nonlinear controller which is named endogenous dynamic feedback is conducted.
Simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言

四旋翼飞行器作为一种便捷的航空运输工具,在
军用和民用领域具有重要应用前景. 比如物资补给,
应急救援,快递投送等. 目前,亚马逊、谷歌以及国内
的顺丰都已经实施无人机快递项目. 它可以有效解决
偏远地区配送问题,提高配送效率,减少人力成本. 但
由于运输可靠性和飞行安全性方面面临的困难,目前
这些项目都还处于小范围试用阶段. 因此,设计稳定
可靠的四旋翼运输控制系统具有重要的理论和应用

价值.

四旋翼运输系统具有欠驱动、强耦合、非线性的

特点,近年来针对该类系统的控制进行了大量研究.
文献[1]为飞行器设计了一种抓取装置,研究结果验证

了四旋翼运输载荷的可行性,但是抓取装置将载荷与
飞行器固连后,载荷的附加惯性会影响飞行器姿态操

作的灵活性. 一种替代的方法是使用绳取代抓取装置,

当绳系于飞行器质心时,载荷的质量与飞行器姿态控
制解耦,这种结构保证了飞行器在完成运输任务的同
时不影响其姿态操作性能.文献[2]把运输系统等效
为2个转动关节和1个移动关节的组合进行建模,然后
将轨迹跟踪问题转化成互补约束条件下的数学优化

问题,使用二次规划算法获得最优解. 但这种算法耗
时较长且对控制硬件性能要求高. 文献[3]基于欧
拉–拉格朗日方法研究了载荷振荡情况下四旋翼运输
系统的动力学特性,并设计了一种滑动模块控制器,

对模型不确定性和载荷振荡有较好的鲁棒性,但载荷
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的振荡仅限于小范围内.文献[4]将四旋翼系绳运输系
统进行分解,利用系统的微分平滑性建立子系统之间
状态的映射关系,在二维平面内推导出几何非线性控
制律,但推导的控制律结构复杂,对模型精度要求较
高. 微分平滑方法利用原非线性系统的微分结构,将
状态空间映射到低维的平滑输出空间,使设计的控制
律结构更简单,同时避免了大量的运算,因此本文基
于这种方法设计四旋翼运输系统轨迹跟踪控制律.

微分平滑方法是处理欠驱动非线性系统的有效方

法,它由Fliess及其合作者在1980年研究2个控制系统
等价时首次提出[5]. 该方法主要应用于两方面: 一是
系统轨迹生成和优化. 文献[6]针对高超声速滑翔飞行
器再入滑翔过程中的轨迹优化问题,提出一种基于微
分平滑理论的数值方法,将初始优化问题转换到平滑
输出空间中,避免积分运算的同时降低了设计维度.
文献[7]基于微分平滑方法研究了多约束条件下四旋
翼无人机轨迹规划问题,把输入空间高维规划问题转
化为输出空间低维规划问题,降低了直接求解最优控
制问题的难度;二是提供了非线性系统的反馈线性化
方法. 如果一个非线性系统是微分平滑的,那么它可
通过一种称为“内反馈”(endogenous feedback)的特
殊动态反馈实现线性化[8]. 文献[9]研究了升力式再入
飞行器控制问题,基于系统的微分平滑特性将原非线
性模型转换为二阶线性模型,然后基于极点配置设计
了误差反馈控制律.文献[10]针对吸气式高超音速飞
行器的强耦合性和非线性特点,利用微分平滑方法对
飞行器模型进行线性化,设计了状态反馈控制律,实
现轨迹跟踪控制.

本文首先根据运输系统物理特点,将系统分解为
双质点连接子系统和四旋翼姿态控制子系统,基于广
义拉格朗日方程建立了系统动力学模型. 在此基础上,
引入微分平滑的定义,证明了本系统是微分平滑的,
并推导出平滑输出的显式表达.在等量约束下,对平
滑输出进行规划,得到开环控制律.为抑制系统扰动
并使跟踪误差收敛,利用平滑输出进行变量代换,推
导出内反馈控制律,实现原非线性系统的反馈线性化.
最后,针对典型运输轨迹进行仿真,仿真结果验证了所
提方法在四旋翼运输系统轨迹跟踪控制中的有效性.

2 系系系统统统模模模型型型建建建立立立

四旋翼系绳运输系统由四旋翼飞行器、系绳和运

输载荷组成,如图1.

数学模型的推导基于以下假设:

1) 四旋翼飞行器是四轴对称结构,其质心位于两
轴交叉点;

2) 绳悬挂点为四旋翼质心;

3) 绳的重量忽略不计;

4) 绳不可伸缩;

5) 绳上张力大于0.

图 1 四旋翼系绳运输系统

Fig. 1 A quadrotor with a cable suspended load

由于绳系于四旋翼质心,绳上拉力相对四旋翼质
心的转动力矩为零. 四旋翼绕质心的姿态运动不受绳
转动影响.整个运输系统可以分解为四旋翼姿态控制
子系统Σ1和双质点系绳连接子系统,四旋翼姿态运动
涉及地面坐标系F n和机体坐标系F b,其动力学模
型[11]为

JQΩ̇ +Ω × JQΩ = M, (1)

其中: Ω ∈ R3是四旋翼转动角速度在F b系下的描述,
JQ ∈ R3×3是四旋翼在F b系下的惯性矩阵, M ∈ R3

是力矩矢量.

系统的控制力来自于4个螺旋桨的旋转,设u1∈R3

表示飞行器合升力,方向沿zb轴,其数学定义参考文
献[12]. 在子系统Σ2中, u1为唯一的控制输入,控制质
心平动和系绳转动.设u1投影到地面系的力为uo,则

uo = [uox uoy uoz ]
T = Qu1, (2)

其中Q ∈ R3×3为四旋翼姿态旋转矩阵.

以子系统Σ2质心O为原点,建立与地面坐标系同
向的运动系Ox′y′z′,如图2. 其中: mq,ml分别为飞行

器和运输载荷质量, l1, l2分别是飞行器与载荷到质心
的距离. 当系绳张紧时,系统质心位于绳上某点(位置
可根据质心定义求得).

图 2 双质点系绳连接子系统

Fig. 2 Double points subsystem linked with a cable
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对子系统Σ2,在绳张紧的情况下(T > 0),它的自
由度为5. 选取广义坐标q(x, y, z, α, β),其中: X =

[x y z ]T ∈ R3是质心O在地面系中的位置坐标,
α是绳在x′Oy′平面的投影与Ox′轴正向的夹角, β是
绳与Oz′轴正向的夹角.

注注注 1 选取系统质心位置相较于选择XL, XQ位置作

为研究对象,可以有效地将子系统Σ2的平动和转动解耦.简

化了动力学方程,方便后续系统的分析.

当选取质心O为参考点时, mq,ml的重力相对O

点的力矩大小相等,方向相反,彼此抵消. 绳绕O点的

转动力矩由uo产生.

下面根据拉格朗日方程建立子系统Σ2动力学模

型. 首先写出系统的拉格朗日函数

L =
1

2
mẊTẊ +

1

2
I[(sin β)2(α̇)2 + (β̇)2]−

mgXTe3, (3)

其中: m = ml +mq表示系统的总质量; I是绕质心
的转动惯量,且I = mql

2
1 +mll

2
2 = mll2l; e3为重力

方向单位矢量,且e3 = [0 0 −1]T. 其次,根据广义
力矩定义,求得外力uo对α, β的广义力矩为{

τα = (−uoxSα + uoyCα)l1Sβ,

τβ = (uoxCαCβ + uoySαCβ − uozSβ)l1,
(4)

其中: Sx表示sin x, Cx表示cos x,代入拉格朗日动力
学方程,得子系统Σ2关于广义坐标的微分方程如下:

mẌ −mge3 = uo,

Iα̈ = τα,

Iβ̈ = τβ.

(5)

联立式(4)–(5)得

Ẍ =
1

m
uo + ge3,

α̈ =
−uoxSα + uoyCα

mqlSβ

− 2α̇β̇Cβ

Sβ

,

β̈ =
uoxCβCα+uoySβCα−uozSβ

mql
+ α̇2SβCβ,

(6)

式(6)即为双质点系绳连接子系统Σ2的动力学微分方

程,求出X与α, β后,载荷的运动轨迹为

XL =

xl

yl

zl

 =

x− l2SβCα

y − l2SβSα

z − l2Cβ

 . (7)

四旋翼的运动轨迹为

XQ =

xq

yq

zq

 =

x+ l1SβCα

y + l1SβSα

z + l1Cβ

 . (8)

由于四旋翼姿态控制已在相关文献中进行了讨论,
如文献[12],所以子系统Σ1的控制不是本文研究重点.
本文控制的目的是设计合适的uo,使子系统Σ2悬挂载

荷跟踪期望轨迹. uo的方向对应四旋翼的俯仰角和横

滚角, uo的大小通过式(2)反映到四旋翼的合升力u1

上,形成整个系统的闭环控制.

3 控控控制制制系系系统统统设设设计计计

3.1 微微微分分分平平平滑滑滑

微分平滑的定义[13]如下:

定定定义义义 1 对于系统

ξ̇ = f(ξ, u), (9)

其中: 状态变量ξ ∈ Rn,控制输入u ∈ Rm, f是光滑向
量场. 如果存在变量g = [g1 g2 · · · gm] ∈ Rm,由下
面形式的方程给出:

g = h(ξ, u̇, · · · , u(r)), (10)

使原系统状态变量ξ和控制输入u均可以由g下面的形

式(g及g的导数)得到{
ξ = ϕ(g, ġ, · · · , g(q)),
u = α(g, ġ, · · · , g(q)),

(11)

其中h, ϕ, α是光滑函数. 则称原系统是微分平滑的(简
称平滑),且g称为平滑输出.

上面的定义给出了原系统在新变量gi(i=1, · · · ,
m)下的描述,描述方程为(11). 定义表明平滑系统的
状态变量和控制输入均可表示成平滑输出及其有限

阶导数的函数. 反过来,平滑输出也可表示成原系统
状态变量和控制变量及其有限阶导数的函数.需要注
意的是, g的维度与原系统独立控制变量的维度相
同(均为m).

微分平滑是对原系统在微分同胚意义下的动态扩

展,扩展后的系统其维度小于原系统.平滑输出可以
看成是从原系统状态空间到低维空间的映射,映射
由ϕ, α给出.平滑性提供了一种控制系统轨迹的相对
容易的方法,即将系统状态变量的控制要求转换成对
平滑输出的控制要求.

定定定理理理 1 由模型(6)决定的系统是微分平滑的,且
其平滑输出为XL.

证证证

步步步骤骤骤 1 设系绳上张力为T (T为矢量,且T =

[Tx Ty Tz ]
T),在地面系,对ml应用牛顿第2定律有

T = ml

 ẍl

ÿl

z̈l + g

 . (12)

根据假设(5), T所在方向即绳的方向,因此, 2个方位
角α, β可以根据下式求得:
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β = arccot(
z̈l + g√

(ẍl)
2
+ (ÿl)

2
), (13)

α = arctan(
ÿl
ẍl

), (14)

上式表明, α, β可以表示成ẌL的函数.

步步步骤骤骤 2 下面寻找状态X关于XL的函数. 首先,
设对T进行归一化后得到的单位矢量为T ∗,则

T ∗ = [T ∗
x T ∗

y T ∗
z ]

T =

[
Tx√

T 2
x +T 2

y +T 2
z

Ty√
T 2
x +T 2

y +T 2
z

Tz√
T 2
x +T 2

y +T 2
z
]T.

(15)

根据几何关系有

X = XL + l2T
∗. (16)

将式(12)(15)代入式(16),即得到系统质心位置关于
XL和ẌL的表达式.

步步步骤骤骤 3 控制力uo与X的二阶导数有关,对X求

二阶导数得

Ẍ =

 ẍl

ÿl
z̈l

x
(3)
l

y
(3)
l

z
(3)
l

x
(4)
l

y
(4)
l

z
(4)
l


 l2d2 + 1

2l2d1
l2d

−0.5
0

 , (17)

其中d0, d1, d2是关于XL及其导数的标量函数.

根据质心的运动方程有

uo = m(Ẍ − g · e3), (18)

因此,控制力uo也可表示成ẌL, X(3)
L , X(4)

L 的函数.

综上,模型(6)表示的系统中,状态变量与控制输
入均可由XL及其导数表示. 其次,由式(7)可知, XL可

表示成状态变量的函数. 因此根据定义1系统是微分
平滑的,且XL是其平滑输出. 证毕.

式(17)–(18)描述了控制力uo与XL及其导数的关

系,可用于设计系统开环控制律.需要说明的是,平滑
输出并不一定对应实际的物理含义,它可能是某个虚
拟变量. 只是在本系统中,载荷位置坐标正好满足既
是实际系统输出又是平滑输出.

注注注 2 整个四旋翼运输系统也是微分平滑的,平滑输

出为(XL, ψ), ψ为飞行器偏航角,参考文献[14].

3.2 运运运动动动规规规划划划

微分平滑将系统状态空间映射到输出空间. 对一
条期望的状态演化曲线和控制曲线,在微分同胚的意
义下对应一条平滑输出曲线.这意味着只要规划一条
满足初末时刻系统状态要求的输出曲线,原系统的控
制曲线就可以从平滑输出直接得到,而不用求解原微
分方程[15–16].

设原系统在[t0, tf ]时间内的状态曲线ξ(t0)→ξ(tf)

映射到平滑输出空间为g(t0) → g(tf). 在平滑空间,

对m个平滑输出参数化定义如下:

gi(t) = ζi(ξ(t)) =
N∑
j=1

ai,jλj(t), (19)

其中: λj(t)是基函数, ai,j为待求系数. 式(19)将无限
维空间寻找函数的问题转化成确定有限个参数值.给出
初末时刻边界条件后,这等效于求解下面的方程[13–14]:[

Λ(t0)

Λ(tf)

]
A =

[
ḡ(t0)

ḡ(tf)

]
, (20)

其中:

Λ(t0) =


λ1(t0) λ2(t0) · · · λn(t0)

...
...

...
λ
(k)
1 (t0) λ

(k)
2 (t0) · · · λ(k)

n (t0)

 ,

Λ(tf) =


λ1(tf) λ2(tf) · · · λn(tf)

...
...

...
λ
(k)
1 (tf) λ

(k)
2 (tf) · · · λ(k)

n (tf)


是基函数在t0, tf时刻0到k阶导数值组成的矩阵;

A = [ai,1 ai,2 · · · ai,n ]
T

是n维列向量;

ḡ(t0) =


g(t0)

...
g(k)(t0)

 , ḡ(tf) =


g(tf)

...
g(k)(tf)


是输出轨迹在t0, tf时刻0到k阶导数的期望值.

下面以子系统Σ2平滑输出xl为例说明这一过程.
要控制系统从起飞点Xt0(x0, y0, z0, α0, β0)到降落点

Xtf (xf , yf , zf , αf , βf),边界条件满足

xl(t0) = x0 − l2 sin β0 cos α0,

xl(tf) = xf − l2 sin βf cos αf ,

x
(1)
l (t0) = x

(2)
l (t0) = x

(3)
l (t0) = x

(4)
l (t0) = 0,

x
(1)
l (tf) = x

(2)
l (tf) = x

(3)
l (tf) = x

(4)
l (tf) = 0.

注注注 3 从一点起飞到另一点降落对应的轨迹称为

rest–to–rest轨迹,这种轨迹下飞行器初末时刻位置坐标发生

了变化,而位置坐标的各阶导数均为0,参考文献[5].

上面给出10个边界条件,多项式曲线的最高次数
选择9,以幂函数作为基函数,设

xl(t) =
9∑

j=0

ajt
j, (21)

代入边界条件,通过求解10个系数的方程,即得到对
应输出曲线.

其它平滑输出分量在等式约束下的规划方法与之

类似.

3.3 动动动态态态反反反馈馈馈

理论上,根据动态规划得到XL的期望轨迹后,利
用式(17)–(18)可以显式计算出控制力uo,获得系统前
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向开环控制律.然而,这样的控制不能抑制系统扰动
并使跟踪误差收敛,解决的途径是引入动态反馈. 对
微分平滑系统,有下面的引理[5, 13, 17]:

引引引理理理 1 一个系统是局部微分平滑的,则它是可
局部动态反馈线性化的.

定定定义义义 2 对于式(9)表示的系统,如果其开环动态
等价于下面的闭环动态ξ̇=f(ξ, κ(ξ, η, v)), η̇=α(ξ,

η, v),则反馈u = κ(ξ, η, v),称为内反馈(endogenous
feedback).

引引引理理理 2 一个系统是微分平滑的,则存在一个动
态内反馈,使原系统微分同胚于一个线性可控系统.

下面基于这一理论设计子系统Σ2的动态反馈控

制律,控制律的推导限于x′Oz′平面,重写式(6)表示的
系统如下: 

ẍ =
uox

m
,

z̈ =
uoz

m
+ g,

β̈ =
uox cos β − uoz sin β

mql
,

(22)

其平滑输出为(xl, zl) = (x− l2 sin β, z − l2 cos β)

由于系统状态和控制变量关于平滑输出函数的最高

阶为4,则等价的线性反馈系统为4阶,存在动态内反
馈与变量代换将系统(22)变形为下面的闭环系统

x
(4)
l = v1, z

(4)
l = v2, (23)

其中v1, v2是新的控制输入.

为求内反馈和变量代换,对平滑输出求1到4阶导
数 

x
(1)
l =ẋ− l2β̇ cos β,

z
(1)
l = ż + l2β̇ sin β,

x
(2)
l =

sin2 β

m
uox +

sin β cos β

m
uoz+

l2(β̇)
2 sin β,

z
(2)
l =

sin β cos β

m
uox +

cos2 β

m
uoz+

l2(β̇)
2 cos β + g.

(24)

令η1=
sin β

m
uox+

cos β

m
uoz+l2(β̇)

2和η̇1=η2,有

x
(2)
l = η1 sin β, z

(2)
l = η1 cos β,

x
(3)
l = η2 sin β + η1β̇ cos β,

z
(3)
l = η2 cos β − η1β̇ sin β.

进一步,有

x
(4)
l = η̇2 sinβ + 2η2β̇ cosβ +

η1(β̈ cosβ − β̇2 sinβ)= v1,

z
(4)
l = η̇2 cosβ − 2η2β̇ sinβ −

(η1β̈ sinβ + β̇2 cosβ)= v2,

得到动态反馈控制模型为

η̇1=η2,

η̇2=v1 sin β + v2 cos β + η1β̇
2,

uox=
mql cos βζ

η1
+m sin β(η1−l2β̇

2),

uoz=
−mql sin βζ

η1
+m cos β(η1−l2β̇

2),

(25)

其中ζ = v1 cos β − v2 sin β − 2η2β̇.

将式(25)中uox, uoz的表达式代入式(22),得到新
的扩展系统.新系统增加了状态变量η1, η2,控制变量
由uox, uoz变为v1, v2. 这2个控制量正是线性反馈系
统(23)的控制输入,于是,式(22)–(23)(25)就构成以v1,
v2为控制输入的新闭环系统.这样,原非线性系统的
反馈线性化就完成了. 利用式(25),设计轨迹跟踪控制
就变得简单了.

设(x∗
l , z

∗
l )表示运输系统载荷的期望轨迹,轨迹误

差为e
(j)
1 = x

(j)
l − (x∗

l )
(j), e

(j)
2 = z

(j)
l − (z∗l )

(j),令
v1 = (x∗

l )
(4) −

3∑
i=0

k1,i(x
(i)
l − (x∗

l )
(i)),

v2 = (z∗l )
(4) −

3∑
i=0

k2,i(z
(i)
l − (z∗l )

(i)).
(26)

{k1,0, k1,1, k1,2, k1,3}和{k2,0, k2,1, k2,2, k2,3}是待
选择的系数集,如果它使多项式{

p(s)=s4+k1,3s
3+k1,2s

2+k1,1s+k1,0,

q(s)=s4+k2,3s
3+k2,2s

2+k2,1s+k2,0
(27)

满足Hurwitz多项式(例如选择位于复平面左半平面的
根),则原系统是跟踪误差指数收敛的.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

为验证本文所提方法的有效性,在MATLAB环境
下对载荷做圆周运动时飞行器轨迹的演化情况进行

仿真,并验证了控制律跟踪圆形,抛物线等典型期望
轨迹时的跟踪效果.仿真中使用参数如表1所示.

表 1 仿真中使用的模型参数
Table 1 Model parameters in the simulations

变量 参数 单位

mq 0.5 kg
ml 0.1 kg
l1 0.8 m
l2 0.2 m
g 9.8 m/s2

4.1 载载载荷荷荷圆圆圆周周周运运运动动动

由于四旋翼运输系统是微分平滑的,可以直接在
平滑输出空间研究飞行器轨迹与载荷轨迹的对应关

系.下面考察载荷跟踪x′Oy′平面内圆周曲线过程中,
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飞行器对应轨迹的演化特征. 特别的,选择如下期望
轨迹:

XL =


cos(

2π

T
t)

sin(
2π

T
t)

0

 , (28)

式中T是载荷圆周运动的周期.利用微分平滑性,可以
获得对应飞行器的轨迹. 进一步,改变载荷运动周期,
得到飞行器轨迹演化情况如下图所示.

图3–4是载荷圆周运动的频率从0.5 Hz到5 Hz过
程中,飞行器轨迹演化情况. 图3(a)是三维空间的轨
迹,图3(b)–3(d)分别是x′Oy′平面, x′Oz′平面和y′Oz′

平面观察到的系统轨迹演化情况. 从图中可以看出,
载荷在同样半径圆形轨迹下,随着周期减小(频率增
大),飞行器轨道半径和竖直方向坐标也逐渐减小. 这
是因为载荷运动角速度越大,所需向心力越大,这个
更大的向心力通过增加绳与竖直方向夹角来提供.

图 3(a) 三维空间圆曲线跟踪情况

Fig. 3(a) Track a circle curve in the three-dimensional space

图 3(b) x′Oy′平面圆曲线跟踪情况

Fig. 3(b) Track a circle curve in the x′Oy′ plane

图 3(c) x′Oz′平面圆曲线跟踪情况

Fig. 3(c) Track a circle curve in the x′Oz′ plane

图 3(d) y′Oz′平面圆曲线跟踪情况

Fig. 3(d) Track a circle curve in the y′Oz′ plane

图4反映了此演化过程,图中z坐标逐渐减小, x,
y坐标是幅度逐渐减小的正余弦曲线,对应着逐渐减
小的飞行器飞行半径. 需要注意的是,载荷的运动半
径始终大于飞行器的飞行半径,与实际情形一致.

图 4 飞行器轨迹演化曲线

Fig. 4 Trajectory evolution of the quadrotor

4.2 基基基于于于运运运动动动规规规划划划的的的轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪

轨迹规划如第3.2节所述,首先将(t0, tf)内的参考

轨迹分成等时间间隔的m+ 1段(t0, t1, · · · , tm, tf),
对每一段(ti, ti+1),取初末时刻轨迹坐标的0到2阶导
数值,得到6个边界条件.设平滑输出为

gi(t) =
5∑

j=0

ai,jt
j, i = 0, 1, (29)

代入边界条件,求得5次多项式的系数. 将规划的多项
式曲线作为期望轨迹,代入式(17)–(18),得到系统控
制输入. 图5是圆周曲线跟踪轨迹,图6是抛物线跟踪
轨迹和误差曲线.

图 5 圆曲线开环控制跟踪轨迹

Fig. 5 Track a circle curve based on loop forward control
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图 6(a) 抛物线开环控制跟踪轨迹

Fig. 6(a) Track a parabola based on loop forward control

图 6(b) 抛物线曲线轨迹跟踪误差

Fig. 6(b) Trajectory error during parabolic tracking

从图5–6中可以看出,基于运动规划的前馈开环控
制虽然能实现跟踪效果,但不能使误差收敛. 要实现
稳定跟踪,需要在系统中引入反馈.

4.3 基基基于于于动动动态态态反反反馈馈馈的的的轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪

动态反馈应用式(22)(25)–(26),仿真中选择下面一
组Hurwitz多项式:{

p(s) = (s+ 1)4,

q(s) = (s+ 1)2(s+ 2)2,
(30)

展开上式得反馈系数集为{
k1,0, k1,1,k1,2, k1,3 = {1, 4, 6, 4},
k2,0, k2,1,k2,2, k2,3 = {4, 12, 13, 6},

(31)

载荷初始状态为(xl, zl, αl, βl) = (1, 0, 0, 0),步长为
0.01 s. 将第4.2节中规划轨迹作为期望值,采集XL的

0到3阶导数作为实际值代入式(26),求得v1, v2. 再
将v1, v2,系统状态η1, η2代入式(22)(25),解算一次微
分方程,即得到下一时刻的控制输入. 为验证动态反
馈控制方法的效果,将本文所用方法与文献[2]中方法
进行比较,仿真结果见图7–8所示.

图7–8分别是2种控制方法下的跟踪轨迹和轨迹误
差,从图8中可以看出,相比优化控制方法,动态反馈
方法误差收敛更快,大约是1 s,而优化控制方法收敛
时间大约是3 s. 另外,在同样配置的笔记本电脑(惠
普446–G3)上,动态反馈方法运算时间为7 s,而优化
控制方法运算时间为25 s.

图 7(a) 动态反馈控制跟踪轨迹

Fig. 7(a) Tracking based on dynamical feedback control

图 7(b) 优化控制算法跟踪轨迹

Fig. 7(b) Tracking based on optimal control

图 8(a) 动态反馈控制轨迹误差

Fig. 8(a) Trajectory error in dynamical feedback control
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图 8(b) 优化控制轨迹误差

Fig. 8(b) Trajectory error in optimal control

仿真结果表明了动态反馈控制方法的优越性,它
的代价是系统中引入了新状态变量η1, η2,它们对应
原控制量uox, uoy及其一阶导数值.这意味着跟踪过
程中要不断采集控制变量本身的值及其一阶导数值.
控制变量不仅依赖系统此刻的状态,还依赖它的历史
数据,它本身受微分方程控制.这就是动态反馈的特点.

5 结结结论论论

本文在推导出系统拉格朗日动力学模型的基础上,
提出一种微分平滑控制方法,较好地实现了四旋翼系
绳运输系统轨迹跟踪控制.微分平滑方法在处理此问
题中的应用体现在2个方面: 一是将系统状态和控制
变量映射到平滑输出上,提供了轨迹规划的途径. 二
是通过“内反馈”和变量代换,实现原非线性模型的
反馈线性化,从而推导出跟踪误差指数收敛的轨迹跟
踪控制律.仿真验证了控制律的效果.

针对四旋翼系绳运输系统轨迹跟踪控制问题,未
来的研究工作主要集中在平滑输出的运动规划和系

统模型扩展上. 对于轨迹跟踪问题,输出轨迹的规划
直接影响控制效果,本文只考虑了等式约束,对于不
等式约束情况下的轨迹规划问题,还需要进一步研究.
另外,本文建立模型时将系绳近似为直线,这在系绳
较短时是合理的,当系绳较长时,运输过程中系绳会
发生弯曲,需要利用有限元分析的方法进行分段处理.
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