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摘要:针对系统的初值和系统的状态均限定在多面体集合的情形,本文从数值计算角度研究了连续线性时变(linear
time-varying, LTV)系统有限时间稳定性(finite-time stability, FTS)的判定问题.首先,通过求解特定的函数优化问题,给
出了该类系统有限时间稳定的充分必要条件.然后,利用所得充分必要条件以及特定函数的Lipschitz连续性质,从数值
计算角度给出了判定该类系统有限时间稳定性的充分条件.进一步,基于所得充分条件,将特定的函数优化问题转化为
相应的线性规划,提出了一种判定该类系统有限时间稳定性的数值算法. 最后,给出的4个数值算例说明了本文算法的
正确性和有效性,以及相比已有结果的优越性.
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Abstract: Under the perspective of numerical computation, the paper investigates the finite-time stability (FTS) analysis
of continuous linear time-varying (LTV) system when its initial values and its states are all confined within polyhedral
sets. First, by solving a certain function optimization problem, the paper proposes a necessary and sufficient condition
to guarantee the FTS of continuous LTV systems. Then, by utilizing the obtained condition and the Lipschitz continuity
of a certain function, the paper gives two sufficient conditions for deciding the FTS of continuous LTV systems under
the perspective of numerical computation. Further, based on the obtained sufficient conditions, a numerical algorithm for
analyzing the FTS of continuous LTV systems is detailedly designed by converting a certain function optimization problem
into a corresponding linear programming. Finally, four numerical examples are given to illustrate the correctness and
effectiveness of the proposed algorithm. Moreover, the advantages of the proposed algorithm over the existing methods are
also verified by the numerical examples.
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1 引引引言言言

在目前的系统稳定性理论研究中, Lyapunov稳定
性理论已经得到了广泛和深入的研究.众所周知,
Lyapunov稳定性研究系统在无穷时间区间上的动态
行为.然而,实际工程中有不少系统是工作在有限时
间区间上的,如高超声速飞行器爬升过程[1]、飞行器

再入过程[2]、航天器交会对接过程[3]等. 对于这类系
统,通常要求其在有限的工作时间段内满足正常工作
所需的性能指标.而有限时间稳定性(finite-time stabi-
lity, FTS)的概念,即刻画系统从某个限定区域Ωα出发

的状态在给定的有限时间内不超过另一个限定区

域Eβ ,恰好能描述工作在有限时间段内的系统对于稳
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定性的要求条件.

Kamenkov在1953年首次提出了有限时间稳定性
概念[4],经过其后60多年的发展,有限时间稳定性的
研究已取得了大量结果[5–11]. 需要指出的是,有限时
间稳定的系统不一定是Lyapunov稳定的,反之亦然,
即这两种稳定性不存在必然的联系.关于有限时间稳
定性和 Lyapunov稳定性区别的详细讨论可参见文
献[9, 12]. 注意到文献[13]也定义了一种有限时间稳
定性,但文献[13]中的有限时间稳定性定义要求系统
是Lyapunov稳定的,且要求系统轨线在有限时间内收
敛到平衡点,而本文研究的有限时间稳定性和Lya-
punov稳定性没有必然联系.

针对连续线性时变(linear time-varying, LTV)系统
的有限时间稳定性分析问题,目前主要有两种方法:
一是构造满足特定要求的V型函数方法[5–6]. 利用该
方法,文献[5]以一组代数、微分和积分不等式形式给
出了一般非线性时变系统有限时间稳定的充分条件,
但所要求的V型函数通常难以构造.文献[6]构造了一
种V型函数,最终以一组代数、微分不等式形式给出
了一般非线性时变系统有限时间稳定的充分必要条

件.然而,文献[5]和文献[6]给出的判定条件实际上都
难以检验,因为需要遍历所考察区间上的所有时刻进
行检验,因此仅具有理论意义.二是基于系统所有轨
线包线的方法[9–10]. 文献[9]通过不等式技术估计系统
所有轨线包线,以微分线性矩阵不等式(differential
linear matrix inequality, DLMI)形式给出了一系列充
分必要条件.由于没有直接求解DLMI的成熟算法,通
常需要在一定的条件下把DLMI离散化得到LMI再求
解,但这一过程中不可避免地会引入保守性. 文献[10]
通过求解系统所有轨线包线的方法,以代数不等式形
式给出了连续LTV系统有限时间稳定的充分必要条
件,但该条件要求精确计算得到系统轨线的包线,因
此必须在理论上对计算误差给出估计,否则将影响到
判定结果的正确性. 此外,离散LTV系统的有限时间
稳定性分析也得到了充分必要条件[11]. 还有一些文献
研究了存在时滞[14–15]、随机过程[7, 16]、不确定

性[2, 14, 16]、干扰[2]、脉冲[12, 17]、系统切换[18]等因素时

的LTV系统有限时间稳定性分析问题.

尽管关于LTV系统有限时间稳定性分析的研究已
经取得了不少结果,但大都是针对系统的初值和状态
都限定在椭球体集合的情形. 当系统的初值或系统
的状态限定在多面体集合时,据笔者所知,仅有文献
[2, 10, 19]进行了相关报道. 针对系统的初值限定在椭
球体集合而系统的状态限定在多面体集合的情形,文
献[10]给出了连续LTV系统有限时间稳定的充分必要
条件.针对系统的初值和系统的状态都限定在时不变
多面体集合的情形,文献[19]通过构造多面体形式的

V型函数给出了LTI系统有限时间稳定的充分条件,
但该结果不适用于系统状态限定在时变多面体集合

的情形,也不能用于LTV系统.针对系统的初值限定
在时不变多面体集合而系统的状态限定在时变多面

体集合的情形,文献[2]给出了一种判定连续LTV系统
有限时间稳定性的数值算法. 然而,该算法没有从理
论上给出所考察区间的离散划分段数(步长)确定方
法,因此无法在理论上保证判定结果的正确性,即可
能会由于人为离散划分的盲目性而得出错误的判定

结果,第4节的算例2就证实了这个论断. 因此,如何从
数值计算角度简便且可靠地分析LTV系统的有限时间
稳定性是需要进一步解决的问题.

基于上述分析,本文研究了连续LTV系统有限时
间稳定性的数值判定算法. 相比于上述文献,本文的
创新和贡献体现在以下3个方面:

1) 针对系统的初值和系统的状态都限定在多面
体集合情形,通过直接求解特定的函数优化问题,给
出了连续LTV系统有限时间稳定的充分必要条件.

2) 从理论上证明了特定函数的Lipschitz连续性
质,并利用该性质和所得的充分必要条件,从数值计
算角度分别给出了连续LTV系统有限时间稳定和有限
时间不稳定的充分条件.

3) 基于所得充分条件,通过将特定的函数优化问
题转化为相应的线性规划求解问题,提出了一种判定
连续LTV系统有限时间稳定性的数值算法. 相比文
献[2]算法,本文算法给出了所考察区间离散划分段
数(步长)的计算公式,从理论上保证了所提算法的可
靠性,避免了文献[2]算法中人为离散划分的盲目性和
由此造成的误判风险. 此外,本文算法相比文献[19]
方法的适用范围更广.

本文后续内容安排如下: 第2节给出了本文研究的
问题描述以及用到的相关引理;第3节给出了连续
LTV系统的有限时间稳定的充分必要条件和充分条
件,以及有限时间不稳定的充分条件,并提出了判定
连续LTV系统有限时间稳定性的数值算法;第4节给
出了4个算例,检验了本文结果的正确性和有效性;第
5节给出了本文结论.

符号说明: ∀表示任意. R表示实数域, Rn×1表示n

维实列向量空间, Rn×n表示全体n阶实矩阵构成的空
间. C[W,Rn×n]表示定义在区间W , W ⊆ R上的所
有连续n阶实矩阵值函数构成的空间, C2[W,Rn×1]表

示定义在区间W上的所有二阶连续可微的n维实列向

量值函数构成的空间. ∥ · ∥1和∥ · ∥分别表示矩阵或向
量的1范数和2范数. 上标“T”表示矩阵或向量的转

置. In表示n阶单位矩阵, 0表示Rn×1中的零向量. ⌈a⌉
表示最接近实数a且不小于a的整数.



222 控 制 理 论 与 应 用 第 36卷

2 问问问题题题描描描述述述与与与预预预备备备知知知识识识

2.1 问问问题题题描描描述述述

考虑LTV系统

ẋ(t) = A(t)x(t), (1)

其中: x(t) ∈ Rn×1为状态变量, x0=x(t0)为系统初

值,且系统矩阵A(t) ∈ C[J,Rn×n], J=[t0,+∞].

注注注 1 上述条件保证了系统(1)在J的任意闭子区间上

的解是存在且唯一的[20].

针对系统初值和系统状态均限定在多面体集合的

情形,文献[19]给出了系统(1)的有限时间稳定性定义,
且采用不等式形式[19]表示相应的多面体集合.本文也
采用不等式形式表示系统(1)的初值限定集合和状态
限定集合,分别如式(2)和式(3)所示.

考虑多面体集合

Ω0={x∈Rn×1 : |fT
j x|61, j=1, · · · ,M} (2)

和时变多面体集合

Et =

{x ∈ Rn×1 : |hT
i (t)x|61, ∀t ∈ Tw, i=1, · · · , N},

(3)

其中: Tw, [t0, t0 + T ]为考察区间, T > 0为给定常

数,常值向量fj ∈ Rn×1,函数向量hi(t) ∈ Rn×1, t ∈
Tw,且Ω0⊆Et0 .

注注注 2 1)集合Ω0具有中心对称性,即对于∀x0 ∈ Ω0,

有−x0 ∈ Ω0. 2)容易验证集合Ω0和Et均为紧凸多面体.

3)相比文献[19],本文定义的多面体集合Et是时变的,故本

文定义的多面体集合Et的适用范围更广.

定定定义义义 1[19] 给定(Ω0, Et, Tw),称系统(1)相对于
参数 (Ω0, Et, Tw)有限时间稳定(finite time stable,
FTS):若对于∀x0 ∈ Ω0, t ∈ Tw,有x(t) ∈ Et.

图1给出了有限时间稳定性的示意图(以n = 2

为例).

图 1 有限时间稳定性示意图

Fig. 1 Sketch of the finite-time stability

定定定义义义 2 给定(Ω0, Et, Tw),称系统(1)相对于参

数 (Ω0, Et, Tw)有限时间不稳定 (finite time unstable,
FTUS):若存在x0 ∈ Ω0和t ∈ Tw,使得x(t) /∈Et.

下面给出本文主要研究问题的描述.

问题 针对系统(1),给定集合Ω0, Et和考察区间
Tw,确定在什么条件下,系统(1)相对(Ω0, Et, Tw)有

限时间稳定.

2.2 相相相关关关引引引理理理

假假假设设设 1 设 max
i,j=1,···,n

(max
t∈Tw

|aij(t)|)6Ma,且Ma已

知. 其中, aij(t)表示系统矩阵A(t)的元素, i, j = 1,

· · · , n.

假假假设设设 2 假设式 (3)中函数向量hi(t) ∈ C2[Tw,

Rn×1],满足max
t∈Tw

∥ḧi(t)∥ 6Mddhi
,且Mddhi

已知, i =

1, · · · , N .

引引引理理理 1 考虑系统 (1),给定考察区间Tw = [t0,

t0+T ],函数Mi(t)和mi(t), t ∈ Tw, i = 1, · · · , N分
别定义为下述优化问题(4)和(5)的解:

Mi(t), max
x0∈Ω0

hT
i (t)Φ(t, t0)x0, (4)

mi(t), min
x0∈Ω0

hT
i (t)Φ(t, t0)x0, (5)

则有下述性质:

1) Mi(t) = −mi(t), ∀t ∈ Tw, i = 1, · · · , N ;

2) M̄i = −mi, i = 1, · · · , N ;

3) M̄ = −m,

其中: Φ(t, t0)为系统(1)的状态转移矩阵,即满足方程Φ̇(t, t0) = A(t)Φ(t, t0),

Φ(t0, t0) = In.
(6)

参数M̄= max
i=1,··· ,N

M̄i, M̄i=max
t∈Tw

Mi(t),而参数m=

min
i=1,··· ,N

mi, mi = min
t∈Tw

mi(t), i = 1, · · · , N .

证证证 根据函数Mi(t)的定义式(4),函数mi(t)的

定义式(5)和注2即可证明,不再详细给出. 证毕.

注注注 3 根据集合Ω0的定义式(2)可知,对于任意给定的

t ∈ Tw,求解优化问题(4)和(5)等价于求解相应的线性规划,

故可以利用MATLAB优化工具箱的linprog函数[21]求解.

引引引理理理 2 考虑系统(1),给定集合Ω0, Et和考察区
间Tw = [t0, t0 + T ],则函数Mi(t)在Tw上Lipschitz连
续,且Lipschitz常数

LMi
=MX0MΦ(Mdhi

+Mhi
MA),

其中: Mi(t), i=1, · · ·, N同引理1,参数MX0 = max
x0∈Ω0

∥x0∥, MΦ = max
t∈Tw

∥Φ(t, t0)∥, Mdhi
= max

t∈Tw

∥ḣi(t)∥,

而Mhi
= max

t∈Tw

∥hi(t)∥, MA = max
t∈Tw

∥A(t)∥.
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证证证 根据Lipschitz连续定义来证. 下面首先证
明函数Mi(t)在Tw上Lipschitz连续.

对于∀t1 6 t2 ∈ Tw,记

x01 = argmax
x0∈Ω0

hT
i (t1)Φ(t1, t0)x0,

x02 = argmax
x0∈Ω0

hT
i (t2)Φ(t2, t0)x0.

注意到0 ∈ Ω0,则根据式 (4)可知Mi(t) > 0, i = 1,

· · · , N ,故Mi(t2)和Mi(t1)同非负号.

若Mi(t1) >Mi(t2),则

|Mi(t2)−Mi(t1)| =
hT
i (t1)Φ(t1, t0)x01 − hT

i (t2)Φ(t2, t0)x02 6
hT
i (t1)Φ(t1, t0)x01 − hT

i (t2)Φ(t2, t0)x01 =

|hT
i (t1)Φ(t1, t0)x01 − hT

i (t2)Φ(t2, t0)x01| 6
max
x0∈Ω0

|hT
i (t2)Φ(t2, t0)x0 − hT

i (t1)Φ(t1, t0)x0|.

若Mi(t1) 6Mi(t2),则

|Mi(t2)−Mi(t1)| =
hT
i (t2)Φ(t2, t0)x02 − hT

i (t1)Φ(t1, t0)x01 6
hT
i (t2)Φ(t2, t0)x02 − hT

i (t1)Φ(t1, t0)x02 =

|hT
i (t2)Φ(t2, t0)x02 − hT

i (t1)Φ(t1, t0)x02| 6
max
x0∈Ω0

|hT
i (t2)Φ(t2, t0)x0 − hT

i (t1)Φ(t1, t0)x0|.

因此,

|Mi(t2)−Mi(t1)| 6
max
x0∈Ω0

|hT
i (t2)Φ(t2, t0)x0−hT

i (t1)Φ(t1, t0)x0|6

MX0∥hT
i (t2)Φ(t2, t0)− hT

i (t1)Φ(t1, t0)∥,

其中MX0 = max
x0∈Ω0

∥x0∥.

再根据微分中值定理[20]和矩阵范数的性质[20, 22]

可知

|Mi(t2)−Mi(t1)| 6
MX0∥hT

i (t2)Φ(t2, t0)− hT
i (t1)Φ(t1, t0)∥ 6

MX0∥ḣT
i (t12)Φ(t12, t0) +

hT
i (t12)A(t12)Φ(t12, t0)∥|t1 − t2| 6
MX0(Mdhi

MΦ +Mhi
MAMΦ)|t1 − t2| =

MX0MΦ(Mdhi
+Mhi

MA)|t1 − t2| ,
LMi

|t1 − t2|,

其中:

MΦ = max
t∈Tw

∥Φ(t, t0)∥,

Mdhi
= max

t∈Tw

∥ḣi(t)∥,

而

Mhi
= max

t∈Tw

∥hi(t)∥,

MA = max
t∈Tw

∥A(t)∥.

因此, Mi(t), i = 1, · · · , N在Tw上Lipschitz连续,
且Lipschitz常数为LMi

=MX0MΦ(Mdhi
+Mhi

MA),
i = 1, · · · , N . 证毕.
引理2从理论上证明了函数Mi(t), i = 1, · · · , N ,

是Lipschitz连续的,下述引理3给出了函数Mi(t), i =
1, · · · , N 的Lipschitz常数的具体估算方法.

引引引理理理 3 考虑系统(1),给定集合Ω0, Et和考察区
间 Tw = [t0, t0 + T ],设定数值计算精度 E ∈ (0,

0.01],则函数Mi(t), i=1, · · ·, N的Lipschitz常数LMi

的估计值为

L̃Mi
=MX0M̃Φ(M̃dhi

+ M̃hi
M̃A),

其中: MX0为多面体集合Ω0的所有顶点处∥x0∥的最
大值,

M̃A = n
√
nMa,

M̃Φ = (1 + E) max
k=0,··· ,Nh

∥Φ(tk, t0)∥,

Nh = ⌈T /h⌉,

而h > 0满足

M̃Ae
M̃Ahh 6 E,

M̃dhi
= max
k=0,··· ,Ndhi

∥ḣi(tk)∥+ E,

Ndhi
=⌈Mddhi

T /E⌉,

参数

M̃hi
= max
k=0,··· ,Nhi

∥hi(tk)∥+ E,

Nhi
=⌈M̃dhi

T /E⌉, i = 1, · · · , N.

证证证 根据引理2可知

LMi
=MX0MΦ(Mdhi

+Mhi
MA),

其中: 参数MX0= max
x0∈Ω0

∥x0∥, MΦ=max
t∈Tw

∥Φ(t, t0)∥,

Mdhi
= max

t∈Tw

∥ḣi(t)∥, Mhi
= max

t∈Tw

∥hi(t)∥, MA =

max
t∈Tw

∥A(t)∥.

首先估计MX0的上界,则根据文献[23]可知: 多面
体集合Ω0所有顶点(有限多个)处的∥x0∥的最大值即
为MX0.

考虑估计MA = max
t∈Tw

∥A(t)∥上界,则根据矩阵范

数性质[22]可知

MA = max
t∈Tw

∥A(t)∥ 6
√
nmax
t∈Tw

∥A(t)∥1 6

n
√
nmax
t∈Tw

( max
i,j=1,··· ,n

|aij(t)|) =

n
√
n max
i,j=1,··· ,n

(max
t∈Tw

|aij(t)|),
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其中n为系统(1)的阶次.

再根据假设1可知 max
i,j=1,··· ,n

(max
t∈Tw

|aij(t)|) 6Ma,

故可计算得到MA的上界估计值

M̃A = n
√
nMa.

考虑估计MΦ上界. 对于给定数值计算精度E,取

步长h > 0满足M̃Ae
M̃Ahh 6 E,则对于∀t16 t2 ∈ [t,

t+ h]⊆Tw,根据矩阵范数性质和∥Φ(t, t0)∥的估计
式[22]可知

|∥Φ(t1, t0)∥ − ∥Φ(t2, t0)∥| 6
∥Φ(t1, t0)− Φ(t2, t0)∥ 6
max
t∈Tw

∥A(t)∥∥Φ(t12, t0)∥|t1 − t2| 6

MAh max
t12∈[t,t+h]

∥Φ(t12, t0)∥ 6

MAh( max
t12∈[t,t+h]

∥Φ(t12, t)∥)∥Φ(t, t0)∥ 6

MAhe
MAh∥Φ(t, t0)∥ 6 ∥Φ(t, t0)∥E.

令t = t1,则对于∀t2 ∈ [t1, t1 + h] ⊆ Tw,则

|∥Φ(t1, t0)∥ − ∥Φ(t2, t0)∥| 6 ∥Φ(t1, t0)∥E,

因此, max
t∈[t1,t1+h]

∥Φ(t, t0)∥ 6 ∥Φ(t1, t0)∥(1 + E).

故将Tw均匀划分Nh = ⌈T /h⌉段,即可计算得到
MΦ的近似值

M̃Φ = (1 + E) max
k=0,··· ,Nh

∥Φ(tk, t0)∥.

再考虑估计参数Mhi
和Mdhi

, i = 1, · · · , N的上
界,则根据假设 2可知hi(t) ∈ C2[Tw,Rn×1],且对于
∀t1 6 t2 ∈ Tw,有

|∥ḣi(t1)∥ − ∥ḣi(t2)∥| 6 ∥ḣi(t1)− ḣi(t2)∥ 6
∥ḧi(t12)∥|t1 − t2| 6 max

t∈Tw

∥ḧi(t)∥|t1 − t2| 6

Mddhi
|t1 − t2|,

故将Tw均匀划分Ndhi
= ⌈Mddhi

T /E⌉段,即可计算
得到Mdhi

的上界估计值为

M̃dhi
= max

k=0,··· ,Ndhi

∥ḣi(tk)∥+ E.

类似地,将Tw均匀划分Nhi
= ⌈M̃dhi

T /E⌉段,即
可得到Mhi

的上界估计值为

M̃hi
= max

k=0,··· ,Nhi

∥hi(tk)∥+ E.

因此,函数Mi(t)的Lipschitz常数LMi
的估计值为

L̃Mi
=MX0M̃Φ(M̃dhi

+ M̃hi
M̃A).

显然, L̃Mi
> LMi

. 证毕.

引引引理理理 4 考虑系统(1),给定集合Ω0, Et和考察区
间Tw = [t0, t0 + T ],设定数值计算精度E ∈ (0, 0.01],
则max

t∈Tw

Mi(t)和max
t∈Tw

mi(t), i = 1, · · · , N ,分别满足

0 6 max
t∈Tw

Mi(t)− max
k=0,··· ,Ni

Mi(tk) 6 E (7)

和

0 6 min
k=0,··· ,Ni

mi(tk)−min
t∈Tw

mi(t) 6 E, (8)

其中: 离散划分点 tk = t0 + kT /Ni, k = 0, · · · , Ni,
Ni = ⌈L̃Mi

T /E⌉,而参数L̃Mi
同引理3.

证证证 根据引理2可知Mi(t)在Tw上Lipschitz连
续,且Lipschitz常数L = LMi

.

记t∗ , argmax
t∈Tw

Mi(t),则

Mi(t
∗) = max

t∈Tw

Mi(t),

显然,必存在某个p ∈ {0, · · · , Ni − 1},使得t∗位于
离散划分点区间[tp, tp+1]上,故

0 6Mi(t
∗)−Mi(tp) 6 L|t∗ − tp| 6 LT /Ni.

再由题设可知Ni > ⌈LMi
T /E⌉,故

Mi(tp) 6Mi(t
∗) 6Mi(tp) + E.

显然, Mi(tp) 6 max
k=0,··· ,Ni

Mi(tk),而

Mi(t
∗) > max

k=0,··· ,Ni

Mi(tk),

故

max
k=0,··· ,Ni

Mi(tk) 6Mi(t
∗) 6

max
k=0,··· ,Ni

Mi(tk) + E.

因此,

0 6 max
t∈Tw

Mi(t)− max
k=0,··· ,Ni

Mi(tk) 6 E.

至此,证明了式(7)成立.

再根据引理1的结论(1)和(2)可得

0 6 min
k=0,··· ,Ni

mi(tk)−min
t∈Tw

mi(t) 6 E,

即式(8)成立. 证毕.

3 主主主要要要结结结果果果

本节首先给出系统(1)有限时间稳定的充分必要条
件.然后,从数值计算角度分别给出系统(1)有限时间
稳定和有限时间不稳定的充分条件.

3.1 充充充分分分必必必要要要条条条件件件(Necessary and sufficient condi-
tion)
定定定理理理 1 考虑系统(1),给定集合Ω0, Et和考察区

间Tw = [t0, t0 + T ],则系统(1)相对(Ω0, Et, Tw)有限

时间稳定的充分必要条件为

M̄61,

其中M̄同引理1.

证证证 充分性. 若M̄ 6 1,则根据M̄的定义可知

max
i=1,··· ,N

(max
t∈Tw

Mi(t)) 6 1,
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注意到

Mi(t) = max
x0∈Ω0

hT
i (t)Φ(t, t0)x0 =

max
x0∈Ω0

hT
i (t)x(t),

则 max
i=1,··· ,N

(max
t∈Tw

( max
x0∈Ω0

hT
i (t)x(t)))61.

根据引理1可知M̄ = −m,因此

min
i=1,··· ,N

(min
t∈Tw

( min
x0∈Ω0

hT
i (t)x(t)))>−1,

故对于∀t ∈ Tw, ∀i ∈ {1, · · · , N},有

−1 6 hT
i (t)x(t) 6 1,

即|hT
i (t)x(t)| 6 1, ∀t ∈ Tw, ∀i ∈ {1, · · · , N}.

因此,根据定义1可知系统(1)相对(Ω0, Et, Tw)有

限时间稳定.

必要性. 采用反证法,假设M̄ > 1.

由于M̄ = max
i=1,··· ,N

M̄i, M̄i = max
t∈Tw

Mi(t),故存在

某一个k ∈ {1, · · · , N},使得M̄k > 1,即M̄k = max
t∈Tw

Mk(t) > 1.

记t∗ = argmax
t∈Tw

Mk(t),则Mk(t
∗) > 1. 因此,

Mk(t
∗) = max

x0∈Ω0

hT
k (t

∗)Φ(t∗, t0)x0.

记x∗
0 = argmax

x0∈Ω0

Mk(t
∗),则

Mk(t
∗) = hT

k (t
∗)Φ(t∗, t0)x

∗
0,

即存在x∗
0 ∈ Ω0, t∗ ∈ Tw,使得

hT
k (t

∗)Φ(t∗, t0)x
∗
0 > 1,

记x(t∗) = Φ(t∗, t0)x
∗
0,则hT

k (t
∗)x(t∗) > 1.

根据集合Et的定义可知x(t∗) /∈ Et,因此根据定
义2可得: 系统(1)相对(Ω0, Et, Tw)有限时间不稳定,
产生矛盾. 因此假设不成立,即M̄ 6 1.

因此,系统(1)相对(Ω0, Et, Tw)有限时间稳定当

且仅当M̄61. 证毕.

注注注 4 1)由于集合Ω0为多面体,因此难以得到像文

献[10]中定理4的显式判定条件. 2)定理1为分析系统(1)的有

限时间稳定性提供了理论依据,但该定理不便于直接检验,因

为不可能遍历所有的t ∈ Tw来计算函数值Mi(t).

3.2 充充充分分分条条条件件件

基于定理1,下述定理2和推论1分别从数值计算角
度给出了系统(1)的有限时间稳定和有限时间不稳定
的理论基础.

定定定理理理 2 考虑系统(1),给定集合Ω0, Et和考察区
间Tw = [t0, t0 + T ],设定数值精度E ∈ (0, 0.01],则
系统(1)相对(Ω0, Et, Tw)有限时间稳定的充分条件为

M̃61−E.

其中:参数 M̃ = max
i=1,··· ,N

M̃i, M̃i = max
k=1,··· ,Ni

Mi(tk),

tk = t0 + kT /Ni, k = 0, · · · , Ni, Ni = ⌈L̃Mi
T /E⌉,

而L̃Mi
同引理3.

证证证 证明略去,根据引理4和定理1即可证明.

推推推论论论 1 考虑系统(1),给定集合Ω0, Et和考察区
间Tw = [t0, t0 + T ],设定数值精度E ∈ (0, 0.01],则
系统(1)相对(Ω0, Et, Tw)有限时间不稳定的充分条件

为

M̃ >1.

其中参数M̃同定理2.

证证证 证明略去,根据引理4和定理1即可证明.

注注注 5 由于不可能计算出所有时刻t ∈ Tw处的函数值

Mi(t),故采用 max
k=0,··· ,Ni

Mi(tk)近似max
t∈Tw

Mi(t),定理2和推

论1的不必要性就是由 max
k=0,··· ,Ni

Mi(tk)来近似max
t∈Tw

Mi(t)的

离散误差造成的.

3.3 数数数值值值算算算法法法

基于定理2、推论1以及引理3,即可设计出判定系
统(1)有限时间稳定性的数值算法,具体见表1.

表 1 连续LTV系统有限时间稳定性的数值判定算法
Table 1 Numerical algorithm for analyzing the finite-

time stability of continuous LTV systems

Input: 系统(1)的系统矩阵A(t),集合Ω0, Et,考察区间
Tw = [t0, t0 + T ],数值计算精度E ∈ (0, 0.01].
Output: Flag = 1,有限时间稳定; Flag = 0,有限时间不
稳定; Flag = −1,算法失效.

1) 对于每个i ∈ {1, · · · , N},按照引理3方法,计算得到
函数Mi(t)的Lipschitz常数的估计值L̃Mi

;
2) 将Tw均匀划分Ni = ⌈L̃Mi

T /E⌉段,得到离散划分点
序列{tk}, k = 0, · · · , Ni;
3) 数值求解方程(6)得到状态转移矩阵Φ(t, t0)在离散划
分点 tk, k ∈ {0,· · · ,Ni}处的值Φ(tk, t0),代入优化问题
(4),再将优化问题(4)转化为标准线性规划形式[21];
4) 调用MATLAB优化工具箱的linprog函数[21]求解

第3步中所得的线性规划,得到参数Mi(tk);
5) 对所有 tk, k = 0, · · · , Ni,按照第3)−5)步循环,计算
M̄i的近似值M̃i = max

k=0,··· ,Ni

Mi(tk);

6) 对于每个i = 1, · · · , N ,按照第1)−5)步循环,计算得
到参数M̄的近似值M̃ = max

i=1,··· ,N
M̃i;

7) a)若M̃61−E,根据定理2可得系统(1)有限时间稳定,
输出Flag = 1;

b)若M̃ >1,根据推论1可得系统(1)有限时间不稳定,
输出Flag = 0;

c)若1−E6M̃ <1,无法判断,即算法失效,输出Flag
= −1.
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注注注 6 1)算法第4步中函数Mi(t), i=1, · · · , N在tk处
的函数值Mi(tk), k = 0, · · · , Ni的数值计算误差远小于设定
的数值计算精度E,因此忽略不计. 2)参数M̃i, i = 1, · · · , N
的计算过程具有并行性,即算法第1)−6)步可并行执行. 此

外,函数值Mi(tk), k = 0, · · · , Ni的计算过程也具有并行性,

即算法第3)−5)步可并行执行以提高计算效率.

4 算算算例例例分分分析析析

下面通过4个数值算例,来说明所提数值算法的正
确性和有效性.

例例例 1 考察本文算法的判定效果

A(t)=

[
− 1− 1.5 cos t − 1 + 0.75 sin(2t)

−1 + 0.75 sin(2t) − 1− 1.5 sin t

]
.

给定t0 = 0, T = 3,即Tw = [0, 3],系统初值限定
集合

Ω0 = {x ∈ R2×1 : |x1 − x2| 6 1, |x1 + x2| 6 1}

及系统状态限定集合

Et= {x ∈ R2×1 : |(1− 0.1e−t)(x1 − x2)| 6 1,

|(5− 2.5e−t)(x1 + x2)/3| 6 1}.

计算可知Ω0⊆Et0 ,且h1(t) = (1− 0.1e−t)[1 − 1]T,
h2(t) = (5− 2.5e−t)[1/3 1/3]T.

设定数值计算精度E = 0.01,利用本文数值算法
判断例1系统的有限时间稳定性,则函数曲线Mi(t) =

max
x0∈Ω0

hT
i (t)Φ(t, t0)x0, t ∈ Tw, i = 1, 2,如图2所示.

图 2 Tw=[0, 3]时的函数曲线Mi(t), i = 1, 2

Fig. 2 Function curve Mi(t), i = 1, 2 when Tw=[0, 3]

此外,计算得到参数M̃1 = 0.9012, M̃2 = 0.8333,
即参数M̃ = 0.9012,因此根据定理2可知,例1系统相
对(Ω0, Et, Tw)有限时间稳定.

再考虑T0 = 0, T = 10,即Tw = [0, 10]的情形.
设定数值计算精度E = 0.01,再次利用本文数值算法
判断例1系统的有限时间稳定性,则函数曲线Mi(t),
i = 1, 2,如图3所示.

计算得到参数M̃1 = 2.7119, M̃2 = 1.3223,即参

数M̃ = 2.7119,因此根据推论1可知,例1系统相对
(Ω0, Et, Tw)有限时间不稳定.

图 3 Tw=[0, 10]时的函数曲线Mi(t), i = 1, 2

Fig. 3 Function curve Mi(t), i = 1, 2 when Tw=[0, 10]

例例例 2 对比本文算法与文献[2]算法的判定效果

A(t) =[
−1−1.5 sin(100t) −1+1.5 sin t cos(100t)

−1+1.5 sin(100t) cos t −1−1.5 cos(100t)

]
,

给定t0 = 0, T = 5,即Tw = [0, 5],系统初值限定集
合

Ω0 = {x ∈ R2×1 : |0.98(x1 − x2)| 6 1,

|0.98(x1 + x2)| 6 1}

及系统状态限定集合

Et = {x ∈ R2×1 : |(1− 0.1e−t)(x1 − x2)| 6 1,

|(5− 2.5e−t)(x1 + x2)/3| 6 1}.

计算可知Ω0⊆Et0 ,且h1(t) = (1− 0.1e−t)[1 − 1]T,
h2(t) = (5− 2.5e−t)[1/3 1/3]T.

设定数值计算精度E = 0.01,利用本文数值算法
判断例2系统的有限时间稳定性,则函数曲线Mi(t) =

max
x0∈Ω0

hT
i (t)Φ(t, t0)x0, t ∈ Tw, i = 1, 2如图4所示.

图 4 利用本文算法的函数曲线Mi(t), i = 1, 2

Fig. 4 Function curve Mi(t), i = 1, 2 by using the proposed

algorithm in this paper
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计算得到参数M̃1 = 1.0007, M̃2 = 0.8503,即参
数M̃ = 1.0007,因此根据推论1可知,例2系统相对
(Ω0, Et, Tw)有限时间不稳定.

再利用文献[2]算法判定例2系统的有限时间稳定
性. 取等距步长∆ = 0.01划分区间Tw = [0, 5],函数
曲线Mi(t), i = 1, 2,如图5所示.

图 5 利用文献[2]算法的函数曲线Mi(t), i = 1, 2

Fig. 5 Function curve Mi(t), i = 1, 2 by using the algorithm

in [2]

计算得到参数M̃1 = 0.9996, M̃2 = 0.8503,即参
数M̃ = 0.9996,因此根据文献[2]算法可知,例2系统
相对(Ω0, Et, Tw)有限时间稳定,这就得出了错误结
论.

例例例 3 对比本文算法与文献[19]方法的适用范围

A(t)=

[
1− 1.5 cos2 t 1− 0.75 sin(2t)

−1− 0.75 sin(2t) − 1 + 1.5 sin2 t

]
.

给定t0 = 0, T = 2,即Tw = [0, 2],系统初值限定
集合

Ω0={x∈R2×1 : |3x1−1.5x2| 6 1, |3x1+3x2|61}

及系统状态限定集合

Et= {x ∈ R2×1 : |(1− 0.1e−t)(x1 − 0.5x2)| 6 1,

|(x1 + x2)/(1 + e−t)| 6 1}.

计算可知Ω0⊆Et0 ,且h1(t) = (1−0.1e−t)[1 −0.5]T,
h2(t) = [1 1]T/(1 + e−t).

给定数值计算精度E = 0.01,利用本文数值算法
判断例3系统的有限时间稳定性,则函数曲线Mi(t) =

max
x0∈Ω0

hT
i (t)Φ(t, t0)x0, t ∈ Tw, i = 1, 2如图6所示.

计算得到参数M̃1 = 0.4899, M̃2 = 0.8557,即参
数M̃ = 0.8557,因此根据定理2可知,例3系统相对
(Ω0, Et, Tw)有限时间稳定.

由于例3系统为LTV系统,而文献[19]方法仅适用
于LTI系统且要求多面体集合Et是时不变的,因此文
献[19]方法不再适用. 该算例说明了本文算法相比文
献[19]方法的适用范围更广.

图 6 函数曲线Mi(t), i = 1, 2

Fig. 6 Function curve Mi(t), i = 1, 2

例例例 4 卫星姿态控制系统有限时间稳定性分析.

以静止轨道三轴稳定刚体卫星姿态控制过程为例,
卫星姿态动力学[24]可表示为

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), (9)

其中:状态 x(t) = [φ(t) θ(t) ψ(t) φ̇(t) θ̇(t) ψ̇(t)]T

表示滚动角、俯仰角、偏航角及相应的角速度,而控制
向量u = [uφ uθ uψ]

T.

其中系统矩阵

A(t)=



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

a41 0 0 0 0 a46
0 a52 0 0 0 0

0 0 a63 a64 0 0


,

其中:

a41 = 4ω2
0(Iz(t)− Iy(t))/Ix(t),

a46 = ω0(Ix(t) + Iz(t)− Iy(t))/Ix(t),

a52 = 3ω2
0(Iz(t)− Ix(t))/Iy(t),

a63 = ω2
0(Ix(t)− Iy(t))/Iz(t),

a64 = ω0(Iy(t)− Iz(t)− Ix(t))/Iz(t).

控制矩阵

B(t)=

0 0 0 1/Ix(t) 0 0

0 0 0 0 1/Iy(t) 0

0 0 0 0 0 1/Iz(t)


T

,

其中: I(t) = diag{Ix(t), Iy(t), Iz(t)}表示卫星的惯
量矩阵, ω0表示静止轨道角速度,其具体数值[24]为

ω0 = 7.2921158× 10−5 rad/s.

考虑到卫星燃料消耗,设刚体卫星的惯量矩阵为

I(t) = (0.98 + 0.02e−0.1t)

300 0 0

0 320 0

0 0 250

 ,
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单位为kg ·m2.

设定姿态控制初始时刻t0 = 0 s,姿态控制总时间
为T = 30 s,即Tw = [0, 30]. 设滚动角φ(t),俯仰角
θ(t)和偏航角ψ(t)的初始允许范围分别为

|φ(t0)| 6 6◦,

|θ(t0)| 6 4◦,

|ψ(t0)| 6 5◦,

且滚动角速度 φ̇(t),俯仰角速度 θ̇(t)和偏航角速度

ψ̇(t)的初始允许范围分别为
|φ̇(t0)|61 (◦)/s,

|θ̇(t0)|61 (◦)/s,

|ψ̇(t0)|61 (◦)/s.

采用国际单位表示,则系统初值集合为

Ω0 = {x ∈ R6×1 :

|180x1/(6π)| 6 1, |180x2/(4π)| 6 1,

|180x3/(5π)| 6 1, |180x4/(π)| 6 1,

|180x5/(π)| 6 1, |180x6/(π)| 6 1}.

控制目标:要求在姿态控制过程中,即t ∈ Tw内满足

|φ(t)| 6 6(0.1 + e−0.1t)◦,

|θ(t)| 6 4(0.1 + e−0.1t)◦,

|ψ(t)| 6 5(0.1 + e−0.1t)◦,

|φ̇(t)|60.1(0.5 + 10e−0.1t) (◦)/s,

|θ̇(t)|60.1(0.5 + 10e−0.1t) (◦)/s,

|ψ̇(t)|60.1(0.5 + 10e−0.1t) (◦)/s.

采用国际单位表示,则系统状态限定集合为

Et = {x ∈ R6×1 :

|180x1/(6(0.1 + e−0.1t)π)| 6 1,

|180x2/(4(0.1 + e−0.1t)π)| 6 1,

|180x3/(5(0.1 + e−0.1t)π)| 6 1,

|180x4/(0.1(0.5 + 10e−0.1t)π)| 6 1,

|180x5/(0.1(0.5 + 10e−0.1t)π)| 6 1,

|180x6/(0.1(0.5 + 10e−0.1t)π)| 6 1}.

计算可知Ω0⊆Et0 ,且

h1(t)=180/(6(0.1+e−0.1t)π)[1 0 0 0 0 0]T

h2(t)=180/(4(0.1+e−0.1t)π)[0 1 0 0 0 0]T

h3(t)=180/(5(0.1+e−0.1t)π)[0 0 1 0 0 0]T

h4(t)=180/(0.1(0.5+10e−0.1t)π)[0 0 0 1 0 0]T

h5(t)=180/(0.1(0.5+10e−0.1t)π)[0 0 0 0 1 0]T

h6(t)=180/(0.1(0.5+10e−0.1t)π)[0 0 0 0 0 1]T.

针对系统(9),设计PD控制律为

us = −kpss− kdsṡ, (10)

其中: s表示滚动角φ(t),俯仰角θ(t)以及偏航角ψ(t).

设定PD控制律参数

(kpφ, kdφ, kpθ, kdθ, kpψ, kdψ) =

(100, 1000, 150, 1000, 125, 1000).

给定数值计算精度E = 0.01,利用本文数值算法
判断由式(9)和式(10)组成的闭环系统的有限时间稳
定性,则函数曲线Mi(t) = max

x0∈Ω0

hT
i (t)Φ(t, t0)x0, t

∈ Tw, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6,如图7所示.

图 7 函数曲线Mi(t), i = 1, 2, 3, 4, 5, 6

Fig. 7 Function curve Mi(t), i = 1, 2, 3, 4, 5, 6

图7中: i = 1, 2, 3分别对应滚动角φ,俯仰角θ和
偏航角ψ,而i = 4, 5, 6分别对应滚动角速度φ̇,俯仰
角速度θ̇和偏航角速度ψ̇.

计算得到参数M̃1 = 0.9717, M̃2 = 0.9764, M̃3

= 0.9583,而参数M̃4 = 0.9524, M̃5 = 0.9524, M̃6

= 0.9524,即M̃ = 0.9764,因此根据定理2可知,例4
闭环系统相对(Ω0, Et, Tw)有限时间稳定.

进一步,选取x(t0)=[5,−3, 4, 0.8, 0.5,−0.7]T∈
Ω0(单位为◦和(◦)/s)进行仿真验证,仿真结果如图8和
图9所示.
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图 8 滚动角φ(t)、俯仰角θ(t)及偏航角ψ(t)的变化曲线
Fig. 8 Time history of the roll angle φ(t), pitch angle θ(t) and

yaw angle ψ(t)

图 9 滚动角速度φ̇(t)、俯仰角速度θ̇(t)及偏航角速度ψ̇(t)的
变化曲线

Fig. 9 Time history of the roll angle rate φ̇(t), pitch angle rate

θ̇(t) and yaw angle rate ψ̇(t)

其中±φ̄(t)表示使得Et的第1个表达式取等号时
的边界曲线±6(0.1+e−0.1t)(单位为◦). 类似地, ±θ̄(t)
表示±4(0.1+e−0.1t)(单位为◦), ±ψ̄(t)表示±5(0.1+

e−0.1t)(单位为◦),而曲线± ¯̇φ(t), ± ¯̇
θ(t)以及± ¯̇

ψ(t)表

示±0.1(0.5+10e−0.1t)(单位为(◦)/s).

图8−9表明: 当闭环系统的初值x(t0) ∈ Ω0,则对
应的系统状态x(t) ∈ Et, ∀t ∈ Tw,即例4闭环系统相
对(Ω0, Et, Tw)有限时间稳定.

5 结结结论论论

本文从数值计算角度研究了当系统的初值和状态

都限定在多面体集合时的连续LTV系统有限时间稳定
性判定问题,给出了连续LTV系统有限时间稳定的充
分必要条件,并从数值计算角度给出了该类系统有限
时间稳定和有限时间不稳定的充分条件.基于所得充
分条件,本文提出了一种判定连续LTV系统有限时间
稳定性的数值方法. 理论分析和算例仿真都说明了本
文算法的有效性和正确性,相比已有结果不存在误判
风险,且适用范围更广.

如何利用本文结果研究连续LTV系统的有限时间

镇定问题将是未来的研究方向.
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