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摘要:针对一类函数完全未知的严格反馈随机非线性系统,提出了一种基于backstepping技术的鲁棒H∞自适应

神经跟踪控制器设计的新方法. 该方法可在随机非线性系统是依概率一致最终有界的情况下,保证随机非线性系
统H∞性能指标,且H∞踪踪控制器容易获得. 同时该方法去除了一些文献中神经网络逼近误差需要平方可积的假
设. 文中使用径向基函数(radial basis function, RBF)神经网络逼近打包的未知非线性函数. 所设计的控制器能够保
证闭环系统跟踪误差及其它所有信号都是依概率有界的,且对外界干扰具有鲁棒H∞抑制作用. 最后,仿真结果验
证了所提方法的有效性和正确性.
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1 引引引言言言

由于针对随机系统的控制研究考虑了随机因素对

系统的影响,因而可以获得较高的控制精度.近年来,
对随机非线性系统的控制研究已经取得了较多的成

果[1–11],其中有一类文章研究了随机非线性系统的鲁
棒控制问题[3–11]. 目前,关于随机非线性系统的鲁棒
控制问题的研究主要可以分为三大类: 一类是通过求
解Hamilton-Jacobi等式(HJE)或Hamilton-Jacobi不等
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式(HJI),得到控制器存在的充分条件[3–6];另一类是通
过将非线性系统在不同的工作点处转化为相应的线

性系统再利用线性矩阵不等式(LMI)的方法,得到控
制器存在的充分条件[7–8];第三类则是针对几种特殊
的非线性随机系统可通过相应的假设条件将问题转

化成LMIs来求解,从而得到控制器存在的充分条
件[5, 9–11].

文献[3]提出了一种通过求解HJEs来获得一类非

线性随机系统H∞控制器的方法,而文献[4–5]则是通

过求解HJIs获得非线性随机系统H∞控制器. 由于求

解非线性HJEs和HJIs具有很大难度,所以文献[3–6]

均未给出相应的仿真实例. 文献[7–11]因考虑到在求

解HJEs和HJIs的困难性,主要采用两种方法避免对

HJEs和HJIs的求解问题.一种方法如文献[7]所述,采

用模糊逼近对随机非系统进行线性化处理,将问题转

化成对LMIs的求解;另一种方法见文献[5, 9–11],当

随机非线性系统具有特殊性或者满足某种假设条件

时,才可用求解LMIs代替求解HJIs. 一般情况下,所

需要满足的假设条件较为苛刻,使得该方法不能被应

用于一般的随机非线性系统.此外,对于LMIs的求解

亦有可能出现无解的情况,从而无法获得系统的鲁

棒H∞控制器. 目前尚未发现用backstepping方法研究

随机非线性系统的H∞控制的文献，因此本文基于反

步法给出此类系统的H∞控制器的设计方法.

本文的创新之处是首次基于backstepping技术提

出了一类随机非线性系统的鲁棒H∞自适应跟踪控制

器的设计方法,该方法无需求解HJE或HJI以及LMIs,

更易于设计与实现;同时与文献[12]相比,减少了被

估计参数个数且去除了神经网络逼近误差是平方可

积的假设,同文献[13–14]相比,本文除了考虑Wiener

噪声之外还考虑了不确定外部干扰对非线性系统的

影响,所研究的问题更具有一般性.

本文针对一类函数完全未知的严格反馈随机非线

性系统,利用backstepping技术、Lyapunov理论、H∞

控制理论、RBF神经网络,推导了该类系统的鲁棒

H∞跟踪控制规律及自适应律,得到了该类系统的鲁

棒H∞跟踪控制器. 所设计的控制器能够保证系统输

出跟踪误差依概率有界,同时保证闭环系统中所有信

号都是依概率有界的,且对外界干扰具有H∞抑制作

用. 最后,对该控制器的控制效果进行了仿真,结果表

明了所提方法的有效性和正确性.

2 系系系统统统描描描述述述和和和基基基础础础知知知识识识

2.1 系系系统统统描描描述述述

考虑一类受外界扰动的严格反馈ITô类型的随机

非线性系统



dxi(t) = (gi(x̄i)xi+1 + ϕi(x̄i)ϖi(t)+

fi(x̄i))dt+ φT
i (x̄i)dw,

1 6 i 6 n− 1,

dxn(t) = (gn(x)u+ ϕn(x)ϖn(t)+

fn(x))dt+ φT
n(x)dw,

y(t) = x1(t),

(1)

其中: x = [x1(t) x2(t) · · · xn(t)]
T ∈ Rn, u ∈ R和

y(t)∈ R分别表示系统的状态向量、控制输入和系统
输 出; x̄i = [x1(t) x2(t) · · · xi(t)]

T ∈ Ri, gi(·),
fi(·), ϕi(·) : Ri → R, φi(·) : Ri→Rr代表未知的光

滑非线性函数,且满足fi(0) = 0, ϕi(0) = 0(i = 1, 2,

· · · , n); ϖ(t) = [ϖ1(t) ϖ2(t) · · · ϖn(t)]
T, ϖ(t) ∈

L2
F ([0, T ], R)为外部干扰信号; w表示定义在完备的
滤波概率空间(Ω,F, {Ft}t>t0 , P )上的r维标准的布

朗运动.

其控制目标如下: 所设计的控制器能够保证系
统(1)具有H∞性能指标,使得系统(1)的输出信号y(t)
可跟踪期望轨迹yr(t),与此同时保证闭环系统(1)的所
有信号是依概率有界的. 在控制器设计之前做如下假
设:

假假假设设设 1[15] 系统期望输出轨迹yr(t)及其导数

y(i)r (t)(i = 1, 2, · · · , n)为已知连续有界函数.

假假假设设设 2[16] 非线性光滑函数gi的符号是已知的,
为了不失一般性假设gi(x̄i) > 0,其中i = 1, 2, · · · ,n,
并且存在未知常数bm,满足如下条件:

gi(x̄i) > bm > 0, ∀ xi ∈ Ri.

2.2 基基基础础础知知知识识识

定定定义义义 1[17] 对于如下随机非线性系统:

dx = f(x)dt+ h(x)dw, (2)

其中: x ∈ Rn, w表示定义在完备的概率滤波空间r维
标准布朗运动.对于任意的函数V (x) ∈ C2,定义其无
穷微分算子L为

LV =
∂V

∂x
f +

1

2
tr{hT∂

2V

∂x2
h},

其中tr{A}表示矩阵A的迹.

定定定义义义 2[18] 考虑系统(2),如果存在一个正定,径
向无界,二阶连续可微的Lyapunov函数V : Rn → R,
常数a > 0, b > 0使得

LV (x) 6 −aV (x) + b,

则系统(2)是依概率有界的且存在唯一解.

定定定义义义 3[8] 对于随机非线性系统(1),当x(0) ̸=
0时,有Lyapunov函数V (x(0)) > 0,如果跟踪误差z1
满足下列约束条件

E[
w t

0
∥z1(s)∥2ds] 6 γ2E[

w t

0
∥ϖ(s)∥2ds+
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E[V (x(0))].

其中: ϖ为外部干扰, γ为干扰抑制系数,则该随机系
统对外部干扰具有鲁棒H∞干扰抑制性能.

引引引理理理 1(Young′s不不不等等等式式式)[12] 对任意正数ε > 0,
下面不等式恒成立:

xy 6 εp

p
|x|p + 1

qεq
|y|q, ∀ (x, y) ∈ R2,

其中: p > 1, q > 1,并且(p− 1)(q − 1) = 1.

引引引理理理 2(Gronwall不等式)[19] x, ψ, χ在 t∈ [a, b]
上是实连续函数,且χ(t) > 0,如果

x(t) 6 ψ(t) +
w t

a
χ(s)x(s)ds,

则有

x(t) 6 ψ(t) +
w t

a
χ(s)ψ(s)e

r t
s
χ(µ)dµds.

推推推论论论 1 x(t), ψ(t), χ(t)在t ∈ [a, b]上是随机变

量实连续函数,且E[χ(t)] > 0,如果

E[x(t)] 6
w t

a
E[χ(s)]E[x(s)]ds+ E[ψ(t)],

则有

E[x(t)] 6
w t

a
E[χ(s)]E[ψ(s)]eE[

∫ t
s
χ(u)du]ds+

E[ψ(t)].

注注注 1 推论1容易被证得,这里证明略.

由文献[20]知, RBF神经网络可以逼近打包的未
知非线性连续光滑函数

f(Z) =WTS(Z), (3)

其中: Z ∈ ΩZ ⊂ Rq为输入向量, q是输入维数, W =

[w1 w2 · · · wl]
T ∈ Rl是神经网络的权向量, l是神经

元节点个数, S(Z) = [s1(Z) s2(Z) · · · sl(Z)]T∈Rl

是高斯型函数, si(Z)是基函数. 通常选取如下形式高
斯型函数作为神经网络的基函数:

si(Z) = exp[−(Z − µi)
T(Z − µi)/η2], (4)

其中: i = 1, 2, · · · , µi是基函数的中心, η是高斯函数
的宽度.

RBF神经网络(3)能够在有界闭集ΩZ ⊂ Rq上以

任意精度逼近任意连续函数f(Z),数学表达式可写为

f(Z) =W ∗TS(Z) + δ(Z), ∀ Z ∈ ΩZ ⊂ Rq, (5)

其中: W ∗T是理想的常数权向量, δ(Z)是逼近误差且
满足|δ(Z)| 6 ε.

引引引理理理 3[18] 考虑式(3)和式(4),令

ρ =
1

2
min
i̸=j

∥µi − µj∥,

则

∥S(Z)∥ 6
∞∑
k=0

3q(k + 2)q−1e−2ρ2k2/η2

: = s.

文献[21]已证得s是未知有界常数且与神经网络输入
变量、神经网络节点个数无关.

3 自自自适适适应应应H∞跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计

为了便于表述,在对应的函数中省略了时间变量
与状态变量. 取如下的坐标变换:

zi(t) = xi(t)− αi−1(x̄i−1, ȳ
(i−1)
r , β̂, θ̂), (6)

其 中: i = 1, 2, · · · , n; a0 = yr(t); ȳ
(i−1)
r = [yr(t)

ẏr(t) · · · y(i−1)
r (t)]; β̂是未知常数β的估计值; θ̂是未

知常数θ的估计值. β̃ = β − β̂, θ̃ = θ − θ̂, β̃和θ̃是相
应参数估计误差,关于β和θ的定义如下:

β = max{∥Wi∥2, i = 1, 2, · · · , n}, (7)

θ = max{ε2i , i = 1, 2, · · · , n}. (8)

其中Wi, εi分别代表第i个神经网络的权向量和逼近

误差的上界.

定定定理理理 1 对于随机非线性系统(1),如果满足假
设1和假设2的条件,且取虚拟控制律、实际控制律、
自适应律为

α1=−(k1+h
2)z1−

1

2
β̂z31S

T
1 S1−

1

2
z31 θ̂, (9)

αi=−(ki+h
2)zi−

1

2
β̂z3i S

T
i Si−

1

2
z3i θ̂, (10)

u=−(kn + h2)zn−
1

2
β̂z3nS

T
nSn−

1

2
z3nθ̂, (11)

˙̂
θ =

1

2

n∑
j=1

z6j − d0θ̂, (12)

˙̂
β =

1

2

n∑
j=1

z6jS
T
j Sj − b0β̂. (13)

其中: k1 > 0, ki > 0, kn > 0, b0 > 0, d0 > 0是设计

参数, h =
n

γ2
+ 1, γ > 0是干扰抑制系数, n为系统

的阶数. 则上述控制器可保证随机非线性系统(1)输出
信号能够很好地跟踪期望信号,系统的跟踪误差和所
有信号是依概率有界的,同时对外部干扰具有鲁棒
H∞抑制性能.

证证证 第第第1步步步 根据坐标变换方程(6),可得系统(1)
的第1个误差子系统

dz1 = (g1x2 + ϕ1ϖ1 + f1 − ẏr)dt+ φT
1 dw.

选择如下形式的Lyapunov函数:

V1(z1, β̃, θ̃) =
1

4
hbmz

4
1 +

1

2
hb2mβ̃

2 +
1

2
hb2mθ̃

2,

(14)

其中h > 0为设计参数.

根据定义1,则有

LV1 = hbmz
3
1(g1x2 + ϕ1ϖ1 + f1 − ẏr) +

1

2
tr{φT

1

∂2V1

∂z21
φ1} − hb2mβ̃

˙̂
β − hb2mθ̃

˙̂
θ =
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hbmz
3
1(g1x2 + ϕ1ϖ1 + f1 − ẏr) +

3

2
hbmz

2
1∥φ1∥2 − hb2mβ̃

˙̂
β − hb2mθ̃

˙̂
θ. (15)

利用引理1,则有如下关系成立:

hbmz
3
1g1z2 6 3

4
hbmg1z

4
1 +

1

4
hbmg1z

4
2 , (16)

3

2
hbmz

2
1∥φ1∥2 6 9

16
+ h2b2mz

4
1∥φ1∥4 6

9

16
+ h3b2mz

4
1 +

1

4
hb2mz

4
1∥φ1∥8, (17)

hbmz
3
1ϕ1ϖ1 6 1

4
hb2mz

6
1ϕ

2
1 + hϖ2

1. (18)

将式(16)–(18)代入式(15)可得

LV1 6 hbmz
3
1(
3

4
g1z1 + g1α1 +

1

4
bmz

3
1ϕ

2
1 + f1 −

ẏr +
1

4
bmz1∥φ1∥8) + h3b2mz

4
1 − hb2mβ̃

˙̂
β −

hb2mθ̃
˙̂
θ +

9

16
+

1

4
hbmg1z

4
2 + hϖ2

1. (19)

参考文献[22]中的思想,这里定义一个辅助函数

H1 = LV1(z1, β̃, θ̃) + h2(∥z1∥2 − γ2∥ϖ1∥2) =
LV1(z1, β̃, θ̃) + h2(z21 − γ2ϖ2

1). (20)

根据式(20)和引理1知

h2z21 6 1

4
hz41 + h3. (21)

将式(19)和式(21)代入式(20)可知

H1 6 hbmz
3
1(g1α1 + f̄1(Z1)) + h3b2mz

4
1 −

hb2mβ̃
˙̂
β − hb2mθ̃

˙̂
θ +

1

4
hbmg1z

4
2 +

h(1− hγ2)ϖ2
1 +

9

16
+ h3, (22)

其中

f̄1(Z1) =
3

4
g1z1 +

1

4
bmz

3
1ϕ

2
1 + f1 − ẏr +

1

4
bmz1∥φ1∥8 +

1

4bm
z1,

其中Z1 = z1.

类似文献[2, 12, 15],可用RBF神经网络逼近打包
的未知非线性函数. 根据引理1和式(7)与式(8)得

hbmz
3
1 f̄1 = hbmz

3
1(W

T
1 S1 + δ1) 6

1

2
hb2mz

6
1βS

T
1 S1 +

1

2
hb2mz

6
1θ + h.

(23)

根据式(22)和式(23)可得

H1 6 hbmz
3
1g1α1 +

1

2
hb2mz

6
1βS

T
1 S1 +

1

2
hb2mz

6
1θ +

h3b2mz
4
1 − hb2mβ̃

˙̂
β − hb2mθ̃

˙̂
θ +

1

4
hbmg1z

4
2 +

h(1− hγ2)ϖ2
1 +

9

16
+ h3 + h. (24)

由于根据式 (12)和式 (13)易证得如果初始条件
θ̂(0) > 0, β̂(0) > 0,则相应地有θ̂(t) > 0, β̂(t) > 0

恒成立. 因证明过程简单,此处证明略.

注注注 2 后面的推导都是在初始条件θ̂(0) > 0, β̂(0) > 0

下进行的,且用到θ̂(t), β̂(t)非负的性质.

将式(9)代入式(24)有

H1 6 −k1hb2mz41 + hb2mβ̃(
1

2
z61S

T
1 S1 − ˙̂

β) +

hb2mθ̃(
1

2
z61 −

˙̂
θ) +

1

4
hbmg1z

4
2 +

h(1− hγ2)ϖ2
1 +

9

16
+ h3 + h.

第第第i步步步(i = 2, 3, · · · , n− 1) 利用坐标变换方程

zi = xi − αi−1,则系统(1)的第i个子系统为

dzi = (gixi+1 + ϕiϖi + fi −
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

ϕjϖj −

ηi−1)dt+ (φi −
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

φj)
Tdw,

其中:

ηi−1 = ρi−1 +
∂αi−1

∂β̂

˙̂
β +

∂αi−1

∂θ̂

˙̂
θ,

ρi−1=
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

(gjxj+1+fj)+
i−1∑
j=0

∂αi−1

∂y
(j)
r

y(j+1)
r +

1

2

i−1∑
p,q=1

∂2αi−1

∂xp∂xq

φT
pφq.

选取Lyapunov函数

Vi(zi) =
1

4
hbmz

4
i . (25)

根据定义1知

LVi(zi) = hbmz
3
i (gixi+1 + ϕiϖi + fi − ηi−1 −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

ϕjϖj) +
1

2
tr{(φi −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

φj)
T∂

2Vi

∂z2i
(φi−

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

φj)} =

hbmz
3
i (gizi+1 + giαi + ϕiϖi + fi −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

ϕjϖj − ρi−1 − ζi(Zi)) +

3

2
hbmz

2
i ∥φi −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

φj∥2 +

hbmz
3
i (ζi(Zi)−

∂αi−1

∂β̂

˙̂
β − ∂αi−1

∂θ̂

˙̂
θ),

(26)

其中ζi(Zi)是为了便于证明引入的辅助函数,后面将
会给出其具体数学形式. 根据式(26)和引理1可得

hbmz
3
i gizi+1 6 3

4
hbmgiz

4
i +

1

4
hbmgiz

4
i+1, (27)
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hbmz
3
i ϕiϖi 6

1

4
hb2mϕ

2
i z

6
i + hϖ2

i , (28)

−hbmz3i
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

ϕjϖj 6

1

4
hb2mz

6
i

i−1∑
j=1

(
∂αi−1

∂xj

ϕj)
2 + h

i−1∑
j=1

ϖ2
j , (29)

3

2
hbmz

2
i ∥φi −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

φj∥2 6

9

16
+ h2b2mz

4
i ∥φi −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

φj∥4 6

9

16
+ h3b2mz

4
i +

1

4
hb2mz

4
i ∥φi −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

φj∥8.

(30)

将式(27)–(30)代入式(26)有

LVi 6 hbmz
3
i (
3

4
gizi + giαi +

1

4
bmϕ

2
i z

3
i + fi +

1

4
bmz

3
i

i−1∑
j=1

(
∂αi−1

∂xj

ϕj)
2 − ρi−1 − ζi(Zi) +

1

4
bmzi∥φi −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

φj∥8) +

hbmz
3
i (ζi(Zi)−

∂αi−1

∂β̂

˙̂
β − ∂αi−1

∂θ̂

˙̂
θ) +

1

4
hbmgiz

4
i+1 + h

i∑
j=1

ϖ2
j +

9

16
+ h3b2mz

4
i .

(31)

同样定义

Hi = LV1(z1, β̃, θ̃) +
i∑

j=2

LVj(zj) +

h2(∥z1∥2 − γ2
i∑

j=1

∥ϖj∥2) =

Hi−1 + LVi(zi)− h2γ2ϖ2
i . (32)

由式(31)与式(32)可得

Hi 6 −
i−1∑
j=1

kjhb
2
mz

4
j + hb2mβ̃(

i−1∑
j=1

1

2
z6jS

T
j Sj − ˙̂

β) +

hb2mθ̃(
i−1∑
j=1

1

2
z6j −

˙̂
θ) + h

i∑
j=1

(i+ 1− j −

hγ2)ϖ2
j + hbm

i∑
j=2

z3j (ζj(Zj)−
∂αj−1

∂β̂

˙̂
β −

∂αj−1

∂θ̂

˙̂
θ) +

9i

16
+ h3 + (i− 1)h+ h3b2mz

4
i +

hbmz
3
i (giαi + f̄i(Zi)) +

1

4
hbmgiz

4
i+1, (33)

其中

f̄i(Zi) =
1

4
gi−1zi +

3

4
gizi +

1

4
bmϕ

2
i z

3
i + fi +

1

4
bmz

3
i

i−1∑
j=1

(
∂αi−1

∂xj

ϕj)
2 − ρi−1 − ζi(Zi) +

1

4
bmzi∥φi −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

φj∥8,

其中Zi = [z1 z2 · · · zi β̂ θ̂]T.

同式(23)的处理方法相同,可知

hbmz
3
i f̄i 6

1

2
hb2mz

6
i βS

T
i Si +

1

2
hb2mz

6
i θ + h.

(34)

根据式(10)(33)–(34)可得

Hi 6 −
i∑

j=1

kjhb
2
mz

4
j + hb2mβ̃(

i∑
j=1

1

2
z6jS

T
j Sj − ˙̂

β) +

hb2mθ̃(
i∑

j=1

1

2
z6j −

˙̂
θ) + h

i∑
j=1

(i+ 1− j −

hγ2)ϖ2
j +

9i

16
+ h3 + ih+ hbm

i∑
j=2

z3j (ζj −

∂αj−1

∂β̂

˙̂
β − ∂αj−1

∂θ̂

˙̂
θ) +

1

4
hbmgiz

4
i+1. (35)

第第第n步步步 根据式(6)中的坐标变换zn=xn−αn−1,
可知随机非线性系统(1)的第n个子系统

dzn = (gnu+ ϕnϖn + fn −
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

ϕjϖj −

ηn−1)dt+ (φn −
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

φj)
Tdw,

其中:

ηn−1 = ρn−1 +
∂αn−1

∂β̂

˙̂
β +

∂αn−1

∂θ̂

˙̂
θ,

ρn−1 =
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

(gjxj+1 + fj) +

n−1∑
j=0

∂αn−1

∂y
(j)
r

y(j+1)
r +

1

2

n−1∑
p,q=1

∂2αn−1

∂xp∂xq

φT
pφq.

选取Lyapunov函数

Vn(zn) =
1

4
hbmz

4
n + k0. (36)

注注注 3 其中k0 > 0,是为了H∞性能证明的需要但不参

与控制器的设计.

根据定义1有

LVn(zn) = hbmz
3
n(gnu+ ϕnϖn + fn −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

ϕjϖj − ηn−1) +

1

2
tr{(φn −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

φj)
T ·

∂2Vn

∂z2n
(φn −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

φj)} =

hbmz
3
n(gnu+ ϕnϖn + fn −
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n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

ϕjϖj − ρn−1 − ζn(Zn)) +

3

2
hbmz

2
n∥φn −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

φj∥2 +

hbmz
3
n(ζn(Zn)−

∂αn−1

∂β̂

˙̂
β −

∂αn−1

∂θ̂

˙̂
θ), (37)

其中ζn(Zn)是辅助函数. 由式(37)和引理1有

hbmz
3
nϕnϖn 6 1

4
hb2mϕ

2
nz

6
n + hϖ2

n, (38)

−hbmz3n
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

ϕjϖj 6

1

4
hb2mz

6
n

n−1∑
j=1

(
∂αn−1

∂xj

ϕj)
2 + h

n−1∑
j=1

ϖ2
j , (39)

3

2
hbmz

2
n∥φn −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

φj∥2 6

9

16
+ h2b2mz

4
n∥φn −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

φj∥4 6

9

16
+ h3b2mz

4
n +

1

4
hb2mz

4
n∥φn −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

φj∥8.

(40)

将式(38)–(40)代入式(37)知

LVn(zn) 6 hbmz
3
n(gnu+

1

4
bmz

3
nϕ

2
n + fn +

1

4
bmz

3
n

n−1∑
j=1

(
∂αn−1

∂xj

ϕj)
2 − ρn−1 −

ζn(Zn) +
1

4
bmzn∥φn −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

φj∥8) + hbmz
3
n(ζn(Zn)−

∂αn−1

∂β̂

˙̂
β − ∂αn−1

∂θ̂

˙̂
θ) + h

n∑
j=1

ϖ2
j +

9

16
+ h3b2mz

4
n. (41)

这里定义

Hn = LV1(z1, β̃, θ̃) +
n∑

j=2

LVj(zj) +

h2(∥z1∥2 − γ2
n∑

j=1

∥ϖj∥2) =

Hn−1 + LVn(zn)− h2γ2ϖ2
n. (42)

将式(35)和式(41)代入式(42)有

Hn 6 −
n−1∑
j=1

kjhb
2
mz

4
j + hb2mβ̃(

n−1∑
j=1

1

2
z6jS

T
j Sj − ˙̂

β) +

hb2mθ̃(
n−1∑
j=1

1

2
z6j −

˙̂
θ) + h

n∑
j=1

(n+ 1− j −

hγ2)ϖ2
j +

9n

16
+ h3 + (n− 1)h+

hbm
n∑

j=2

z3j (ζj(Zj)−
∂αj−1

∂β̂

˙̂
β − ∂αj−1

∂θ̂

˙̂
θ) +

hbmz
3
n(gnu+ f̄n(Zn)) + h3b2mz

4
n, (43)

其中

f̄n(Zn) =
1

4
gn−1zn +

1

4
bmz

3
nϕ

2
n + fn +

1

4
bmz

3
n

n−1∑
j=1

(
∂αn−1

∂xj

ϕj)
2 − ρn−1 −

ζn(Zn) +
1

4
bmzn∥φn −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

φj∥8,

其中Zn = [z1 z2 · · · zn β̂ θ̂]T.

用与第i步中处理f̄i(Zi)相同的方法处理f̄n(Zn),

则有

hbmz
3
nf̄n 6 1

2
hb2mz

6
nβS

T
nSn +

1

2
hb2mz

6
nθ + h.

(44)

根据式(11)–(13)以及式(43)和式(44)得

Hn 6 −
n∑

j=1

kjhb
2
mz

4
j + hb0b

2
mβ̃β̂ + hd0b

2
mθ̃θ̂ +

h
n∑

j=1

(n+ 1− j − hγ2)ϖ2
j +

9n

16
+

h3 + nh+ hbm
n∑

j=2

z3j (ζj(Zj)−

∂αj−1

∂β̂

˙̂
β − ∂αj−1

∂θ̂

˙̂
θ). (45)

根据式(12)–(13)及式(45)可知

−hbm
n∑

j=2

z3j (
∂αj−1

∂β̂

˙̂
β +

∂αj−1

∂θ̂

˙̂
θ) =

−hbm(−
n∑

j=2

b0z
3
j

∂αj−1

∂β̂
β̂ +

n∑
j=2

z3j
∂αj−1

∂β̂
·

(
j−1∑
i=1

1

2
z6i S

T
i Si +

n∑
i=j

1

2
z6i S

T
i Si)−

n∑
j=2

d0z
3
j

∂αj−1

∂θ̂
θ̂ +

n∑
j=2

z3j
∂αj−1

∂θ̂
(
j−1∑
i=1

1

2
z6i +

n∑
i=j

1

2
z6i )) 6

−hbm(−
n∑

j=2

b0z
3
j

∂αj−1

∂β̂
β̂ +

n∑
j=2

z3j
∂αj−1

∂β̂
·

j−1∑
i=1

1

2
z6i S

T
i Si −

n∑
j=2

1

2
z6jS

T
j Sj ·

j∑
i=2

|z3i
∂αi−1

∂β̂
| −

n∑
j=2

d0z
3
j

∂αj−1

∂θ̂
θ̂ +

n∑
j=2

z3j
∂αj−1

∂θ̂

j−1∑
i=1

1

2
z6i −

n∑
j=2

1

2
z6j

j∑
i=2

|z3i
∂αi−1

∂θ̂
|) 6

−hbm
n∑

j=2

z3j (−b0
∂αj−1

∂β̂
β̂ +

∂αj−1

∂β̂
·
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j−1∑
i=1

1

2
z6i S

T
i Si −

1

2
z3j s

2
j∑

i=2

|z3i
∂αi−1

∂β̂
| −

d0
∂αj−1

∂θ̂
θ̂ +

∂αj−1

∂θ̂

j−1∑
i=1

1

2
z6i −

1

2
z3j

j∑
i=2

|z3i
∂αi−1

∂θ̂
|) =

−hbm
n∑

j=2

z3j ζj(Zj). (46)

根据式(46)可知辅助函数

ζi(Zi) = −b0
∂αi−1

∂β̂
β̂ +

∂αi−1

∂β̂

i−1∑
j=1

1

2
z6jS

T
j Sj −

1

2
z3i s

2
i∑

j=2

|z3j
∂αj−1

∂β̂
| − d0

∂αi−1

∂θ̂
θ̂ +

∂αi−1

∂θ̂

i−1∑
j=1

1

2
z6j −

1

2
z3i

i∑
j=2

|z3j
∂αj−1

∂θ̂
|,

ζn(Zn) = −b0
∂αn−1

∂β̂
β̂ +

∂αn−1

∂β̂

n−1∑
j=1

1

2
z6jS

T
j Sj −

1

2
z3ns

2
n∑

j=2

|z3j
∂αj−1

∂β̂
| − d0

∂αn−1

∂θ̂
θ̂ +

∂αn−1

∂θ̂

n−1∑
j=1

1

2
z6j −

1

2
z3n

n∑
j=2

|z3j
∂αj−1

∂θ̂
|,

其中s的定义见引理3. 根据式(46)可知

hbm
n∑

j=2

z3j (ζj(Zj)−
∂αj−1

∂β̂

˙̂
β − ∂αj−1

∂θ̂

˙̂
θ) 6 0

(47)

恒成立.

根据β̃ = β − β̂, θ̃ = θ − θ̂,由式(45)和引理1可

得

hb0b
2
mβ̃β̂ = hb0b

2
mβ̃(β − β̃) =

−hb0b2mβ̃2 + hb0b
2
mβ̃β 6

−hb0b2mβ̃2 +
1

4
hb0b

2
mβ̃

2 + hb0b
2
mβ

2 =

−3

4
hb0b

2
mβ̃

2 + hb0b
2
mβ

2. (48)

同理可得

hd0b
2
mθ̃θ̂6 −3

4
hd0b

2
mθ̃

2 + hd0b
2
mθ

2. (49)

根据定理1中的h =
n

γ2
+ 1及式(45)(47)–(49)得

Hn 6 −
n∑

j=1

kjhb
2
mz

4
j −

3

4
hb0b

2
mβ̃

2 − 3

4
hd0b

2
mθ̃

2 +

hb2m(b0β
2 + d0θ

2) +
9n

16
+ h3 + nh. (50)

根据式(14)(25)和式(36)可得系统(1)整个误差子
系统的Lyapunov函数

V (Z0) = V1(z1, β̃, θ̃) +
n∑

j=2

Vj(zj) =

1

4
hbm

n∑
j=1

z4j +
1

2
hb2mβ̃

2 +
1

2
hb2mθ̃

2 + k0,

其中Z0 = [z1 z2 · · · zn β̃ θ̃]T. 由于k0 > 0,所以总
存在

V (Z0) > 0. (51)

其无穷微分算子:

LV (Z0) = LV1(z1, β̃, θ̃) +
n∑

j=2

LVj(zj). (52)

根据式(42)(50)和式(52)得

LV 6 −
n∑

j=1

kjhb
2
mz

4
j −

3

4
hb0b

2
mβ̃

2 − 3

4
hd0b

2
mθ̃

2 +

hb2m(b0β
2 + d0θ

2) +
9n

16
+ h3 + nh+

h2γ2
n∑

j=1

∥ϖj∥2 − h2∥z1∥2. (53)

注注注 4 式(53)是在(9)–(13)参与控制时得到的. 下面根

据式(53)证系统(1)的稳定性和H∞干扰抑制性能.

1) 稳定性的证明.

由式(53)知

LV 6 −
n∑

j=1

kjhb
2
mz

4
j −

3

4
hb0b

2
mβ̃

2 −

3

4
hd0b

2
mθ̃

2 + hb2m(b0β
2 + d0θ

2) +

9n

16
+ h3 + nh+ h2γ2∥ϖ∥2 6

−aV + b, (54)

其中: ϖ = [ϖ1 ϖ2 · · · ϖn]
T为外部有界干扰信号,

a = min{4kjbm,
3

2
b0,

3

2
d0} (j = 1, 2, · · · , n), b =

hb2m(b0β
2+d0θ

2)+
9n

16
+h3+nh+h2γ2∥ϖ∥2+ak0.

因为式(54)满足定义2的稳定性定理,即所设计的
控制器保证系统(1)中的所有信号是依概率有界的.

2) H∞干扰抑制性能的证明.

根据式(53)知

LV (Z0) 6 hb2m(b0β
2 + d0θ

2) +
9n

16
+ h3 +

nh+ h2(γ2∥ϖ∥2 − ∥z1∥2). (55)

根据式(51)可知存在未知常数ρ > 0,使得

hb2m(b0β
2 + d0θ

2) +
9n

16
+ h3 + nh 6 ρV (Z0).

(56)

由式(55)和式(56)可知

LV (Z0) 6 ρV (Z0) + h2(γ2∥ϖ∥2 − ∥z1∥2).
(57)

对式(57)在时间上从0到t积分,然后取数学期望可得

E[V (Z0(t))] 6 ψ(t) + E[
w t

0
χ(s)V (Z0(s))ds].

(58)
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其中
ψ(t)=E[

w t

0
h2(γ2∥ϖ(s)∥2−∥z1(s)∥2)ds]+

E[V (Z0(0))],

χ = ρ.

(59)

注注注 5 要证明所设计的控制器使系统(1)具有鲁棒H∞

干扰抑制性能,则首先需要证明ψ(t) > 0. 下面采用反证法的

思想证ψ(t) > 0.

根据式(58)和推论1有

E[V (Z0(t))] 6 ψ(t) +
w t

0
χψ(s)e

r t
s
χ(µ)dµds.

(60)

反证法: 这里假设

ψ(t) 6 0, (61)

则有 w t

0
χψ(s)e

r t
s
χ(µ)dµds 6 0 (62)

成立. 将式(61)和(62)代入式(60)可得

E[V (Z0(t))] 6 0. (63)

因为式(51)与式(63)相矛盾,则式(61)的假设不成立.
即证得

ψ(t) > 0. (64)

根据式(59)和式(64)知

E[h2
w t

0
∥z1(s)∥2ds] < E[h2

w t

0
γ2∥ϖ(s)∥2ds] +

E[V (Z0(0))], (65)

恒成立. 由于n > 1为正整数,根据定理 1中的h =
n

γ2
+ 1可知

h > 1. (66)

根据式(65)–(66)则有

E[
w t

0
∥z1(s)∥2ds] < E[

w t

0
γ2∥ϖ(s)∥2ds] +

E[V (Z0(0))].

即设计的控制器满足定义2的H∞性能指标,故对外部
干扰具有鲁棒H∞抑制能力.

4 仿仿仿真真真研研研究究究

考虑文献[23]中的柔性关节机械臂系统

dx1 = (x2 + ϕ1ϖ1)dt,

dx2 = (
k

ml2
x3 + ϕ2ϖ2 + f2)dt+ φ2dw,

dx3 = (x4 + ϕ3ϖ3)dt,

dx4 = (
1

J
u+ f4 + ϕ4ϖ4)dt+ φ4dw,

y = x1,

(67)

其中: x1是连杆角位置, x2是连杆角速度, x3是转子角

位置, x4是转子角速度.

f2 = − k

ml2
x1 −

g

l
sinx1,

f4 =
k

J
(x1 − x3),

φ2 =
1

ml2
Λ1, φ4 =

1

J
Λ2,

Λ1 = [−ml cosx1 −ml sinx1 0],

Λ2 = [−0 0 1].

对文献[23]中的系统考虑了外部干扰的影响,干
扰项为ϕ1ϖ1, ϕ2ϖ2, ϕ3ϖ3, ϕ4ϖ4.其中:

ϕ1 = x1e
−x1 , ϕ2 = x1 sinx

2
2,

ϕ3 = x2 cosx3, ϕ4 = x3x4,

ϖ1 = 0.01 sin te−0.2t,

ϖ2 = 0.02 cos(2t)e−0.5t,

ϖ3 = 0.05 sin(1.5t)e−0.1t,

ϖ4 = 0.03 cos(0.5t)e−0.4t,

并将文献[23]中白噪声考虑成高斯白噪声而得到系
统(67).

在文献[23]中系统参数

m = 1 kg, l = 1 m, J = 1 kg ·m2,

g = 9.8 m/s2, k = 5 Nm/rad,

系统期望输出信号yr = 0.6 sin(0.5t) rad,初始状态
[x1(0) x2(0) x3(0) x4(0)]

T = [0 0 0 0]T.

按照定理1,设计该系统的控制器. MATLAB仿真
时设计参数

k1 = 15, k2 = 15, k3 = 30, k4 = 15,

b0 = 0.5, d0 = 2, γ = 1(即h = 5),

初始状态[β̂ θ̂]T= [0.02 0.04]T. 选择RBF神经网络:
神经网络WT

1 S1(Z1)包含7个节点,并且中心宽度平
均分配在[−3, 3],宽度为2,神经网络WT

2 S2(Z2)包含

74个节点,且中心宽度平均分配在[−3, 3]×[−3, 3]×
[−3, 3]× [−3, 3],宽度为2,神经网络WT

3 S3(Z3)包含

75个节点,且中心宽度平均分配在[−3, 3]×[−3, 3]×
[−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3],宽 度 为 2,神 经 网 络
WT

4 S4(Z4)包含76个节点,且中心宽度平均分配在
[−3, 3]×[−3, 3]×[−3, 3]×[−3, 3]×[−3, 3]×[−3, 3],
宽度为2.

系统的仿真结果如图1–9,这里,图1表示系统跟踪
期望信号的输出曲线,为了更好地显示出控制律的鲁
棒性,图中同时给出了期望跟踪轨迹和系统受到及未
受到外部干扰时的跟踪效果.以同样的方式,图2–8分
别给出了相应的曲线随时间变化情况及对比效果,
图9给出了系统的均方误差曲线及其对比.
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图 1 系统输出跟踪效果及对比

Fig. 1 System output tracking effect and its comparison

图 2 系统状态曲线x2及对比

Fig. 2 System state curve x2 and its comparison

图 3 系统状态曲线x3及对比

Fig. 3 System state curve x3 and its comparison

图 4 系统状态曲线x4及对比

Fig. 4 System state curve x4 and its comparison

图 5 跟踪误差z1及其对比

Fig. 5 Tracking error z1 and its comparison

图 6 β̂及其对比

Fig. 6 β̂ and its comparison
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图 7 θ̂及其对比

Fig. 7 θ̂ and its comparison

图 8 控制信号及其对比

Fig. 8 Control signal and its comparison

图 9 均方误差及其对比

Fig. 9 The mean square of errors and its comparison

从图1–8知系统中的所有信号都是依概率有界的
且外部扰动对系统的跟踪性能几乎无影响,体现了系
统具有鲁棒H∞干扰抑制能力.

图8与文献[23]中的均方误差相比,可知本文方法
的跟踪精度优于文献[23]. 另外本文除了考虑白噪声
之外还考虑了不确定外部干扰对非线性系统的影响,
可以做到对两类干扰信号的抑制,保证系统在受到这
些干扰时仍可以保持很好地跟踪性能.相比于文献
[23]中方法只能处理系统函数是已知的情况,本文的
方法可处理系统函数是完全未知的,且比文献[23]具
有更好的跟踪效果.上述仿真结果表明了所设计控制
器的有效性和优越性.

5 结结结论论论

本文研究一类受外界扰动函数完全未知的严格反

馈随机非线性系统的backstepping鲁棒H∞跟踪神经

控制器的设计问题.在设计该类系统的鲁棒H∞跟踪

控制器时,基于backstepping技术将Lyapunov理论、
RBF神经网络和H∞性能相结合,通过适当选择设计
参数达到了H∞性能指标的条件,给出了该类系统的
鲁棒H∞自适应跟踪控制器的设计方法. 所设计的控
制器能够保证受到外部干扰影响时,系统的输出信号
都能够很好地跟踪期望输出信号,同时闭环系统中所
有信号都是依概率有界的,并且保证系统对外部干扰
具有鲁棒H∞抗干扰抑制性能.数值仿真结果表明了
该方法的有效性.
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