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摘要:为提高工业机器人旋转矢量(RV)减速器的传动精度,合理分配各零件的加工和装配公差,本文提出一种基
于等价模型的RV减速器传动误差建模与优化方法. 该方法根据RV减速器的传动结构,构建17自由度的等价误差模
型,利用传统经验参数进行求解,获得减速器仿真传动误差;同时,将仿真传动误差与实际测量传动误差进行对比,
运用最小二乘法建立经验参数辨识模型;在此基础上通过粒子群算法优化辨识模型中的经验参数,将该参数运用
到实际RV减速器生产中,结果显示: 与传统经验参数建立的误差模型相比,本文提出的方法使得传动精度的仿真精
度误差平均缩小9.99%,大幅度提高了等价误差模型的准确性.
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Abstract: In order to improve the transmission accuracy of rotate vector (RV) reducer used in industrial robot and
assign the machining and assembly tolerance reasonably, this paper proposes a method for modeling and optimizing the
transmission error of a RV reducer based on an equivalent model. According to the transmission structure of the RV reducer,
this method constructs an equivalent error model of 17 degrees of freedom, which is solved by using traditional empirical
parameters to obtain the simulation transmission error of the reducer. Then, we use the least squares method to build
the parameter identification model by comparing the simulation transmission errors and experimental transmission errors.
On this basis, the particle swarm optimization algorithm is used to optimize the empirical parameters in the identification
model, and the parameters are applied to the actual RV reducer production. The result shows that compared with the error
model established by the traditional empirical parameters, the method proposed in this paper reduces the simulation error
of transmission accuracy by 9.99%, which greatly improves the accuracy of the equivalent model.
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1 引引引言言言

旋转矢量(rotate vector, RV)减速器是一种从摆线
针轮啮合传动发展而来的二级封闭式传动机构[1]. 作
为工业机器人的核心部件, RV减速器具有大减速
比、高精度、高刚度及高效率等优点[2–3],很好地保证
了工业机器人的运动性能,被广泛应用在工业机器
人、机床、军工及医疗等行业[4].

RV减速器的传动误差是指实际输出角度和理论
输出角度之间的差值,是衡量机构精度的主要指标[5].
对于高精度RV减速器来说,各零件的加工误差、齿廓
修形误差及配合误差是影响传动误差的最直接因

素[6]. 由于RV减速器零件众多、结构紧凑,导致各零
件公差的影响关系错综复杂,给传动误差的分析带来
了很大的困难.为此,国内外研究学者提出了各种分
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析模型. 李力行等人针对高精度RV减速器,分别研究
了各种加工及装配误差对传动链误差的影响,并推导
出了相关表达式[1]. 此方法主要考虑单个误差因素的
影响并将其进行线性叠加,没有考虑误差之间的相互
影响关系. Blanche J G等人采用纯几何学方法,精确
计算出摆线齿形误差所引起的齿隙,定量探讨了摆线
轮传动的回转误差[7]. 此方法计算结果较为精确,但
计算过程相对繁琐,未考虑其它零件的加工和装配误
差,较难应用于RV减速器的实际传动误差分析.日高
照晃等人采用质量弹簧“等价模型”的方法,建立
了RV减速器回转传动误差分析的数学模型,以此分析
了各种加工和装配误差以及间隙对传动误差的影

响[8–9]. 相比纯几何的分析方法,此方法更为简单,且
其可适用于多误差因素分析,因此被广泛应用于RV减
速器的精度分析.在采用模型方法研究的同时,近年
来一些学者将虚拟样机技术应用在RV减速器的精度
分析上,大大简化了分析过程. 李辉等人建立了RV减
速器的虚拟样机模型[10],对各误差因素的影响进行仿
真,并利用正交实验法推导出了传动误差的计算公式,
取得了较好的效果.无论是等价模型还是虚拟样机仿
真技术,都会涉及到机构中的零件刚度等重要参数的
选取问题.目前对于模型中的参数大都采取经验公式
进行计算,会有一定的偏差,从而导致计算结果与实
际传动误差存在一定的差距.

为此,本文根据RV减速器的结构及传动原理,建
立了17自由度的传动误差等价模型,利用动力学方法
对模型进行求解;在此基础上,以实际传动误差和理
论传动误差之间的峰值偏差作为优化目标,采用最小
二乘法建立参数辨识模型,并通过粒子群算法实现了
模型参数的优化辨识;最后应用辨识参数对实际生产
的RV减速器进行误差仿真计算,并与传动误差测量结
果进行对比分析.实验结果证明: 利用优化后的模型
参数建立传动误差的动力学模型,可以使仿真精度提
高9.99%,很好地提高等价误差模型的准确性.

2 传传传动动动误误误差差差模模模型型型分分分析析析与与与建建建立立立

2.1 传传传动动动误误误差差差定定定义义义

RV减速器传动误差的定义如下: 输入轴转动任意
角时,输出轴实际转角与理论转角之间的相对差值.
令输入轴转角为θs,输出轴的实际转角为θca,理论转
角为θc,总传动比为i,则传动误差∆θ可由下式求出:

∆θ = θca − θc = θca −
θs
i
. (1)

2.2 等等等价价价模模模型型型

日高照晃等人提出的“等价模型”法将机构中的

各零件设为刚体,将各个零件的加工误差、间隙、安装
误差及相对于理论位置的偏差造成的微小位移以零

件之间的弹簧变化量来代替,称为等价误差. 根据等

价误差导出各零件的受力,建立零件的动力学方程.
通过联立求解动力学方程组即可求出各零件的微小

位移量,从而可计算出输出轴回转角偏差,即传动误
差[9].

本文研究的RV减速器主要由输入轴, 2个行星轮,
2个曲柄轴, 2个摆线轮, 40个针齿销, 1个行星架及1个
针齿壳等零件构成. 图1所示是该RV减速器的等价模
型简图. 由图可知等价模型的位移变量有17个,所以
本模型将是一个17自由度的平面模型.

图 1 RV减速器等价模型

Fig. 1 Equivalent model of RV reducer

该等价模型的坐标系选取如下: 以太阳轮(中心
轮)圆心为原点建立静止坐标系(X,Y ),以靠近输入
端的第j个摆线轮的质心Oj为原点,以摆线轮的偏心
方向为ηj正方向,建立动坐标系(ηj, ξj),其中: ϕi表示

行星轮i质心的相对位置, ϕi=(i−1)π, i=1, 2, ψj表

示摆线轮j的质心相对位置, ψj=(j−1)π, j=1, 2.

2.3 传传传动动动误误误差差差动动动力力力学学学等等等价价价模模模型型型的的的建建建立立立

通过分析图1中各零部件的加工误差、配合间隙及
啮合误差等因素,得到任意转角下的等价误差量. 将
其应用到各零件的受力分析中,建立RV传动系统传动
误差动力学模型.

中心轮动力学方程:
2∑

i=1

(KspiSspi cos γi) +Ks(Xs − aSX) = 0, (2)

2∑
i=1

(KspiSspi sin γi) +Ks(Ys − aSY) = 0. (3)

行星轮(i = 1, 2)动力学方程:
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SspiKspi cos γi−
2∑

j=1

(KpdSdjix)−KbScix=0, (4)

SspiKspi sin γi−
2∑

j=1

(KpdSdjiy)−KbSciy=0, (5)

SspiKspiasp + e
2∑

j=1

(KpdSdjix sinBj +

KpdSdjiy cosBj) = 0. (6)

摆线轮(j = 1, 2)动力学方程:
2∑

i=1

(KpdSdjix sinBj +KpdSdjiy cosBj) +

m∑
k=n

KdjkSdjk sinαjk = 0, (7)

2∑
i=1

(KpdSdjiy sinBj −KpdSdjix cosBj) +

m∑
k=n

KdjkSdjk cosαjk = 0, (8)

2∑
i=1

asp(KpdSdjiy cosPi −KpdSdjix sinPi) +

rd
m∑

k=n

KdjkSdjk sinαjk = 0. (9)

行星架动力学方程:
2∑

i=1

KbScix−Kca(Xca−acx) = 0, (10)

2∑
i=1

KbSciy−Kca(Yca−acy) = 0, (11)

asp
2∑

i=1

(KbScix sinPi−KbSciy cosPi)=Tout, (12)

其中动力学方程中各符号的意义如表1所示.

综合上述动力学方程式,可以化简成矩阵系数方
程,如下式所示:

KX = F, (13)

式中: X为等价模型的位移向量(17×1), K为刚度矩
阵(17×17), F为力列向量(17×1).

XT = [Xs Ys XP1 YP1 θP1 XP2 YP2 θP2

ηd1 θd1 θd01 ηd2 θd2 θd02 Xca Yca θca].

(14)

2.4 辨辨辨识识识参参参数数数分分分析析析

从上节的动力学模型表达式可看出,里面涉及到
多个零件间的接触刚度,传统方法是根据齿轮或轴承
的经验公式进行计算[11–12]. 由于齿轮加工误差、轴承
材料、制造精度等因素的影响,用经验公式计算出的
接触刚度总是会跟实际存在一定的差距,因此本文将
对模型中重要的接触刚度参数进行辨识优化,以提高
等价模型的准确性.

表2所示为模型中涉及到的接触刚度参数,根据文
献[11–12]知,各参数的经验公式列出见表2,式中各

参数均为材料特性及尺寸.

表 1 方程符号参数表
Table 1 Equation symbol table

符号 含义

Kspi 第i个行星轮与中心轮啮合刚度

Ks 中心齿轮轴的支承刚度

Kpd 圆柱滚子轴承刚度

Kb 圆锥滚子轴承刚度

Kdjk 摆线轮j与针齿k之间啮合刚度

Kca 角接触轴承刚度

e 曲轴偏心距

asp 曲轴中心距

rd 摆线轮的节圆半径

Tout 输出小转矩

Xs 中心轮的X方向微位移

Ys 中心轮的Y方向微位移

Xca 行星架的X方向微位移

Yca 行星架的Y方向微位移

aSX 中心轮X方向上的装配误差

aSY 中心轮Y方向上的装配误差

acX 行星架X方向上的装配误差

acY 行星架Y方向上的装配误差

Sspi 中心轮与行星轮i在啮合线上的等价位移

Sdjix 曲轴i与摆线轮j接触处的X轴等价位移

Sdjiy 曲轴i与摆线轮j接触处的Y轴等价位移

Scix 曲轴i与行星架接触处的X轴等价位移

Sciy 曲轴i与行星架接触处的Y轴等价位移

Sdjk 摆线轮j与针齿k法向接触方向的等价位移

γi 行星轮i啮合线与X轴夹角

Pi 曲轴i的理论自转角

Bj 摆线轮j的理论自转角

αjk 针齿k啮合线与摆线轮j的ηj轴夹角

表 2 接触刚度参数
Table 2 Contact stiffness parameter

符号 经验公式

KS KS =
3πd4sE

64l3s

Kpd Kpd =
πl1En1

8(1− µ2)

Kb Kb =
πl2En2

8(1− µ2) sin
80π

180

Kspi Kspi =
0.75ϵa + 0.25

0.04723 +
0.1551

Zv1
+

0.25791

Zv2

Kca Kca =
Egn3r

0.5
g

3(1− µ2)

Kdjk Kdjk =
πbERsS

3
2

4(1− µ2)(RsS
3
2 + 2rrpT )
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由于Kspi和Ks都处于RV减速器的一级减速部分,
其误差换算到输出轴会缩小减速比的倍数,所以其对
最终的传动误差影响很小,因此经验公式的计算值已
足够精确. 二级减速中摆线轮与针齿销是由多对齿啮
合.且两摆线轮是相隔180◦放置.所以其啮合刚度
Kdjk的偏差可因为摆线轮的对称放置和多齿啮合而

抵消掉.因此本文也不对其进行优化. 下文将对Kpd,
Kb, Kca3个参数进行辨识优化.

3 参参参数数数辨辨辨识识识优优优化化化

3.1 参参参数数数辨辨辨识识识模模模型型型

为了对Kpd, Kb, Kca3个参数进行辨识优化,本文
在对实际加工的RV减速器进行误差及精度测量的基
础上建立了参数辨识模型. 根据实际RV减速器的测
量精度与仿真精度之间的差值去估计真实的接触刚

度参数. 最小二乘法是一种数学优化技术,它将模型
与实验之间的误差值的平方和作为优化目标,在一定
约束下,对模型中的参数进行辨识,使得模型数据与
实验数据最为接近.由于最小二乘法[13]在参数辨识方

面具有计算上的优势,下面采用最小二乘法建立参数
辨识模型.

优化目标:

x̂ = argmin
1

2

N∑
i=1

δ2i , (15)

约束条件: 
Kpdmin 6 Kpd 6 Kpdmax,

Kbmin 6 Kb 6 Kbmax,

Kcamin 6 Kca 6 Kcamax,

(16)

式中: min
1

2

N∑
i=1

δ2i是最小二乘的优化目标,其中: δi

= r̂i − ri. r̂i = f(Kpd,Kb,Kca)是根据上一章节动

力学模型仿真得到的第i个RV减速器理论传动误差在
一个周期内的峰峰值, ri表示第i个RV减速器的实际
测量传动误差在一个周期内的峰峰值, δi代表两者之
间的差值; x̂ = (Kpd,Kb,Kca)为待优化的经验参数,
Kpdmin, Kpdmax, Kbmin, Kbmax, Kcamin, Kcamax是

根据经验公式得到的参数Kpd, Kb, Kca变化区间的

下限值和上限值; N表示RV减速器的总个数.

为了对上文分析的参数辨识模型进行求解,本文
采用改进粒子群算法对参数x̂进行预估和优化,使得
优化后的传动误差模型能够更好地拟合实际RV的设
计参数. 具体优化步骤如下.

3.2 改改改进进进粒粒粒子子子群群群算算算法法法

传统的粒子群算法能够同时处理群体中的多个个

体,即对搜索空间中的多个解进行评估,提高收敛速
度,但是具有易陷入局部最优的缺点[14–15]. 本文在考
虑传统算法中每次迭代的两个影响因素:个体历史最

优解和全局最优解的基础上,加入邻域最优解的影响,
同时采用自适应比例权重αi的策略,对下轮迭代的方
向和速度进行更新.

不同于以往改进粒子群算法的论文,本文主要考
虑的是粒子当前位置与全局最优解位置之间的差值

对下次更新迭代公式的比例权重αi的影响.当差值较
大时,说明当前粒子距离全局最优解较远. 此时αi取

值应较小,即减少对粒子自身历史最优解的考虑,主
要考虑全局最优解和邻域最优解的影响,使得该粒子
个体具有较好的全局搜索能力,与此同时,对邻域最
优解的参考比例也较低;反之,当差值较小时,说明当
前粒子距离全局最优解较近,此时αi取值应较大,主
要考虑自身历史最优解的影响,使得该粒子个体具有
较好的局部搜索能力,与此同时,对邻域最优解的参
考比例也提高.

算法在迭代过程中,不断传递优化后的参数x̂ =

(Kpd,Kb,Kca),调用并求解动力学方程得到RV减速
器在一个周期内的峰峰值r̂i = f(Kpd,Kb,Kca),并
计算当前粒子个体对应的适应度函数值,依次循环执
行. 主要的流程和思想如图2所示.

图 2 PSO流程图

Fig. 2 PSO flowchart

粒子群算法在参数优化过程中,仅具有两个属性:
速度V代表移动的快慢,位置X代表移动的方向.
第k次迭代时粒子i的自适应比例权重αk

i的计算公式

如下所示:
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αk
i = 1− 1

D

D∑
d=1

d
|P k

id −Xk
id|

Xdmax −Xdmin

, (17)

式中: D为解空间维数,即优化参数个数, P k
id表示

第k次迭代时全局最优解的第d维, Xk
id表示第k次迭

代时第i个粒子个体的第d维, Xdmax和Xdmin分别表

示粒子第d维的最大值和最小值.

粒子i第d维的速度和位置按照式(18)–(19)进行更
新:

V k+1
id =ωV k

id + αk
iC1r1(P

k
id −Xk

id) +

(1− αk
i )((1−αk

i )C2r2(P
k
gd −Xk

id) +

αk
iC2r3(P

k
ild −Xk

id)), (18)

Xk+1
id =Xk

id + V k+1
id , (19)

式中: ω称为惯性因子, k表示迭代次数, C1和C2称为

加速常数, r1, r2, r3表示区间[0, 1]上的随机数, Xk
id表

示第k次迭代群体中第i个粒子个体的第d维, P k
id表示

第k次迭代群体中第i个粒子的个体历史最优解的第d

维, P k
ild表示第k次迭代群体中第i个粒子的邻域范围

内最优解的第d维, V k
id表示第k次迭代群体中第i个粒

子个体的优化方向.本文设置最大迭代次数Gmax作

为停止迭代的终止条件.

4 实实实验验验验验验证证证

为了对前文提出的方法进行验证,本文选取型号
为RV20E的RV减速器进行回转传递误差的理论和实
验研究,其基本结构参数如表3所示.

表 3 RV20E减速器基本结构参数
Table 3 Basic structural parameters of RV20E reducer

一级传动机构 二级传动机构

太阳轮齿数/个 10 针轮齿数/个 40
行星轮齿数/个 26 摆线轮齿数/个 39
齿轮模数/mm 1.5 针齿分布圆半径/mm 52
啮合压力角/(◦) 20 偏心距/mm 0.9

表4是该RV20E减速器的具体误差,表中参数(E,

β)表示接触部分的误差大小和方向.由于一级减速部
分的误差传动到输出轴会缩小二级减速比的倍数,其
对最终的传动误差影响很小,本研究将其忽略.

表 4 RV20E误差参数表
Table 4 Error parameter table of RV20E

名称 符号 数值

摆线轮曲柄轴孔偏心误差

(E11, β11) (2, 134)

(E21, β21) (1.9, 122)

(E12, β12) (1.9, 122)

(E22, β22) (2, 134)

曲柄轴偏心距的偏心误差

(Ec11, βc11) (2.1, 53)

(Ec21, βc21) (2, 62)

(Ec12, βc12) (2, 135)

(Ec22, βc22) (2.1, 128)

行星架曲柄轴孔偏心误差
(Ec1, βc1) (3.1, 172)

(Ec2, βc2) (2.9, 85)

针齿圆弧半径误差 rk 1

针齿销直径误差 dk −2

等距修形量 δrrp −17

移距修形量 δrp −25

行星架安装误差 (Eca, βca) (5, 45)

摆线轮1齿距误差 ARdk1 9.2 sin(θb + 132) + 4.3 sin(2θb + 18) + sin(4θb + 44)

摆线轮2齿距误差 ARdk2 9.2 sin(θb + 132) + 4.3 sin(2θb + 18) + sin(4θb + 44)

摆线轮1径向跳动 Rdk1 8 sin(θb + 124) + 2.2 sin(2θb + 132) + 1.2 sin(4θb + 38)

摆线轮2径向跳动 Rdk1 8 sin(θb + 124) + 2.2 sin(2θb + 132) + 1.2 sin(4θb + 38)

针齿壳齿距误差 ARk 8.7 sin(θk + 24) + 3.6 sin(2θk + 48) + 0.5 sin(4θk + 135)

针齿壳径向跳动 Rk 7.2 sin(θk + 35) + 2.7 sin(2θk + 142) + 0.7 sin(4θk + 68)

优化参数Kpd, Kb和Kca的优化范围及优化前

的取值列在表5中. 优化参数的取值范围由以往的

建模经验决定. 本文用S指标,即迭代后所有组的统

计均方差来评价每轮迭代所得解.

S =

√
1

N

N∑
i=1

|δi|2, (20)

式中: δi为第i组RV减速器的实际传动误差峰峰值和
理论传动误差峰峰值的差值, N为RV减速器总个数.
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表 5 优化参数表
Table 5 Optimization parameter table

Kpd Kb Kca S

(1010) (1010) (1010) 指标

优化范围 [0.8, 1.3] [1.4, 1.8] [7.4, 8.0] —
优化前 1.09 1.64 7.85 2.8180

文中选取N = 50组RV减速器的测量数据对模
型中的参数进行辨识和优化,为了证明改进的粒子
群算法的可靠性和优势,针对改进粒子群算法、基
本粒子群算法和遗传算法进行多次对比试验,分别
选取各种算法的最优结果,作出对比图如图3所示.
其中: 粒子群算法种群大小m=20,迭代次数Gmax

= 100,遗传算法种群大小为100,遗传代数Gen=
100. 各种算法优化过程中S指标的变化如图3所示,
由图3可知,改进粒子群算法最先收敛到最优值,且
相比于基本遗传算法,改进粒子群算法能够收敛到
一个更优的值.

图 3 S指标变化曲线

Fig. 3 S indicator change curve

本文针对同一个RV减速器,共进行多次的误差
参数优化实验,获得多组实验数据,取其中10组实
验结果统计于表6.

表 6 优化后参数表
Table 6 Optimized parameter table

编号
Kpd Kb Kca S

(1010) (1010) (1010) 指标

1 1.1015 1.7993 8.0 2.5651
2 1.1015 1.7991 7.9993 2.5651
3 1.1015 1.7595 8.0 2.5651
4 1.1015 1.7582 8.0 2.5651
5 1.1015 1.8 8.0 2.5651
6 1.1015 1.706 7.9396 2.5651
7 1.1015 1.8 8.0 2.5651
8 1.1014 1.7821 8.0 2.5651
9 1.1015 1.7290 7.9897 2.5651

10 1.1014 1.7989 7.9996 2.5651

计算得出,优化后S指标比优化前得到降低,说
明本文的优化实际有效.

图4–5分别是该RV减速器的实际测量传动误差
曲线图和经过模型计算和优化之后得到的理论传动

误差曲线图. 从图4–5中可看出,仿真和实验的峰峰
值很接近.

图 4 实际传动误差

Fig. 4 Actual transmission error

图 5 理论传动误差

Fig. 5 Theoretical transmission error

表 7 理论传动误差
Table 7 Theoretical transmission error

编号 实际值
优化前

理论值

优化后

理论值

精度提高

比例/%

1 100.71 103.32 103.05 10.34
2 103.57 106.42 106.18 8.42
3 105.71 108.62 108.23 13.40
4 109.28 111.98 111.76 8.15
5 112.14 114.68 114.49 7.48
6 113.12 115.81 115.46 13.01
7 118.46 121.26 121.03 8.21
8 121.36 124.37 123.93 14.62
9 122.74 125.68 125.42 8.84

10 125.42 128.36 128.14 7.48

为了验证本文提出的模型优化方法的可行性和

有效性,分别用经验参数和优化后的参数来对新生
产的RV减速器进行仿真计算,以仿真精度提高比例
来衡量优化效果.表7所示为用于验证的10个RV减
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速器的实际传动精度和理论传动精度的峰峰值对比

结果.

通过两个传动误差曲线的对比,并结合表6进行
分析,优化后RV减速器的理论传动误差精度更接近
实际传动误差,平均仿真精度提高比例值为9.99%.
因此,通过本文的优化参数建立的动力学模型能够
更好地仿真RV减速器的传动误差,为分析和设
计RV减速器提供更可靠的理论依据.

5 结结结论论论

本文在传统的RV减速器动力学模型基础上,对
刚度系数矩阵的3个经验参数进行优化,提高了仿
真传动误差与实际传动误差之间的契合度.通过对
实际生产的RV减速器进行传动误差测量对比表明,
本文提出的建模优化方法能够使传动误差的仿真精

度提高9.99%,对精密RV减速器的优化设计具有重
要意义.
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