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摘要:主奇异子空间分析是一种自适应的神经网络信号处理技术,广泛应用于现代信号处理中. 本文提出一种新
的主奇异子空间跟踪信息准则,并以此为基础推导出一种在线的梯度流神经网络算法. 理论分析表明,信息准则具
有唯一的全局最小值,且最小值对应的状态矩阵能够恰好张成输入信号的主奇异子空间. 该算法具有良好的收敛
能力,强大的自稳定性能,且当输入信号呈现出奇异互相关特性时,仍呈现出良好的跟踪效果.分别采用李雅普诺夫
函数方法和常微分方程方法分析算法的收敛性能和自稳定性. MATLAB仿真算例验证了算法的性能.
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Abstract: Principal singular subspace analysis is an adaptive neural network signal processing technique which has
been widely applied in modern signal processing. In this paper, a novel information criterion for principal singular sub-
space tracking is proposed and based on the information criterion an online gradient flow neural network algorithm is
derived. Theoretical analysis shows that the information criterion exhibits a unique global minimum point where the state
matrices corresponding to the minimum point can exactly span the principal singular subspace of the input signals. The
proposed algorithm has a good performance in convergence and an excellent self-stabilizing property. What is more, even
if the input signals present a singular cross-correlation characteristic, the proposed algorithm can still track the principal
singular subspace of the input signals efficiently. The convergence and self-stability are analyzed via the Lyapunov function
approach and ordinary differential equation approach, respectively. MATLAB simulation results verify the effectiveness of
the proposed algorithm.

Key words: principal singular subspace (PSS); convergence analysis; self-stabilizing property; neural networks
Citation: DU Boyang, KONG Xiangyu, FENG Xiaowei. Algorithm and its performance analysis of principal singular

subspace tracking. Control Theory & Applications, 2020, 37(7): 1491 – 1500

1 引引引言言言

在现代信号处理中,许多问题可以转化协相关矩
阵的分解问题,从而通过奇异值分解的方法最终有效
地解决[1]. 奇异特征空间提取方法广泛应用于信息产
业等领域,例如低秩优化[2]、人脸识别[3]、功耗分

析[4]、故障诊断[5]、波达角估计[6]等. 通常,主奇异特
征向量 (principal singular component, PSC)指的是在
由两路输入信号得来的协相关矩阵中,与几个主要奇

异值对应的特征向量,该向量是成对存在的,区分为
左和右两个向量. 由这些特征向量张成的空间称为主
奇异特征子空间(principal singular subspace, PSS).

实现奇异特征提取的最初方法主要依赖矩阵分解

理论[7–8],基于矩阵分解的处理算法具有良好的鲁棒
性,但他们是批处理算法,只能处理离线数据,因而该
类方法计算效率很是受限,而且对硬件设备要求比较
高. 神经网络算法具有在线学习的特点,能够实现奇
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异特征的在线提取,因而被广泛开展研究,例如
Hebbian规则算法[9–10]. 早期的神经网络算法需要将
协相关矩阵R改造成RTR或者RRT. 这种做法确保
了被分解矩阵的对称性,但是还存在秩缺失情况下的
算法稳定性问题[11],这在实际应用中是不可避免的.
针对这个问题,有学者提出基于梯度的神经网络算
法[12–14],降低了对协相关矩阵的要求. Kung和Dia-
mantaras[13]提出了互相关神经网络(cross-correlation
neural network, CNN)模型,该模型可以直接从高维信
息流中提取互相关特征. 然而,这一类算法能提取信
号特征中与最大的奇异值相对应的一对奇异成分,还
没有考虑在信号中提取奇异特征子空间的问题.目前,
针对奇异特征子空间提取方法的研究亟待进行.

通常来讲,诸如Hebbian类的神经网络算法大多是
通过优化信息准则的方式获得的[15]. 信息准则包含算
法的优化目标,由梯度下降法、牛顿法等不同方法进
行推导,可得到相应的特征提取算法. 优化方式不同,
对应的算法也不尽相同.因而信息准则对于优化算法
的搜索方向,提高算法的自稳定性,以及扩展算法的
形式等具有十分重要的意义. Feng等[16]在Kung等[13]

的CNN模型基础上,设计了新的优化框架,并给出了
一个信息准则

min JPSS(U, V ),

JPSS(U, V ) = tr[UTRV ], (1)

其中: U ∈ RM×r和V ∈ RN×r分别为左右奇异特征

向量张成的奇异子空间,当r = 1时, U和V退化为单

个主奇异特征向量. 该信息准则表达了算法优化目标
的核心内容,即寻找能够使矩阵UTRV的秩最小的左

右奇异子空间. 该信息准则的提出对于后来学
者[17–18]的研究工作具有一定的启发意义.一方面,该
信息准则本身体现了从信息角度对奇异特征信息提

取过程的物理意义;另一方面,该信息准则为后续信
息准则在数学和物理两种意义上的延伸提供了借鉴

和参考的依据,可以丰富算法的功能,提高算法在工
程中的应用价值.

众所周知,在实际工程应用中,收敛性和自稳定性
是神经网络算法十分重要的性质. 收敛性是算法最基
本的性能,这里不做赘述. 自稳定性是指算法不限定
于特定的初始设定值,在信息变化较大的情况下,算
法依然保持收敛的性质. Kong等[17]分析Kung等[13]的

算法表明,该算法在某些情况下不具有自稳定性,特
别是当协相关矩阵接近奇异状态的时候. 这在一定程
度上降低了Kung算法在实际应用中的价值.

在本文中,针对输入信号奇异特征的在线提取问
题,作者提出一种新的信息准则,采用梯度下降法推
导出对应的奇异子空间提取算法. 通过李雅普诺夫函
数方法对提出的算法进行收敛性分析,求解算法实现

收敛的基本条件.通过常微分方程(ordinary differen-
tial equation, ODE)方法对提出的算法进行自稳定分
析,求解算法实现自稳定的基本条件.最后通过MAT-
LAB仿真验证算法的理论分析结果,检验算法的性能,
为该算法在实际生产生活中的应用奠定了良好的基

础.

2 信信信息息息准准准则则则和和和算算算法法法的的的提提提出出出

对于一个N维数据序列{y(k)}和M维数据序列

{x(k)},定义其协相关矩阵为Rxv = E[y(k)xT(k)].
根据该定义,获取协相关矩阵必定要求遍历全部输入
信号,而这对在线的信号处理过程是无法实现的. 为
实现算法在线提取信号特征,需要通过在线估计的方
式求得信号的协相关矩阵[19]. 估计的方式大体分为两
种情况. 如果两个数据序列同为平稳序列,那么它们
的协相关矩阵可以估计为

R(k + 1) =
k

k + 1
R(k) +

1

k + 1
x(k)yT(k), (2)

其中R(k)为第k次迭代中协相关矩阵的估计.当两个
数据序列任一个是缓变序列时,它们的协相关矩阵被
估计为

R(k + 1) = αR(k) + (1− α)x(k)yT(k), (3)

其中α为遗忘因子,通过遗忘因子可以保证过去输入
的权重总是小于最近输入的权重. 一般来说, α ∈
(0, 1)其具体取值需要依赖于信号的性质,缓变序列的
变化越缓慢的系统α的取值越接近1,反之则越接近0.
相比而言,第2种估计方式相比于第1种估计方式,更
加重视邻近迭代中的信号信息.

对一个矩阵特征值分解,可以分为两个部分[1]:

R = L1S1R
T
1 + L2S2R

T
2 , (4)

其中: L1=[l1 l2 · · · lr] ∈ RM×r和R1=[r1 r2 · · ·
rr] ∈ RN×r分别为左右主奇异特征向量张成的PSS,
奇异特征值则由矩阵S1 = diag{σ1, σ2, · · · , σr} ∈
Rr×r对角线上各个元素表示. 本文仅讨论主奇异值为
正的情况. L1S1R

T
1是最小均方误差意义下对R阵的

r秩估计,是R阵的主要成分, r小于等于M和N中

的较小者. L2S2R
T
2表示R矩阵SV D的次要成分,其

中L2 = [lr+1 lr+2 · · · lM ]∈RM×(M−r), R2=[rr+1

rr+2 · · · rN ]∈RN×(N−r).另外, LT
1L1=RT

1 R1=Ir,

LT
2L2 = RT

2 R2 = IminM,N−r都是正交矩阵.

构造一个新型的信息准则如下:

min{J(U, V )},
J(U, V ) =

tr(−4UTRV + UTRV UTU + UTRV V TV ), (5)

对该信息准则细节分析通过两个定理[1]给出.

定定定理理理 1 L1和R1为R的左右主奇异特征矩阵, Λ
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为奇异值矩阵为S1 = LT
1RR1,则存在旋转矩阵QU

和QV,使J(U, V )处于平衡状态,其中:QU = LT
1U ,

QV = RT
1 V .

证证证 J(U, V )存在平衡状态的充分必要条件是存

在U和V ,使J(U, V )对U的偏导数
∂J(U, V )

∂U
= 0和

对V的偏导数
∂J(U, V )

∂V
= 0同时成立,于是有

4RV −RV UTU − UUTRV−
UV TRTU −RV V TV = 0, (6)

4RTU −RTUV TV − V UTRV−
V V TRTU −RTUUTU = 0. (7)

对式(6)等号两边同时左乘UT,对式(7)等号两边同时
左乘V T,可得

4UTRV = UTRV UTU + UTUUTRV+

UTUV TRTU + UTRV V TV (8)

和

4V TRTU = V TRTUV TV + V TV UTRV+

V TV V TRTU + V TRTUUTU. (9)

式(8)与式(9)相加,并化简可得

4(UTRV + V TRTU) =

(UTRV + V TRTU)(UTU + V TV )+

(UTU + V TV )(UTRV + V TRTU). (10)

再由UTRV = (V TRTU)T,将式(9)等式两边同时转
置,再与式(8)相减可得

UTUV TRTU + UTRV UTU =

V TV UTRV + V TRTUV TV. (11)

考虑到式(10)–(11)对任意J(U, V )和R都成立,则设
U = [u1 u2 · · · ur], V = [v1 v2 · · · vr],代入式
(10)–(11)中,可得方程组

4(vT
i R

Tuj + uT
i Rvj) =

r∑
p=1

(vT
i R

Tup + uT
i Rvp)(u

T
puj + vT

p vj)+

(uT
i up + vT

i vp)(v
T
p R

Tuj + uT
pRvj), (12)

r∑
p=1

uT
i upv

T
p R

Tuj +
r∑

p=1

uT
i Rvpu

T
puj =

r∑
p=1

vT
i vpu

T
pRvj +

r∑
p=1

vT
i R

Tupv
T
p vj, (13)

其中: i, j∈{1, 2, · · · , r},且标量 uT
i Rvj = vT

j R
Tui.

对式(12)分析可得

uT
i ui + vT

i vi = 2, (14)

uT
i uj + vT

i vj = 0 (i ̸= j). (15)

对式(13)分析可得

uT
i uj = vT

i vj, (16)

uT
i ui = vT

j vj (i ̸= j). (17)

联立式(14)–(17),可得U和V均为单位正交矩阵. 再结
合式(6)–(7)可得

UTRV = V TRTU. (18)

已知L1和R1为左右奇异矩阵, S1 = L1RRT
1为奇异

值矩阵,则U和V在L1和R1空间的投影分别为QU =

LT
1U和QV = RT

1 V . 由

QT
UQU = (LT

1U)T(LT
1U) = Ir, (19)

QT
VQV = (RT

1 V )T(RT
1 V ) = Ir, (20)

可得QU和QV为旋转矩阵.

下面进行充分性证明,已知U和V均为单位正交

矩阵, UTRV = V TRTU ,代入式
∂J(U, V )

∂U
= 0和

∂J(U, V )

∂V
= 0,并化简可得

∂J(U, V )

∂U
= 2RR1QV − 2L1S1QV, (21)

∂J(U, V )

∂V
= 2RTL1QU − 2R1S1QU. (22)

对式(21)和式(22)的等式两边分别同时左乘LT
1和RT

1

可得

LT
1

∂J(U, V )

∂U
= 0, (23)

RT
1

∂J(U, V )

∂V
= 0. (24)

由rank(L1) = rank(R1) = r, J(U, V )仅与前r个成分

相关,可知式 (23)–(24)的解空间维度均为 0,因而
∂J(U, V )

∂U
= 0和

∂J(U, V )

∂V
= 0成立. 证毕.

注注注 1 本文算法主要适用于实数域的信号,或者经过

转化最终在实数域对信号进行处理,因而J(U, V )规定QU

和QV的取值空间为{(QU, QV)|QT
UΛQV > 0}.

由定理1可知, J(U, V )在U = L1QU, V = R1QV

时能够达到平衡状态. 但是使J(U, V )达到平衡状态

的点有极值点和鞍点. 极值点是信息准则的稳定收敛
点,除掉该点的邻域就是该点的吸引域,吸引域内的
方向导数均指向该点. 鞍点是不稳定收敛点,除掉该
点的邻域只有部分或者没有该点的吸引域,在该邻域
中方向导数的指向是不唯一的. 信息准则在该平衡点
处取得极值才能用于算法推导. 为进一步探讨信息准
则在平衡点出的性质,给出如下定理.

定定定理理理 2 当且仅当U = L1QU, V = R1QV, QU

和QV为旋转矩阵时, J(U, V )全局极小,极小值为
−2tr(S1). QU和QV为非旋转矩阵时的平衡点均为J
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(U, V )的鞍点.

证证证 由式 (5)容易看出,当 tr(QT
UQU) → ∞或者

tr(QT
VQV) → ∞时, J(U, V )也是趋向于无穷大的.

因而J(U, V )是一个有下界而无上界的函数. 根据文
献[21],函数的极值可通过计算Hessian矩阵判断.

HUJ(U, V ) =
∂

∂(vec(U))
T
(
∂J(U, V )

∂(vec(U))
T
)T, (25)

HVJ(U, V ) =
∂

∂(vec(V ))
T
(
∂J(U, V )

∂(vec(V ))
T
)T. (26)

由于计算过程复杂,计算步骤相似,本文主要说明式
(25)的推导过程. 由U = L1QU, V = R1QV可知

dJ(U, V ) =

tr(−4d(QT
US1QV) + d(QT

US1QVQ
T
UQU)+

d(QT
US1QVQ

T
VQV)) =

tr(−4dQT
US1QV + dQT

US1QVQ
T
UQU+

QT
US1QVdQ

T
UQU +QT

US1QVQ
T
UdQU+

dQT
US1QVQ

T
VQV), (27)

然后,二阶微分为

d2J(U, V ) =

tr(−4d(QT
US1QV)+

d(QT
US1QVQ

T
UQU)+d(QT

US1QVQ
T
VQV)) =

tr(dQT
US1QVdQ

T
UQU+dQT

US1QVQ
T
UdQU+

dQT
US1QVdQ

T
UQU+QT

US1QVdQ
T
UdQU+

dQT
US1QVQ

T
UdQU+QT

US1QVdQ
T
UdQU) =

tr(2dQT
US1QVdQ

T
UQU+2dQT

US1QVQ
T
UdQU+

2QT
US1QVdQ

T
UdQU), (28)

那么,可得

ĤUJ(U, V ) =

KrM(QT
U ⊗ S1QV +QT

VS1 ⊗QU)+

Ir ⊗ (S1QVQ
T
U +QUQ

T
VS1)+

(QT
US1QV +QT

VS1QU)⊗ Ir =

(QT
U ⊗ Ir + Ir ⊗QU)Krr·

(Ir ⊗ S1 + S1 ⊗ Ir)·
(Ir ⊗QV +QT

V ⊗ Ir)+

Ir ⊗ (S1QVQ
T
U +QUQ

T
VS1)+

(QT
US1QV +QT

VS1QU)⊗ Ir, (29)

其中: ⊗表示直积运算; Krr表示一个r2 × r2的置换

矩阵, Krr = KT
rr = K−1

rr ;式(29)是通过如下公式计
算而来的:

d2ϕ(X) = tr(B(dX)TCdX) ⇔

Hϕ(X) =
1

2
(BT ⊗ C +B ⊗ CT), (30)

d2ϕ(X) = tr(B(dX)CdX) ⇔

Hϕ(X) =
1

2
Kpq(B

T ⊗ C + CT ⊗B), (31)

其中: ϕ(X)为被二阶微分的函数, X ∈ Rp×q. 分析
式(29)可知等式右边的3项式子均为对角线矩阵,由
QU和QV为旋转矩阵可知对角线矩阵分别为 Ir ⊗
S1 + S1 ⊗ I , 2Ir ⊗ S1和2S1 ⊗ Ir. ĤUJ (U, V )矩阵

的对角线元素均大于零,那么ĤUJ(U, V )为正定函

数. 由此得证, U = L1QU, V = R1QV就是J(U, V )

全局极小点. 将U = L1QU, V = R1QV代入式(5)可
得该处的值为−2tr(S1).
下面证明其他平衡点均为鞍点. 判断一个平衡点

为鞍点的标准[14]是在平衡点无限小的邻域内存在一

点(U ′, V ′),使J(U ′, V ′)<J(L1QU, R1QV). 假设存
在某种不同于QU和QV的旋转矩阵QŪ和QV̄,有

QT
US1QV = Ŝ1, (32)

QT
ŪS1QV̄ = S̄1, (33)

其中: Ŝ1 = diag {σ1, σ2, · · · , σr}, S̄1 = diag {σĵ1,

σĵ2, · · · , σĵr},并且Ŝ1 − S̄1至少存在一个正的对角

元素.则可知

J(L1QU, R1QV) = tr(−2QT
US1QV) <

tr(−2QT
ŪS1QV̄) = J(L1QŪ, R1QV̄). (34)

这表明 {(L1QŪ, R1QV̄) | QT
Ū
S1QV̄ ≻ 0, QŪ ̸= QU,

QV̄ ̸= QV}不存在全局极小点. 由于 QŪ ̸= QU和

QV̄ ̸= QV,必然有QŪ中存在 i ∈ (1, r)列 qŪi与QU

各列均正交,或者QU中存在j ∈ (1, r)列qUj与QŪ各

列均正交. 令qŪi中第j̄i行的元素和qUi中第ĵi行的元

素为对应列的唯一非零元素,则可以定义一个标准正
交矩阵 BŪ = [qU1 · · · (qUi + εqŪi)/

√
1 + ε2 · · ·

qUr] 和 BV̄ = [qV1 · · · (qVi + εqV̄i)/
√
1 + ε2 · · ·

qVr],其中ε是一个正的无穷小值.将(L1BŪ, R1BV̄)

代入式(33)可得

BT
ŪS1BV̄ = diag{σĵ1, · · · ,

(σĵj + εσ¯̂ji
)

√
1 + ε2

, · · · , σĵr}.

(35)

此时

BT
ŪS1BV̄ − S̄1 =

diag{0, · · · , 0,
σĵj(1−

√
1 + ε2) + εσ¯̂ji√
1 + ε2

, 0, · · · , 0}.

(36)

由于σĵj(1 + ε−
√
1 + ε2) > 0和ε(σ¯̂ji

− σĵj) > 0同

时成立,则BT
ŪS1BV̄ − S̄1为非零的正半定矩阵,也即

J(L1BŪ, R1BV̄) = tr(−2BŪS1BV̄) <
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tr(−2QT
US̄1QV) = J(L1QŪ, R1QV̄), (37)

这说明 {(L1QŪ, R1QV̄)|QT
Ū
S1QV̄ ≻ 0, QŪ ̸= QU,

QV̄ ̸= QV}是一个鞍点的点集. 证毕.

注注注 2 通过分析定理2可知,信息准则只有全局极值点

而不存在局部极小点,由此可得,该信息准则的梯度下降搜索

算法总能够全局收敛到期望的主奇异子空间.

下面采用梯度下降法求解单层神经网络算法.

分别对U和V对信息准则J(U, V )求梯度可得

∇UJ(U, V ) = −4RV +RV UTU + UUTRV+

UV TRTU +RV V TV, (38)

∇VJ(U, V ) = −4RTU +RTUV TV + V UTRV+

V V TRTU +RTUUTU. (39)

该梯度函数可以理解为信息准则在(U, V )的动力学系

统,按照梯度下降法[22]的基本思路,认为此时算法的
梯度即为 U 和 V 的更新方向,即为∇UJ(U, V ) =

−∆U和∇VJ(U, V ) = −∆V ,于是可知自适应算法
如下:

U(k + 1) =

U(k) + η[4R(k)V (k)−R(k)V (k)UT(k)U(k)−
U(k)UT(k)R(k)V (k)− U(k)V T(k)RT(k)U(k)−
R(k)V (k)V T(k)V (k)], (40)

V (k + 1) =

V (k) + η[4RT(k)U(k)−RT(k)U(k)V T(k)V (k)−
V (k)UT(k)R(k)V (k)− V (k)V T(k)RT(k)U(k)−
RT(k)U(k)UT(k)U(k)], (41)

其中学习因子η ∈ (0, 1), U(k)和V (k)为k时刻的状

态向量. 特别注意的是,当r = 1时,矩阵U和V就退

化为两个状态向量u ∈ RM×1和v ∈ RN×1,算法可以
实现单个主奇异特征向量的提取,

u(k + 1) =

u(k) + η[4R(k)v(k)−R(k)v(k)uT(k)u(k)−
u(k)uT(k)R(k)v(k)− u(k)vT(k)RT(k)u(k)−
R(k)v(k)vT(k)v(k)], (42)

v(k + 1) =

v(k) + η[4RT(k)u(k)−RT(k)u(k)vT(k)v(k)−
v(k)uT(k)R(k)v(k)− v(k)vT(k)RT(k)u(k)−
RT(k)u(k)uT(k)u(k)]. (43)

这个算法可以适用于一些应用中仅需要提取最大的

奇异特征向量的情况.

3 算算算法法法的的的性性性能能能分分分析析析

本文考察算法的性能主要从收敛性和自稳定性两

个角度分别展开. 收敛性是算法能够完成基本提取任
务所必须具备的性能,收敛性能的优劣对算法质量评
价具有决定性意义.本文主要采用李雅普诺夫方法对
收敛性展开分析,从而得到理论结果.自稳定性也是
算法非常重要的性质. 算法如果仅在特定初始条件以
及限定的干扰条件下具备良好的收敛性能,那么它的
应用范围会受到很大的限制.具备良好的自稳定性的
算法相比不具有该性能的算法拥有更高的应用价值.
本文通过ODE方法,开展对算法自稳定性的分析.

3.1 算算算法法法收收收敛敛敛性性性分分分析析析

对式(40)–(41)进行分析可知,在学习因子足够小
的情况下,该式可以通过一个连续时间的常微分方程
来近似[23]:

dU

dt
=

4R(t)V (t)−R(t)V (t)UT(t)U(t)−
U(t)UT(t)R(t)V (t)− U(t)V T(t)RT(t)U(t)−
R(t)V (t)V T(t)V (t), (44)

dV

dt
=

4RT(t)U(t)−RT(t)U(t)V T(t)V (t)−
V (t)UT(t)R(t)V (t)− V (t)V T(t)RT(t)U(t)−
RT(t)U(t)UT(t)U(t). (45)

算法(40)–(41)的收敛性条件等价于式(44)–(45)的全
局收敛条件,因此考虑采用李雅普诺夫理论分析式
(44)–(45)的全局收敛性. 显然,信息准则J(U, V )是有

下界的,连续而且还是连续可微的,满足作为常微分
公式李雅普诺夫函数的条件.具体条件通过定理3分
析可得.

定定定理理理 3 考虑初始状态(U0, V0),如果学习因子
足够小,并且状态向量(U(t), V (t))满足ODE约束,那
么当时间t → ∞时,状态向量以概率1收敛到固定点
(L1QU, R1QV).

证证证 根据式(5)可设计一个能量函数

E(U, V ) =− tr(4UTRV ) + tr(UTRV UTU)+

tr(UTRV V TV ). (46)

研究该式可以发现,当 t → ∞时, ∥U∥F和 ∥V ∥F
有上界,此时E(U, V )存在上界,那么对应的自变量
(U, V )就存在一个有界的定义域.容易知道, E(U, V )

是连续函数,而且是一阶微分连续函数. 那么,对
E(U, V )求梯度可得

∇UE(U, V ) =

− 4R(k)V (k) +R(k)V (k)UT(k)U(k)+

U(k)UT(k)R(k)V (k)+U(k)V T(k)RT(k)U(k)+
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R(k)V (k)V T(k)V (k), (47)

∇VE(U, V ) =

− 4RT(k)U(k) +RT(k)U(k)V T(k)V (k)+

V (k)UT(k)R(k)V (k)+V (k)V T(k)RT(k)U(k)+

RT(k)U(k)UT(k)U(k). (48)

由此,根据微分矩阵的链式规则[24],可以求解E(U,

V )的微分

dE(U, V )

dt
=

tr(
dUT

dt
· ∇UE(U, V ) +

dV T

dt
· ∇VE(U, V )) =

− tr(
dUT

dt
· dU
dt

+
dV T

dt
· dV
dt

), (49)

这表明
dE(U, V )

dt
是一个非正定的矩阵函数,即为

当t → ∞的时候,
dU(t)

dt
→ 0且

dV (t)

dt
→ 0,也就是

∇UE (U, V ) → 0和∇VE(U, V ) → 0. 综合上述分析
可知,状态向量(U(t), V (t))满足李雅普诺夫收敛性

条件,因此, (U(t), V (t))全局收敛到E(U, V )的稳定

点. 结合定理1和定理2的结论可知, E(U, V )只具有

一个全局最小点(L1QU, R1QV),其他平衡点均为鞍
点或者不稳定点. 由此可以得出结论, (U(t), V (t))

随着t → ∞以概率1收敛到(L1QU, R1QV).

证毕.

注注注 3 收敛性分析的内容结合了前期对信息准则的分

析结论,这表明李雅普诺夫意义下的能量函数,在一定程度上

同表达信息分布的信息准则在信息论分析的角度具有相关性.

3.2 算算算法法法自自自稳稳稳定定定性性性分分分析析析

自稳定性是指算法迭代过程中,以任意初始值开
始,状态向量总是能够移动到一个特定的点,其具体
表现是状态向量的模值总是收敛到一个固定值.有学
者[25]通过研究多个算法的稳定发现,缺乏自稳定性能
的算法是潜在发散的,因此对自稳定性能的分析十分
必要.根据范数理论状态向量U的自稳定性按照F范

数意义下的稳定性展开分析.

定定定理理理 4 在学习因子足够小,输入的向量有界,
并且初始状态模量∥U(0)∥2F + ∥V (0)∥2F存在上界2r

的情况下,在算法(40)–(41)中, U和V的F范数总能够

收敛到常数1.

证证证 首先求解U(k + 1)和V (k + 1)的F范数,根
据式(40)–(41)可知

UT(k + 1)U(k + 1) + V T(k + 1)V (k + 1) =

UT(k)U(k) + V T(k)V (k)+

8η[UT(k)RV (k) + V T(k)RTU(k)]−

2η

{
[UT(k)RV (k) + V T(k)RTU(k)]

[UT(k)U(k) + V T(k)V (k)]

}
−

2η

{
[UT(k)U(k) + V T(k)V (k)]

[UT(k)RV (k) + V T(k)RTU(k)]

}
+

o(η2), (50)

其中考虑到学习因子足够小,高阶项o(η2)对范数影

响在后续的研究中可以被忽略.由此可知
∥U(k + 1)∥2F + ∥V (k + 1)∥2F

∥U(k)∥2F + ∥V (k)∥2F
=

tr(UT(k + 1)U(k + 1) + V T(k + 1)V (k + 1))

tr(UT(k)U(k) + V T(k)V (k))
≈

1− 4η

∥U(k)∥2F + ∥V (k)∥2F
×

tr((UT(k)RV (k) + V T(k)RTU(k))×
(UT(k)U(k) + V T(k)V (k)− 2Ir)). (51)

经过式(50)中关于矩阵的迹的一些数学计算和推导,
可得∥U(k)∥2F + ∥V (k)∥2F两步之间模值关系的几种
不同的情况:

∥U(k + 1)∥2F + ∥V (k + 1)∥2F
∥U(k)∥2F + ∥V (k)∥2F

> 1, ∥U(k)∥2F + ∥V (k)∥2F < 2r,

= 1, ∥U(k)∥2F + ∥V (k)∥2F = 2r,

< 1, ∥U(k)∥2F + ∥V (k)∥2F > 2r.

(52)

该式表明,状态向量的模值比例情况可分为如下3种:
当∥U(k)∥2F + ∥V (k)∥2F < 2r时,算法状态向量的模
值在本次更新过程中会增大,而且在∥U(k)∥2F+
∥V (k)∥2F > 2r时会减小,最终的趋势是状态向量的
模值∥U(k)∥2F + ∥V (k)∥2F能够逐渐稳定在常数2r附

近.这表明,提出的算法的收敛性能不依赖于状态向
量之前的数值,在协方差稳定的情况下总是使得状态
向量向着确定的方向收敛. 这表明该算法具有自稳定
性. 证毕.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

仿真实验主要从3个角度展开,首先从状态矩阵的
模值和方向余弦两个方面体现所提出算法的收敛性;
其次验证算法的自稳定性;最后通过所提出算法在高
维波束频率估计的应用,展示该算法在实际应用算例
中的性能.在算例1和算例2中,蒙特卡洛仿真次数为
40,实验的结果就是这40次独立运行结果的平均.

4.1 算算算例例例1: 算算算法法法收收收敛敛敛性性性验验验证证证
随机生成一组五维的高斯白噪声序列x(k),并且

y(k) = Ax(k),其中矩阵A通过3个矩阵计算得出:

A = [u0 u1 · · · u4]A0[v0 u1 · · · u4], (53)

其中: ui和vi (i = 0, 1, · · · , 4)分别为一个七维和五
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维的正交离散余弦基函数; A0是一个对角矩阵,从上
到下分别为10, 10, 10, 2, 10−2. 理论上,通过式(53)计
算出来的协方差矩阵,其奇异值就等于A0矩阵对角线

上的各个元素.设置三重根10,并且条件数为104,此
时协方差矩阵是病态的. 并且所提取的奇异子空间对
应信号前3个主奇异特征成分所张成的子空间. 另外
根据定理约束,确定学习因子η = 0.1,状态向量的初
始值U0和V0都是随机生成的,其中每一个列向量的模
值均为1. 本文通过对比所提出算法, Kong算法[17]和

Kaiser算法[20]体现出所提出算法在收敛速度、收敛精

度等方面的优良性能.

为清晰地描述算法的收敛速度和精度,分别从方
向和长度两个方面定义状态矩阵的方向余弦和模值

长度.一般而言,状态矩阵最终收敛到的子空间总是
与前3个主奇异特征向量张成的子空间存在一个旋转
矩阵的相位差,因此定义Ulss = [u1lss u2lss u3lss]在k

时刻的方向余弦为

DCl(i, k) =

√
r∑

j=1

(
∥lTj uilss(k)∥
∥lj∥∥uilss(k)∥

)2, (54)

DCr(i, k) =

√
r∑

j=1

(
∥rT

j vilss(k)∥
∥rj∥∥vilss(k)∥

)2. (55)

其中lj和rj分别为协方差矩阵的真实的左右奇异成

分. 这样无需预先计算旋转关系矩阵,就可以验证两
个子空间等价. 另外,子空间的模值长度通过状态向
量的2范数估计

Norml(i, k) = ∥uilss(k)∥, (56)

Normr(i, k) = ∥vilss(k)∥. (57)

为了更清晰的展现子空间的空间特性,考察子空间正
交性,定义向量的正交积为

Orthl(i, k) = uT
ilss(k)ujlss(k), i ̸= j, (58)

Orthr(i, k) = vT
irss(k)vjrss(k), i ̸= j. (59)

去掉重复的计算,分别计第1个值为第一、二向量的正
交积,第2个值为第二、三向量的正交积,第3个值为第
一、三向量的正交积.

如图1所示,在左空间中,本文所提出算法的方向
余弦变化情况用实线表示, Kong算法的余弦变化情况
用虚线表示, Kaiser算法的余弦变化情况用段线表示,
与前3个最大奇异特征值相对应的3个特征向量分别
用红绿蓝3种颜色标示. 容易看出, 3种算法的3条线都
是逐渐收敛到1的位置,这表明算法能够在方向上跟
踪得到输入信号的左奇异特征子空间. 3种算法中,本
文提出的算法明显需要最少的迭代步数,并且算法到
达1以后,存在最小的波动变化. 右空间的分析与此相
似. 这验证了理论分析的结果.

图 1(a) 左奇异子空间的方向余弦收敛过程
Fig. 1(a) Direction cosine convergence of the left principal

singular subspace

图 1(b) 右奇异子空间的方向余弦收敛过程
Fig. 1(b) Direction cosine convergence of the right principal

singular subspace

图2展示的是各个算法模值变化的情况,各种线条
对应的算法以及向量与图1相同,以左空间为例,本文
所提出算法的模值变化情况用实线表示, Kong算法的
模值变化情况用虚线表示, Kaiser算法的余弦变化情
况用段线表示, 3个向量分别用红绿蓝3种颜色标示.
图中显示, 3种算法不同向量的曲线都是逐渐收敛到
一个固定的实数值的位置,其中,本文提出算法和
Kaiser算法都是收敛到1的, Kong算法的曲线则收敛
到1.44附近.显然,本文算法的各个曲线都是以最少的
迭代次数收敛到稳定状态的,这体现了本文提出算法
在收敛速度方面的优越性. 另外,本文提出算法的曲
线在收敛到1以后,几乎看不到任何波动的迹象,而
Kong算法和Kaiser算法在收敛到稳定状态的初期存
在一定的波动.这又说明了本文提出算法在收敛精度
方面的优势. 对右空间的分析也能够得到相似的结论.

图3中,以左空间为例,本文所提出算法的正交积
的变化情况用实线表示, Kong算法的正交积的变化情
况用虚线表示, Kaiser算法的正交积变化情况用段线
表示, 3个向量分别用红绿蓝3种颜色标示. 3种算法的
各条曲线均不为零则表明3条向量存在不相互垂直的
部分,经过短期震荡后, 3条线均收敛到零值,此时各
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个向量完全正交,并一直保持到最后. 右空间的分析
与此相似. 但是需要指出的是,图3(b)中由于Kaiser算
法的曲线变化幅值较大,故将图中−0.1 ∼ 0.4的部分

放大,用来显示本文算法和Kong算法的曲线变化情
况.

图 2(a) 左奇异子空间的模值长度收敛过程
Fig. 2(a) Norm convergence of the left principal

singular subspace

图 2(b) 右奇异子空间的模值长度收敛过程
Fig. 2(b) Norm convergence of the right principal

singular subspace

图 3(a) 左奇异子空间的各向量正交积曲
Fig. 3(a) Orthogonality of each vector in the left principal

singular subspace

图 3(b) 右奇异子空间的各向量正交积曲线
Fig. 3(b) Orthogonality of each vector in the right principal

singular subspace

另外,本文还比较了算法的计算复杂性. 本文提出
算法的计算复杂度每次更新分别需MNr + 5Mr2

+Nr2和MNr + 5Nr2 +Mr2个浮点计算. Kong算
法的计算复杂度为每次更新分别需MNr + 4Mr2 +

Nr +Mr和MNr + 4Nr2 +Nr +Mr个浮点运算.
Kaiser算法的计算复杂度每次更新均需要2MNr+

Mr2 +Nr2个浮点运算.

4.2 算算算例例例2: 算算算法法法自自自稳稳稳定定定性性性
与第4.1节算例1相似,本算例的输入序列x(k)和

y(k)均为高斯白噪声序列,并同样将他们的关系设置
为y(k) = Ax(k),并且A值保持不变.不同之处是本
算例研究目的着重在初始状态矩阵的模值,算法对收
敛性的保持状态. 因此,设置3种不同情况展开验证.
具体而言,首先随机生成一组向量作为状态向量的初
始值U(0)和V (0),然后将该向量的范数规范为2.2,
1.7和1.0,分别对应大于、等于以及小于

√
3这3种情

况,最后分别验证这样的设置下算法状态矩阵的F范

数变化情况. 其中,状态矩阵的列数r = 3,根据定理4
可知, F范数最终稳定在

√
r =

√
3处. 另外,根据定理

约束,确定学习因子η = 0.1.

算法自稳定性的仿真结果如图4所示. 图4(a)和
4(b)分别表示左和右奇异子空间的变化情况, 3种初始
条件的变化曲线分别用实线、虚线和点线表示. 在左
空间中,不同模值的初始状态使3条曲线起始于完全
不同的3个位置,但是在无论哪一种初始条件情况下,
算法总是最终稳定在

√
3这同一条曲线上.

由此,可以说明该算法具有良好的自稳定性. 另
外,状态空间收敛到稳定状态的迭代次数也是十分接
近,这一方面呼应了算例1中的算法迭代次数,另一方
面也体现出了算法收敛的行为具有相似性. 右空间的
变化情况与左空间类似,在左空间中相应的结论也适
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用于右空间.

图 4(a) 算法自稳定性数值验证(左空间)
Fig. 4(a) Self-stabilizing property verification in the left

principal singular subspace

图 4(b) 算法自稳定性数值验证(右空间)
Fig. 4(b) Self-stabilizing property verification in the right

principal singular subspace

4.3 算算算例例例3: 本本本文文文算算算法法法在在在高高高维维维波波波束束束频频频率率率分分分析析析中中中的的的
应应应用用用

本算例是验证提出方法在高维波束跟踪问题中的

应用效果.设置高维波束存在3个阶段的变化,阶段之
间的变化是突然的,每个阶段都存在3个频率,具体的
波束函数如下设置.

当1 6 k < 170时,有

x(k)= exp(0.1πk+0.513)+τn(k)+exp(0.2πk+

0.714)+exp(0.7πk+0.146); (60)

当171 6 k < 340时,有

x(k)= exp(0.2πk+0.513)+τn(k)+exp(0.3πk+

0.714)+exp(0.7πk+0.146); (61)

当341 6 k < 500时,有

x(k)= exp(0.3πk+0.513)+τn(k)+exp(0.5πk+

0.714)+exp(0.7πk+0.146); (62)

其中: n(k) ∈ [−0.5, 0.5]表示白噪声, τ是噪声信号的
系数. 有兴趣的读者可通过文献[1]了解关于该波函数
的详细知识. 高维波束频率分析问题可以通过提取两
个数据流的主奇异成分获得. 这两个数据流可以构造
为

x(k) = [x(k) x(k + 1) · · · x(k +M − 1) ]T,

k = 0, 1, · · · ,K −M, (63)

y(k) = [x(k) x(k + 1) · · · x(k +N − 1) ]T,

k = 0, 1, · · · ,K −N, (64)

其中: K为样本总数, M为x数据流的维度数, N为y

数据流的维度数.

图5展示出了算法在频率的跟踪速度和估计精度
两个方面的性能.图中蓝色虚曲线表示通过奇异值分
解,红色实曲线表示本文算法跟踪的子空间方法对频
率的估计.从算法曲线在不同阶段间的表现来看,算
法能够在150次迭代中成功跟踪发生激烈变化的频率,
体现了跟踪算法的快速性. 算法在每后半阶段中,震
荡幅度逐渐减小,最终与奇异值分解方法的曲线高度
重合,这体现了算法具有较高的估计精度.总之,本文
提出算法在高维波束频率估计问题中有良好的效果.

图 5 本文算法在频率估计中的变化曲线

Fig. 5 Evolution curves of the proposed algorithm for

estimating the frequencies

5 结结结论论论

本文提出了一种新型的主奇异子空间跟踪算法.
首先提出一种新的信息准则,理论分析了信息准则极
值点的存在性和唯一性. 然后基于提出的信息准则,
通过梯度下降法推导出一种神经网络搜索算法,实现
了对输入信号主奇异子空间的跟踪. 算法的收敛性和
自稳定性分别通过李雅普诺夫函数方法和ODE方法
进行了分析.最后,不同形式的MATLAB仿真验证实
验表明,该算法具有较快的收敛速度,较高的收敛精
度以及良好的自稳定性能.因此,提出算法具有较高
的实际应用价值.
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