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摘要:鉴于在纯反馈系统控制器设计过程中广泛采用的反推法需要逐级设计虚拟控制律,设计过程复杂,本文通
过变量替换将一类未知非仿射纯反馈系统变换为等效的积分链式系统.利用有限时间收敛的微分器对转换系统的
状态进行估计,并构造时变的误差面. 通过对误差面的瞬态与稳态值进行性能约束并设计自适应预设性能控制器,
实现了对跟踪误差的预设性能控制.最后,基于Lyapunov理论进行了稳定性分析,证明了闭环系统所有信号半全局
最终一致有界. 仿真算例表明了控制方法的有效性.
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Abstract: Considering the complexity of backstepping control for non-affine pure-feedback systems, an equivalent
transformational integral chain system is obtained based on variable substitution. The states of the transformational system
are estimated by a finite-time-convergent differentiator. A time-varying stable manifold involving the tracking error and
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1 引引引言言言

非仿射特性广泛存在于机械、生化和飞行控制等

实际系统中,有关非仿射系统的控制问题是近几年的
研究热点[1–11]. 一些在严反馈系统中应用的成果开始
逐步拓展到非仿射系统中,但非仿射函数不显含控制
输入,无法直接针对非仿射系统设计控制器. 采用不
同方法设计控制器时,通常需要对非仿射系统做一些
相应的假设以变换为面向控制器设计的伪仿射系统.
拉格朗日中值定理[1–3]和泰勒公式[4–6]是将非仿

射系统变换为伪仿射系统的有效手段. 针对变换后的
伪仿射系统,有两种典型的控制器设计方案:基于反

推法逐步设计控制器和基于误差面设计控制器. 在基
于反推法设计控制器方面: 文献[1]针对变换后的伪仿
射模型,设计了自适应神经网络控制器,通过引入一
阶低通滤波器避免了对虚拟控制律的反复求导;文献
[2]借助于自适应神经网络和Nussbaum函数,解决了
一类含未建模动态与控制增益符号未知的非仿射纯

反馈系统的控制问题.在基于误差面设计控制器方面:
文献[3]通过假设非仿射函数光滑可导将非仿射纯反
馈系统变换为积分链式系统,采用高阶滑模微分器观
测变换模型的状态并针对变换模型设计了自适应神

经网络估计器,避免了反推法的繁琐过程,减少了估
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计器的数量. 基于反推技术的控制方法可处理非匹配
不确定性问题,但需要逐级设计虚拟控制律;基于误
差面的控制方法通过数学变换把系统所有的不确定

性集中到一项,然后采用估计器进行统一估计,大大
降低了计算复杂度且无需虚拟控制律.

针对未知非仿射系统,控制器设计往往依赖于宽
松的可控性假设与复杂的估计器. 文献[7–11]采用模
糊系统与神经网络等估计器对伪仿射系统中的未知

非线性项进行估计并设计满足Lyapunov稳定性的控
制律.然而,通过有限的模型信息无法实现准确的反
馈补偿,控制精度难以保证. 因此,有必要在控制器设
计过程中对跟踪误差施加约束,以实现高精度跟踪控
制.

对于含输出约束的控制问题, Ilchmann, Tee与
Bechlious等人相继提出了漏斗控制[12–14]、界限Lya-
punov函数[15–17]与预设性能控制[18–22]等方法. 上述
方案将性能约束考虑到控制器设计过程中,以保证闭
环系统实现理想的控制性能.预设性能控制可以更为
灵活地和其他控制方法结合并应用到高阶系统,因而
得到了广泛的研究:文献[18]将预设性能控制与反推
技术结合,解决了严反馈系统的控制问题;文献[19]
针对非仿射纯反馈系统,基于反推法设计了一种低复
杂度的预设性能控制器,该方案无需任何估计器,但
在反推过程中的每一步都需要单独设计性能函数,增
大了产生控制器奇异问题的风险.

为避免文献[18–22]中复杂的反推设计过程同时
保证跟踪误差满足预先设定的性能约束,本文将针对
一类未知非仿射纯反馈系统基于有限时间收敛的微

分器设计一种自适应神经网络预设性能控制器.

2 问问问题题题描描描述述述与与与模模模型型型变变变换换换

考虑如下所示的一类非仿射纯反馈系统:
ẋi = fi(x̄i, xi+1), i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn = fn(x, u) +∆(t),

y = x1,

(1)

式中: x̄i=[x1 x2 · · · xi]
T ∈ Ri, x=[x1 x2 · · · xn]

T

∈ Rn, x为可测的状态向量; y ∈ R与u ∈ R分别表示
系统输出与控制输入; fi(x̄i, xi+1)与fn(x, u)为光滑

的非仿射函数; ∆(t)为外部干扰.

控制目标为:设计自适应预设性能控制器,使得闭
环系统能够稳定地跟踪参考输入信号yd,闭环系统所
有信号半全局一致有界且跟踪误差满足预先规定的

动态性能.为避免反推设计的繁琐过程,本节参照文
献[3]将系统(1)变换为便于控制器设计的积分链式系
统.首先,定义如下新的状态变量:

χ1 = x1,

χi = χ̇i−1,

y = χ1,

i = 2, 3, · · · , n. (2)

当i = 2时,根据χ2 = χ̇1 = f1(x1, x2)可得

χ̇2 =

∂f1(x1, x2)

∂x1

ẋ1 +
∂f1(x1, x2)

∂x2

ẋ2 =

∂f1(x1, x2)

∂x1

f1(x1, x2)+
∂f1(x1, x2)

∂x2

f2(x̄2, x3).

(3)

由于未知非仿射函数f2(x̄2, x3)对x3连续可导,由拉
格朗日中值定理可知,存在未知常数ϑ3 ∈ (0, 1)满足

f2(x̄2, x3) = f2(x̄2, 0) +
∂f2(x̄2, x3)

∂x3

|
x3=x

ϑ3
3
x3,

(4)

其中xϑ3
3 = ϑ3x3. 因此, χ̇2可表述为

χ̇2 = H2(x̄2) +G2(x̄3)x3, (5)

式中:
H2(x̄2) =

∂f1(x1, x2)

∂x1

f1(x1, x2) +
∂f1(x1, x2)

∂x2

f2(x̄2, 0),

G2(x̄3) =
∂f1(x1, x2)

∂x2

∂f2(x̄2, x3)

∂x3

|
x3=x

ϑ3
3
,

(6)

H2(x̄2)与G2(x̄3)均为未知光滑函数.

当i = 3时,根据
χ3 = χ̇2 = H2(x̄2) +G2(x̄3)x3

可得

χ̇3 =
2∑

j=1

∂H2(x̄2)

∂xj

fj(x̄j+1) +

2∑
j=1

∂G2(x̄3)

∂xj

fj(x̄j+1)x3+

∂G2(x̄3)

∂x3

ẋ3x3 +G2(x̄3)ẋ3 =

2∑
j=1

∂H2(x̄2)

∂xj

fj(x̄j+1) +

2∑
j=1

∂G2(x̄3)

∂xj

fj(x̄j+1)x3+

(
∂G2(x̄3)

∂x3

x3 +G2(x̄3))f3(x̄3, x4). (7)

由于未知非仿射函数f̄3(x̄3, x4)对x4连续可导,由拉
格朗日中值定理可知,存在未知常数ϑ4 ∈ (0, 1)满足

f3(x̄3, x4) = f3(x̄3, 0) +
∂f3(x̄3, x4)

∂x4

|
x4=x

ϑ4
4
x4,

(8)

式中xϑ4
4 = ϑ4x4. 因此, χ̇3可表述为

χ̇3 = H3(x̄3) +G3(x̄4)x4, (9)

式中:
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H3(x̄3) =
2∑

j=1

∂H2(x̄2)

∂xj

fj(x̄j+1)+
2∑

j=1

∂G2(x̄3)

∂xj

fj(x̄j+1)x3+

(
∂G2(x̄3)

∂x3

x3 +G2(x̄3))f3(x̄3, 0),

G3(x̄4) =

(
∂G2(x̄3)

∂x3

x3 +G2(x̄3))
∂f3(x̄3, x4)

∂x4

|
x4=x

ϑ4
4
,

(10)

H3(x̄3)与G3(x̄4)均为未知光滑函数.

当i = 4, 5, · · · , n− 1时,与上述分析类似,根据
χi = χ̇i−1 = Hi−1(x̄i−1) +Gi−1(x̄i)xi可以推导出

χ̇i=
i−1∑
j=1

∂Hi−1(x̄i−1)

∂xj

fj(x̄j+1) +

i−1∑
j=1

∂Gi−1(x̄i)

∂xj

fj(x̄j+1)xi+(
∂Gi−1(x̄i)

∂xi

xi+

Gi−1(x̄i))fi(x̄i, xi+1). (11)

由于未知非仿射函数fi(x̄i, xi+1)对xi+1连续可导,由
拉格朗日中值定理可知,存在未知常数ϑi+1 ∈ (0, 1)

满足

fi(x̄i, xi+1) =

fi(x̄i, 0) +
∂fi(x̄i, xi+1)

∂xi+1

|
xi+1=x

ϑi+1
i+1

xi+1, (12)

式中x
ϑi+1

i+1 = ϑi+1xi+1. 因此, χ̇i可表述为

χ̇i = Hi(x̄i) +Gi(x̄i+1)xi+1, (13)

式中:

Hi(x̄i) =
i−1∑
j=1

∂Hi−1(x̄i−1)

∂xj

fj(x̄j+1)+

i−1∑
j=1

∂Gi−1(x̄i)

∂xj

fj(x̄j+1)xi+

(
∂Gi−1(x̄i)

∂xi

xi +Gi−1(x̄i))fi(x̄i, 0),

Gi(x̄i+1) =

(
∂Gi−1(x̄i)

∂xi

xi+

Gi−1(x̄i))
∂fi(x̄i, xi+1)

∂xi+1

|
xi+1=x

ϑi+1
i+1

,

(14)

Hi(x̄i)与Gi(x̄i+1)均为未知光滑函数.

当 i = n时,根 据 χn = χ̇n−1 = Hn−1(x̄n−1) +

Gn−1(x̄n)xn可以推导出

χ̇n =
n−1∑
j=1

∂Hn−1(x̄n−1)

∂xj

fj(x̄j+1) +

n−1∑
j=1

∂Gn−1(x̄n)

∂xj

fj(x̄j+1)xn +

(
∂Gn−1(x̄n)

∂xn

xn +Gn−1(x̄n))fn(x̄n, xn+1).

(15)

由于未知非仿射函数fn(x̄n, xn+1)对xn+1连续可导,
由拉格朗日中值定理可知,存在未知常数ϑn+1 ∈
(0, 1)满足

fn(x̄n, xn+1)=fn(x̄n, 0)+
∂fn(x̄n, u)

∂u
|u=uϑn+1u,

(16)

式中uϑn+1 = ϑn+1u. 因此, χ̇n可表述为

χ̇n = Hn(x̄n) +Gn(x̄n, u
ϑn+1)u+∆(t), (17)

式中:

Hn(x̄n) =
n−1∑
j=1

∂Hn−1(x̄n−1)

∂xj

fj(x̄j+1)+

n−1∑
j=1

∂Gn−1(x̄n)

∂xj

fj(x̄j+1)xn+

(
∂Gn−1(x̄n)

∂xn

xn +Gn−1(x̄n)fn(x̄n, 0),

Gn(x̄n, u
ϑn+1) =

(
∂Gn−1(x̄n)

∂xn

xn+

Gn−1(x̄n))
∂fn(x̄n, u)

∂u
|u=uϑn+1 ,

(18)

Hn(x̄n)与Gn(x̄n, u
ϑn+1)均为未知光滑函数. 由式(2)

–(18)可知,系统(1)可表述为
χ̇1 = χ2,

χ̇i = χi+1, i = 2, 3, · · · , n− 1,

χ̇n = Hn(x̄n) +Gn(x̄n, u
ϑn+1)u+∆(t),

y = χ1.

(19)

结合新定义的状态变量(2)和坐标变换(3)–(18),非
仿射纯反馈系统(1)被改写成了积分链式系统(19). 由
于y1 = x1 = χ1,针对系统系(1)所设置的控制目标可
以通过控制变换后的系统(19)得以实现. 然而,在系
统(19)中,状态χi(i = 2, 3, · · · , n)不能直接测得,且
Hn(x̄n)与Gn(x̄n, u

ϑn+1)均为未知函数. 下文将借助
于必要的假设以保证系统(19)的可控性;然后,采用高
阶微分器对状态χi进行估计;最后,针对系统(19)设计
自适应神经网络预设性能输出反馈控制器.

假假假设设设 1 指令信号yd及其高阶导数y
(i)
d (i = 1, 2,

· · · , n)为连续有界的已知函数,且存在未知正数B0

与∆∗满足
n∑

i=0

(y
(i)
d )2 6 B0, |∆(t)| 6 ∆∗.

假假假设设设 2 不失一般性,假设存在未知正数G满足

Gn(x̄n, u
ϑn+1) > G > 0.

注注注 1 假设2作为必要的可控性条件被文献[1–6]广泛
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采用. 在稳定性证明过程中, G值不必确知. 与文献[3]相比,
本文取消了对Gn(x̄n, u

ϑn+1)上界的假设,因此假设2具有更
宽的适用范围.

引理理理 1[23] 如果未知函数f(Z) : Rn → R在紧集
ΩZ上连续,那么存在径向基神经网络W ∗TΨ(Z)与期

望的估计精度ι > 0满足

sup
Z∈ΩZ

|f(Z)−W ∗TΨ(Z)| 6 ι, (20)

其中: Ψ(Z)=[Ψ1(Z) Ψ2(Z) · · · Ψm(Z)]
T∈Rm是基

函数向量, Z ∈ ΩZ ⊂ Rn是基函数的输入矢量, W ∗

= [w1 w2 · · · wm]
T ∈ Rm是基函数的理想权值,

Ψj(Z)可表示为

Ψj(Z) = exp[
−(Z−cj)T(Z−cj)

b2j
], j=1, 2, · · ·,m,

(21)

式中bj与cj = [cj,1 cj,2 · · · cj,n]T分别是高斯基函数
的宽度和中心点坐标向量.

3 控控控制制制器器器设设设计计计与与与稳稳稳定定定性性性分分分析析析

3.1 有有有限限限时时时间间间收收收敛敛敛的的的高高高阶阶阶微微微分分分器器器

变换系统(19)的状态χi(i = 2, 3, · · · , n)可视为系
统输出y = χ1的i− 1阶微分. 为估计无数学解析表
达式的信号的各阶导数,文献[24–26]构造了一种有限
时间收敛的新型高阶微分器,其具体结构如下:

ς̇i = ςi+1, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ς̇n = hn[−κ1 tanh(ς1−χ1) − κ2 tanh
ς2
h

· · ·

− κn tanh
ςn
hn−1

],

(22)

其中: h>0, κi>0(i=1, 2, · · · , n)为待设计参数, χ1

是输入信号.根据文献[24]有以下引理成立.

引引引理理理 2[24–26] 如果信号χ1对时间一阶广义可导

并且满足 sup
t∈[0,∞)

|χ1| <∞,那么对于∀κi > 0(i = 1,

2, · · · , n)与h→∞,存在Υ1 > 0与Υ1Υ2 > n在有限

时间内满足

ςi − χ
(i−1)
1 (t) = o(

1

hΥ1Υ2−i+1
), i = 1, 2, · · · , n,

(23)

其中 o(
1

hΥ1Υ2−i+1
)表示 ςi与χ

(i−1)
1 (t)的近似程度是

1

hΥ1Υ2−i+1
的高阶无穷小,且Υ1 = (1−Υ3)/Υ3, Υ3 ∈

(0,min{Υ2/(Υ2 + n), 1/2}), n > 2.

注注注 2 引理2阐述了微分器(22)的特点,具体证明过程
参见文献[24–26],本文不再赘述. ςi是χ(i−1)的估计值,估
计误差是(1/h)Υ1Υ2−i+1的高阶无穷小. 当选取足够大的参
数h ≫ 1时,估计误差可以任意小. 因此,可假设存在未知正
数℘i满足|ςi − χi| 6 ℘i. 文献[24]指出: h越大,微分器响应

速度越快,估计精度越高,但可能引起超调并削弱噪声抑制
能力. κi越大,对应的第i个状态的估计误差越小,但同样可
能引起超调并削弱噪声抑制能力. 因此,在参数选取过程中
应综合考虑微分器的估计精度、超调与噪声抑制能力.

3.2 控控控制制制器器器设设设计计计

针对变换系统(19)定义跟踪误差ei,状态观测误差
⌢
e i和可用误差êi(i = 1, 2, · · · , n)分别如下:

e1 = χ1 − yd, e2 = ė1 = χ2 − ẏd, · · · ,
en = ėn−1 = χn − yn−1

d ,
⌢
e 1 = ς1 − χ1,

⌢
e 2 =

⌢̇
e 1 = ς2 − χ2, · · · ,

⌢
en =

⌢̇
en−1 = ςn − χn,

ê1 = ς1 − yd, ê2 = ˙̂e1 = ς2 − ẏd, · · · ,
ên = ˙̂en−1 = ςn − y

(n−1)
d .

(24)

由上述定义可知 ê1 =
⌢
e i + ei, i = 1, 2, · · · , n.

为便于设计控制器,构造误差面

s(t) = p(r0 + q)n−1ê1, (25)

其中: p > 0, q > 0为待设计参数; r0 =
d

dt
是一阶微

分算子; ê = [ê1 ê2 · · · ên]T. 图1是由误差信号s(t)/p
驱动的n− 1个串联低通滤波器,阐释了式(25)所刻画
的数学关系,其中: ω1(t) = ê1(t), ωn(t) = s(t)/p且
ωi+1(t) = ω̇i(t) + qωi(t), i = 1, 2, · · · , n− 1.

图 1 由误差面s(t)/p驱动的n− 1个串联低通滤波器

Fig. 1 A series of first order linear low pass filters driven by

error manifold s(t)/p

为保证误差面s(t)实现预设性能,假设s(t)满足以
下不等式约束:

−ρ(t) < s(t) < ρ(t), t > 0, (26)

其中性能函数ρ(t)定义为

ρ(t) = (ρ0 − ρ∞) exp(−lt) + ρ∞, (27)

式中: ρ0 = ρ(0)是性能函数的初始值, ρ∞ = ρ(∞)是

性能函数的稳态值, l > 0是指数函数的收敛速率.通
过选择合适的参数ρ0, l与ρ∞可使得q > l, ρo > ρ∞

> 0且|s(0)| < ρ(0)成立. 因此, ρ̇(t)有界且保持非正;
ρ0限制了跟踪误差s(t)在瞬态的超调量; ρ∞约束了跟
踪误差s(t)在稳态时的变化范围.在具体应用中, ρ(t)
的参数需根据实际对象的初始误差、物理系统响应带

宽及跟踪精度需求进行选择.

定定定理理理 1 若不等式(26)成立,则可用误差êi(t)有界



2222 控 制 理 论 与 应 用 第 37卷

并且满足以下预设的指数收敛约束

|êi(t)| < ¯̂ei exp(−lt) + êi, i = 1, 2, · · · , n, (28)

其中

ê1 =
ρ∞
pqn−1

, êi =
ρ∞
pqn−1

+
i−1∑
k=1

Ck
i−1q

kêi−k,

i = 2, 3, · · · , n;
¯̂e1 = ω̄1, ¯̂e1 = ω̄1 +

i−1∑
k=1

Ck
i−1q

k ¯̂ei−k,

i = 2, 3, · · · , n;

ω̄i =
n−1∑
k=1

|ωk(o)|
(q − l)k−i

+
ρ0 − ρ∞
p(q − l)n−i

,

i = 1, 2, · · · , n− 1;

ω̄n =
ρ0 − ρ∞

p
;

ωi(0) =
i−1∑
k=0

Ck
i−1q

kêi−k(0), i = 1, 2, · · · , n.

(29)

证证证 具体的证明过程分为以下3部分:

1) 结合 ωi+1(t) = ω̇i(t) + qωi(t), i = 1, 2, · · · ,
n− 1,由数学归纳法可得

ωi(t) =
i−1∑
k=0

Ck
i−1q

kêi−k(t), i = 1, 2, · · · , n.

(30)

根据式(30)可得

ωi(t)= êi(t) +
i−1∑
k=1

Ck
i−1q

kêi−k(t), i = 2, 3, · · · , n,

(31)

且

ωi(0) =
i−1∑
k=0

Ck
i−1q

kêi−k(0), i = 1, 2, · · · , n.

(32)

2) 以下推导旨在证明|ωi(t)|(i = 1, 2, · · · , n)的
有界性.

i) 当i=n时,解一阶微分方程s(t)/p = ẇn−1(t)+

qωn−1(t), t > 0可得

ωn−1(t) =

ωn−1(0) exp(−qt)+exp(−qt)
w t

0

s(τ)

p
exp(qτ)dτ.

(33)

根据q > l > 0与不等式|s(t)|/p< [(ρ0−ρ∞) exp(−lt)
+ ρ∞] /p, t > 0可得

|ωn−1(t)| 6
|ωn−1(0)| exp(−qt) +

exp(−qt)
p

w t

0
((ρ0 − ρ∞) exp((q − l)τ) +

ρ∞ exp(qτ))dτ 6

|ωn−1(0)| exp(−qt)+
ρ0−ρ∞
p(q−l)

exp(−lt)+ ρ∞
pq

−

(ρ0−ρ∞)

p(q−l)
exp(−qt)− ρ∞

p(q−l)
exp(−qt)︸ ︷︷ ︸

<0

<

ω̄n−1 exp(−lt) +
ρ∞
pq
, (34)

其中

ω̄n−1 = |ωn−1(0)|
ρ0 − ρ∞
p(q − l)

. (35)

ii) 当i = n− 1时,与上述步骤类似,通过求解一
阶微分方程ωn−1(t) = ω̇n−2(t) + qwn−2(t), t > 0可

得

ωn−2(t)= ωn−2(0) exp(−qt) +

exp(−qt)
w t

0
ωn−1(τ) exp(qτ)dτ. (36)

由式(34)和q > l > 0可得

|ωn−2(t)| 6
|ωn−2(0)| exp(−qt) +

exp(−qt)
w t

0
(ω̄n−1 exp(q − l)τ +

ρ∞
bq

exp(qτ))dτ 6 |ωn−2(0)| exp(−qt) +

ω̄n−1

q − l
exp(−lt) + D∞

pq2
−

ω̄n−1

q − l
exp(−qt)− D∞

pq2
exp(−qt)︸ ︷︷ ︸

<0

<

ω̄n−2 exp(−lt) +
ρ∞
pq2

, (37)

其中

ω̄n−2 = |ωn−2(0)|+
ω̄n−1

q − l
=

|ωn−2(0)|+
|ωn−1(0)|
q − l

+
ρ0 − ρ∞
p(q − l)2

. (38)

iii) 当i = 1, 2, · · · , n− 3时,求解一阶微分方程
ωi+1(t) = ω̇i(t) + qωi(t), t > 0可得

wi(t) = ωi(0) exp(−qt) +

exp(−qt)
w t

0
ωi+1(τ) exp(qτ)dτ. (39)

由数学归纳法和q > l > 0可得

|ωi(t)| 6
|ωi(0)| exp(−qt) +

exp(−qt)
w t

0
(ω̄i+1 exp((q − l)τ) +

ρ∞
pqn−i−1

exp(qτ))dτ 6

|ωi(0)| exp(−qt) +
ω̄i+1

q − l
exp(−lt) + ρ∞

pqn−i
−
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ω̄i+1

q − l
exp(−qt)− ρ∞

pqn−i
exp(−qt)︸ ︷︷ ︸

<0

<

ω̄i exp(−lt) +
ρ∞
pqn−i

, (40)

其中

ω̄i = |ωi(0)|+
ω̄i+1

q − l
=

n−1∑
k=i

|ωi(0)|
(q − l)k−i

+
ρ0 − ρ∞
p(q − l)n−i

,

i = 1, 2, · · · , n− 3. (41)

3) 以下推导旨在证明 |êi(t)|, i = 1, 2, · · · , n的
有界性.

i) 当i = 1时,根据式(40)可知

|ê1(t)| = |ω1(t)| < ¯̂e1 exp(−lt) + ê1, (42)

其中:

¯̂e1= ω̄1=
n−1∑
k=1

|ω|k(0)
(q − l)k−1

+
ρ0−ρ∞
p(q−l)n−1

, ê1=
ρ∞
pqn−1

.

(43)

ii) 当i = 2时,结合式(31)和式(42)可得

|ê2(t)| 6 |ω2(t)|+ |qê1(t)| < ¯̂e2 exp(−lt) + ê2,

(44)

其中:

¯̂e2 = ω̄2 + q¯̂e1, ê2 =
ρ∞
pqn−2

+ qê1. (45)

iii) 当i = 3, 4, · · · , n时,由式(31)和数学归纳法
可得

|êi(t)| 6

|ωi(t)|+
i−1∑
k=1

Ck
i−1q

k|êi−k(t)| < ¯̂ei exp(−lt) + êi,

(46)

其中: 
¯̂ei = ω̄i +

i−1∑
k=1

Ck
i−1q

k ¯̂ei−k,

êi =
ρ∞
pqn−i

+
i−1∑
k=1

Ck
i−1q

kêi−k,

i = 3, 4, · · · , n.

(47)

根据式(42)(44)和式(46),不等式(28)成立. 证毕.

为了实现预设性能控制,带约束的误差面s(t)可
通过以下等式变换成不含约束的转化误差z(t):

s(t) = ρ(t)Ξ(z(t)), ∀t > 0, (48)

式中

Ξ(z(t)) =
exp(z(t))− exp(−z(t))
exp(z(t)) + exp(−z(t))

是单调递增的可导函数. 根据Ξ(z(t))的定义可得

z(t) = Ξ−1 s(t)

ρ(t)
=

1

2
ln(

ζ(t) + 1

1− ζ(t)
), (49)

其中ζ(t) = s(t)/ρ(t)定义为标准化误差. 假设选择适
当的性能函数满足条件|s(0)| < ρ(0),即|ζ(0)| < 1,
则有以下定理成立.

定定定理理理 2[18] 若可通过设计控制律保证z(t)对∀t
> 0有界,则|ζ(t)| < 1,预设性能(26)可以实现.

证证证 假设存在正数zM满足|z(t)| 6 zM,由式(49)
可得

exp(−2zM) 6
ζ(t) + 1

1− ζ(t)
6 exp(2zM), (50)

进一步可得

−1 < −exp(−2zM)− 1

exp(−2zM) + 1
6

ζ(t) 6 exp(2zM)− 1

exp(2zM) + 1
< 1. (51)

根据不等式(51),可知不等式(26)成立. 证毕.

对s(t)求时间的一阶导数可得

ṡ(t) = p
n∑

i=1

Ci−1
n−1q

n−i ˙̂ei =

p[
n−1∑
i=1

Ci−1
n−1q

n−i(
⌢̇
e i + ėi) +

⌢̇
en +Hn(x̄n) +

Gn(x̄n, u
ϑn+1)u+∆(t)− y

(n)
d ]. (52)

对z(t)求时间的一阶导数可得

ż(t) = r(ṡ(t) + v), (53)

其中

r =
1

(1− ζ2(t))ρ(t)
, (54)

且

v = −ρ̇(t)ζ(t). (55)

将式(52)代入式(53)中可得

ż(t) = rp[
n−1∑
i=1

Ci−1
n−1q

n−i(
⌢̇
e i + ėi) +

⌢̇
en +

Hn(x̄n) +Gn(x̄n, u
ϑn+1)u+

∆(t)− y
(n)
d +

v

p
] =

rp(f̄+Gn(x̄n, u
ϑn+1)u+∆(t)−y(n)d +

v

p
),

(56)

其中f̄ =
n−1∑
i=1

Ci−1
n−1q

n−1(
⌢̇
e i + ėi)+

⌢̇
en +Hn(x̄n). 定

义紧集Ω := {z|z2/2 6 p},其中 p为任意正数. 根据
引理1,在紧集Ωz范围内,可用神经网络W ∗TΨ(Z)估

计未知非线性连续函数f̄ ,因此

f̄ =W ∗TΨ(Z) + ι, |ι| 6 ι∗, (57)

其中: ι∗为未知常数, Z=[x ς]T, ς=[ς1 ς2 · · · ςn]T.
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通常理想权值W ∗T未知,其各元素值需基于Lyapunov
稳定性理论设计自适应律进行估计.为降低计算量,
本文不直接估计径向基函数的理想权值而是采用最

小参数学习法估计 θ = G−1∥W ∗∥2. 由式 (54)与式
(55)易知,在紧集Ωz范围内, r > 1/ρ(0) > 0且存在有

界正数v̄满足|v| 6 v̄. 根据Young不等式可得
zż

p
=

zr(Gn(x̄n, u
ϑn+1)u+W ∗TΨ(Z) +

ι+∆(t)− y
(n)
d +

v

p
) 6

zrGn(x̄n, u
ϑn+1)u+

(zr)2∥W ∗∥2

2a2
ψT(Z)ψ(Z) +

a2

2
+ |zr|Gδ∗,

(58)

其中a是任意正数,且δ∗ = G−1(ι∗ +∆∗ +B0+ v̄/p).

设计自适应神经网络预设性能控制律如下:

u = −kzr − θ̂zr

2a2
ψT(Z)ψ(Z)− δ̂ tanh

zr

λ
,

(59)
˙̂
δ = a[zr tanh

zr

λ
− σδ̂], (60)

˙̂
θ = β[

(zr)2

2a2
ψT(Z)ψ(Z)− σθ̂], (61)

其中: k > 0, α > 0, β>0, σ>0和λ>0是待设计参

数; δ̂与θ̂分别为δ∗与θ的估计值.由文献[21]可知,若
选择初值δ̂(0) > 0与θ̂(0) > 0,可保证对于∀t > 0均

有δ̂(t) > 0与θ̂ > 0成立. 图2是本节所设计的控制方
案示意图. 从图2中可以看出,与基于反推法设计的控
制器相比,本节所设计的控制器无需虚拟控制律且只
需要用一个神经网络估计未知函数,降低了计算复杂
度;此外,性能函数被纳入到控制律中,保证了闭环系
统的跟踪性能.

图 2 自适应神经网络快速预设性能控制方案示意图

Fig. 2 The illustration of the adaptive neural network fast prescribed performance control

3.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 3 若变换系统 (19)满足假设 1和假设 2且
|s(0)| < ρ(0)成立,则对于∀P > 0与紧集

Ω0 := {(z(0) δ̂(0) θ̂(0))T|z2(0)/(2p) +
Gδ̃2(0)/(2α) +Gθ̃2(0)/(2β) 6 P},

自适应神经网络预设性能控制器(22)(59)–(61)能够使
闭环系统具有以下特性: 所有信号半全局最终一致有
界;跟踪误差满足预先设定的瞬态和稳态性能.

证证证 定义如下Lyapunov候选函数:

V =
z2

2p
+
Gδ̃2

2α
+
Gθ̃2

2β
, (62)

其中: θ̃ = θ − θ̂, δ̃ = δ∗ − δ̂. 对V求时间的一阶导数
可得

V̇ 6

zrG(x̄n, u
ϑn+1)u+

(zr)2∥W ∗∥2

2α2
ψT(Z)ψ(Z)+

a2

2
+ |zr|Gδ∗ − Gδ̃

˙̂
δ

α
− Gθ̃

˙̂
θ

β
. (63)

将式(59)代入式(63)可得

V̇ 6 −kG(zr)2 − Gθ̂(zr)2

2α2
ψT(Z)ψ(Z)−

Gδ̂zr tanh
zr

λ
+
(zr)2∥W ∗∥2

2α2
ψT(Z)ψ(Z)+

a2

2
+ |zr|Gδ∗ − Gδ̃

˙̂
δ

α
− Gθ̃

˙̂
θ

β
, (64)

由θ = G−1∥W ∗∥2, θ̃ = θ − θ̂与δ̃ = δ∗−δ̂可进一步
得到



第 10期 胡剑波等: 非仿射纯反馈系统自适应神经网络快速预设性能控制 2225

V̇ 6 −kG(zr)2 +Gθ̃[
(zr)2

2α2
ψT(Z)ψ(Z)−

˙̂
θ

β
] +

Gδ̃[zr tanh
zr

λ
−

˙̂
δ

α
] +

Gδ∗[|zr| − zr tanh
zr

λ
] +

a2

2
. (65)

将式(60)与式(61)代入式(65)得到

V̇ 6−kG(zr)2+Gσθ̃θ̂+Gσδ̃δ̂+0.2785Gδ∗λ+
a2

2
.

(66)

根据θ̃ = θ − θ̂, δ̃ = δ∗ − δ̂可知以下不等式成立:

θ̃θ̂ = θ̃(θ − θ̃) 6 θ2

2
− θ̃2

2
,

δ̃δ̂ = δ̃(δ∗ − δ̃) 6 δ∗2

2
− δ̃2

2
,

(67)

将式(67)代入式(66)可得

V̇ 6 −kG(zr)2 − Gσθ̃2

2
− Gσδ̃2

2
+ C0, (68)

其中C0 = Gσ(θ2 + δ∗2)/2 + 0.2785Gδ∗λ+a2 /2. 考
虑到r > 1/ρ(0),选择控制参数k, σ满足

k > Λρ2(0)

2pG
, σ > max{Λ

α
,
Λ

β
}, (69)

其中Λ为任意正数,进一步可得

V̇ 6 −ΛV + C0. (70)

由以上微分不等式可得

0 6 V (t) 6 (V (0)− C0

Λ
) exp(−Λt) + C0

Λ
6

V (0) exp(−Λt) + C0

Λ
, ∀t > 0. (71)

不等式(71)表明V (t)将一致收敛于C0/Λ. 通过减小σ,
λ, a同时增大k, α, β可以使得C0/Λ任意小. 因此,通
过选择合适的设计参数可使C0/Λ 6 P . 当V = P时,
V̇ 6 0,即对于∀t > 0, V 6 P恒成立. 综上,闭环系
统中, z, θ̃, δ̃半全局最终一致有界. 此外,由定理1可
知,误差ê(t)有界且满足预设性能包络. 由|⌢e |6ℵi和

êi =
⌢
e i + ei可知|ei| 6 |êi|+ ℵi,即误差ei也满足指

数收敛约束. 证毕.
注注注 3 |s(0)|<ρ(0)保证了当 t∈ [0, tm)时,式(49)有定

义,即控制律有效,其中tm为大于0的极小值.由定理3可知,
控制器可使得转换误差z(t)有界. 根据定理2, z(t)有界,则预
设性能(26)可以实现. 若在某一时刻误差面将突破性能包络,
z(t)将趋向于无穷大,由式(68)可知V̇将趋向负无穷,即性能
约束不会被违背. 因此, t ∈ [0, tm)可推广到t∈ [0,+∞),
本文的控制器设计思路是合理的.

4 仿仿仿真真真研研研究究究

4.1 平平平衡衡衡车车车纵纵纵向向向倾倾倾角角角控控控制制制

为初步验证上述控制方案的适用性,本小节以平

衡车纵向倾角跟踪控制为例进行仿真研究.平衡车纵
向旋转动力学方程如下[27]:

ϕ̈ =
mgl̄ sinϕ

I
− mF l̄ cosϕ

(M +m)I
, (72)

其中: ϕ为平衡车纵向倾角; m = 85 kg为乘客质量;
g = 9.8m/s为重力加速度; l̄ = 0.85m为乘客重心高

度; M = 10 kg为平衡车质量; I = 68.98 kg ·m2为

惯性矩; F = 2ktnr(Γ − eb)/(ℜr0)是电机作用在平
衡车上的力,其中: kt = 0.869N/A为电动机转矩常
数; nr为传动系数; Γ为电动机输入电压; eb为反电动
势电压; r0 = 0.2m为车轮半径; ℜ = 1Ω为电动机电

阻值;具体参数定义与取值见文献[27]. 令x1 = ϕ,

x2 = ϕ̇, u = −Γ ,则系统(72)可改写为以下形式:{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = f(x1, x2, u) +∆(t),
(73)

其中:

f(x1, x2, u) =

2ktnrml̄ cosϕ/((M +M)Iℜr0)u+mgl̄ sinϕ/I

为未知非仿射连续函数, ∆(t) = 2ktnrebml̄ cosϕ/
((M +m)Iℜr0)可视为外部扰动.
上述非仿射模型呈积分链式结构,为系统(1)的特

殊形式. 因此不需要采用微分器对变换系统进行状态
估计.由f(x1, x2, u)与∆(t)的具体形式易知系统(73)
满足假设1与假设2,因此可设计如下自适应神经网络
预设性能控制器:

u = −zr − θ̂zr

2× 0.12
ψT(x̄2)ψ(x̄2)− δ̂ tanh

zr

0.2
,

(74)

其中: 转化误差z = ln[(ζ(t) + 1)/(1− ζ(t))]/2,标准
化误差ζ(t) = s(t) /ρ(t),误差面s(t) = 3e1(t) + 0.4 ·
e2(t),自适应更新律

˙̂
δ = zr tanh

zr

0.2
− 0.5δ̂,

˙̂
θ =

(zr)2

2× 0.12
ψT(x̄2)ψ(x̄2)− 0.5θ̂.

(75)

神经网络W ∗Tψ(x̄2)包含5个单元,均匀分布在区间
[−0.5, 0.5]上,每个单元宽度为 0.5. 设置 δ̂(0) = 0,

θ̂(0) = 0. 预设性能函数取为

ρ(t) = (3− 0.05) exp(−2t) + 0.05. (76)

为体现所设计的预设性能控制器 (prescribed
performance control, PPC)的性能,本节以文献[3]所设
计的自适应神经网络控制器(adaptive neural control,
ANC)作为对照算例. 在仿真中,初始条件ϕ(0)=40◦,

ϕ̇(0) = 0,指令信号ϕd = 0, ϕ̇d = 0.

图3–5为具体的仿真结果.图3(a)显示PPC算例的
误差面s满足瞬态和稳态性能约束. 由于未考虑性能
约束, ANC算例的误差面s超出了性能包络. 从图4(a)
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可以看出,与ANC相比, PPC的实际跟踪轨迹具有更
小的超调.图4(b)和图5(a)表明系统状态和自适应参
数均有界. 与PPC相比,由于ANC误差面未进行性能

约束,其状态x2的峰值更大,对于平衡车使用者而言,
体验感会更差. 从图4(b)可以看出两种控制器所需的
控制输入相当,且不存在高频抖振.

图 3 误差面与转化误差

Fig. 3 The error manifolds and transformed error

图 4 参考指令、系统输出与状态

Fig. 4 The reference trajectory, system outputs and states

图 5 自适应参数与控制输入

Fig. 5 The adaptive parameters and control inputs
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4.2 单单单连连连杆杆杆机机机械械械臂臂臂角角角度度度跟跟跟踪踪踪控控控制制制

为了进一步验证本章所提出控制方案的适用性,
本小节以含模型不确定性的单连杆机械臂系统为控

制对象,对比了文献[3]的自适应神经网络控制方法
(ANC)和本节提出的预设性能控制方法(PPC).仿真
采用的机械臂系统动力学模型表述如下[28]:{

Dϕ̈+Bϕ̇+N sinϕ = τ,

Mτ̇ +Hτ = u+ 0.5 sinu−Kmϕ̇+∆(t),

(77)

其中: ϕ是机械臂角度; τ是电动机电枢电流; u表示控
制输入; ∆ = 0.2 sin t代表外部干扰. 详细的参数定
义与取值参见文献 [28],其中: D=1, B=1, N=

10, M= 0.05, H = 0.5, Km =10. 指令信号由以下
Van der Pol振荡器产生:

ẋd1 = xd2,

ẋd2 = −xd1 + η(1− x2
d1)xd2,

yd = xd1,

(78)

仿真中取 η = 0.2, [xd1 xd2]
T = [1.5 0.8]T. 根据模

型变换(2)–(18),令χ1 = ϕ, χ2 = χ̇1, χ3 = χ̇2,则系
统(77)可以改写为以下形式:

χ̇1 = χ2,

χ̇2 = χ3,

χ̇3 = H2(x̄2) +G2(x̄3, u
ϑ4)u+∆′(t),

y = χ1,

(79)

其中

H3(x̄3) =

[Kmχ2 −H(Dχ3 +Bχ2 +N sinχ1)]−
M(Bχ3 −Nχ2 cosχ1)]/(MD),

G3(x̄3, u
ϑ4) = (1 + 0.5 cos(uϑ4))/(MD),

∆′(t) = 0.2 sin t/(MD).

(80)

由此可知系统(79)满足假设1与假设2. 在控制器设计

过程中,需要获取变换模型(79)的状态估计值.根据引
理2可采用如下有限时间收敛的三阶微分器:

ς̇1 = ς2,

ς̇2 = ς3,

ς̇3 = 803[−20 tanh(ς1 − χ1)−
10 tanh

ς2
80

− 10 tanh
ς3
802

].

(81)

设计如下自适应神经网络预设性能控制器:

u = −zr − θ̂zr

2× 0.12
ψT(Z)ψ(Z)− δ̂ tanh

zr

0.2
,

(82)

其中: 转化误差z = ln[(ζ(t) + 1)/(1− ζ(t))]/2,标准
化误差ζ(t)=s(t)/ρ(t),误差面s(t)=4ê1(t)+0.4ê2(t)

+ 0.01ê2(t),自适应更新律设计为
˙̂
δ = zr tanh

zr

0.2
− 0.5δ̂,

˙̂
θ =

(zr)2

2× 0.12
ψT(Z)ψ(Z)− 0.5θ̂.

(83)

神经网络W ∗Tψ(Z)包含 9个单元,均匀分布在区间
[−12, 12]上,每个单元宽度为 2. δ̂(0) = 0, θ̂(0) = 0.
预设性能函数取为

ρ(t) = (10− 0.4) exp(−2t) + 0.4. (84)

图6–8为具体的仿真结果.图6(a)表明微分器能精
确地估计变换系统的状态χ1,图6(b)显示PPC的误差
面 s满足瞬态和稳态性能约束. 从图 7可以看出,与
ANC相比, PPC的实际跟踪轨迹具有更小的超调与稳
态误差. 图8和图9(a)表明系统状态和自适应参数均有
界. 从图9(b)可以看出,在控制初始阶段, ANC控制输
入的峰值较PPC大.由图10可知,新型微分器能有效
地估计状态χ1的二阶和三阶导数. 综上所述,本章所
设计自适应神经网络预设性能控制器能使闭环系统

所有信号半全局一致有界且跟踪误差满足预设性能.

图 6 微分器估计值与误差面

Fig. 6 The differentiator estimates and error manifolds
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图 7 参考指令、系统输出与实际跟踪误差

Fig. 7 The reference signal, outputs and actual tracking errors

图 8 系统状态

Fig. 8 The system states

图 9 自适应参数与控制输入

Fig. 9 The adaptive parameters and control inputs
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图 10 微分器估计值与系统状态

Fig. 10 The differentiator estimates and system states

5 结结结论论论

针对一类非仿射纯反馈系统,本文设计了一种自
适应神经网络预设性能控制器. 首先,基于非仿射函
数光滑的条件,将非仿射纯反馈系统变换为具有积分
链式结构的伪仿射系统.其次,利用有限时间收敛的
微分器对变换系统的状态进行估计.为便于设计控制
器,基于带性能约束的误差面构造了转化误差. 最后,
采用自适应神经网络技术对连续未知函数进行估计

并设计控制律.与纯反馈系统控制器设计中常采用的
反推技术相比,本章提出的控制器避免了复杂的反推
过程,控制器只需要一个神经网络估计器,降低了计
算复杂度.在控制器设计过程中考虑性能约束,使得
闭环系统的瞬态和稳态性能得到了保证. 快速的瞬态
收敛过程可能要求较大的控制输入响应速度,因此,
下一步将对考虑控制输入频率受限的预设性能控制

器进行研究.
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