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系系系统统统直直直和和和博博博弈弈弈模模模型型型下下下的的的合合合作作作演演演化化化
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摘要:演化博弈论是生物进化论与博弈论结合产生的理论,已成为研究合作演化行为的有力工具. 本文研究了基
于系统直和博弈模型下的合作演化行为.首先,利用复制者方程分析了双人双策略及三策略对称博弈的演化动力学
过程. 然后,以石头剪刀布模型和雪堆模型为基础,采用矩阵直和构建系统直和博弈模型,并将所构造的直和矩阵
转化为含参数的系统总支付矩阵. 随后,说明了这种方法可推广到n个博弈的情形. 最后,利用MATLAB对系统直和
博弈模型进行仿真模拟,从系统整体的角度分析合作演化. 仿真结果表明,混合之后的系统直和博弈较单一博弈而
言,合作策略的占比明显增加,且整个系统稳定性更好.这种合作演化机制呈现了全局互惠.
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Cooperative evolution under the direct sum game model
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Abstract: Evolutionary game theory is a theory produced by the combination of biological evolution theory and game
theory, which has become a powerful tool for the study of cooperative evolution behavior. This paper studies the cooperative
evolution behavior based on the direct sum game model. Firstly, based on replicator equation, the evolutionary dynamic
process of two-person two strategies and three strategies symmetric games is analyzed. Secondly, based on the rock-paper-
scissors model and snowdrift model, the direct sum game model is constructed by the direct sum of matrices, and the
corresponding matrix is transformed into the total payment matrix with parameters. Then a detailed analysis illustrates
this method can be extended to the case of n games. Finally, the direct sum game model is simulated by MATLAB, and
the evolution of cooperation is analyzed from a holistic perspective. The simulation results show that the direct sum game
has two characteristics: the proportion of cooperative strategy increases obviously and the stability of the whole system is
better. This evolution mechanism of cooperation presents global reciprocity.
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1 引引引言言言

演化博弈论是将生物进化论与经典博弈论结合产

生的理论,是博弈论中新的发展方向,其已经成为研
究合作演化行为的有力工具. 达尔文在《物种起源》
一书中提到: 动物的本能是趋利避害. 在博弈的过程
中,个体会为了最大化自身的利益而选择背叛策略.
从这个层面上讲,合作行为似乎是不可能存在的,然
而合作现象却处处可见,例如蝙蝠之间的喂食行为,

企业乃至国家的战略联盟等等. 这显然与达尔文的思
想之间存在矛盾,因此探究合作演化行为对目前世界
上很多现实问题都具有深刻的意义.

演化博弈论主要研究种群演化的动态过程,集中
分析演化稳定策略[1]和复制者动力学,这两个核心问
题分别描述了演化稳定状态及趋于稳定的收敛过程.
1973年, Smith和Price在“The Logic of Animal Con-
flict”中提出演化稳定策略,标志着演化博弈理论正
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式诞生. 复制者动力学是由Taylor和Jonker在1978年
提出的,他们给出了研究种群演化的复制者方程[2].
这两项工作为合作演化的研究提供了理论基础. 随后
学者们以演化博弈论为基础对合作演化行为做了大

量的研究.从合作机制上囊括了如下情形: 亲缘选
择[3]、直接互惠[4]、间接互惠[5]、空间互惠[6]、群组选

择[7]等等. 除此之外,文献[8]研究了共演化动力学对
合作演化的影响.文献[9]中建立了多人雪堆模型,对
多人合作的演化动力学进行了研究.文献[10]研究了
复杂系统中引入激励机制对合作演化行为的影响.研
究发现,正激励可以抑制负激励的负面影响,从而使
合作行为涌现.

近些年来,一种新兴的矩阵方法―矩阵半张量积,
广泛运用于博弈论研究中,已成为研究博弈控制论这
个交叉领域有力的工具[11]. 文献[12]指出利用半张量
积可将博弈论中一些重要的公式定理转化为代数形

式,从而得出一些有趣的结果.在这个代数框架下,文
献[13]研究了对称博弈的空间内部结构. 文献[14]给
出了模糊关系不等式具体的求解算法. 文献[15]将该
代数框架推广到具有破产机制的演化博弈,并研究其
演化动力学行为.文献[16]研究了一类具有短视最优
规则的网络演化博弈的动力学行为,并给出了构造博
弈代数方程的算法. 文献[17]给出了实现策略一致的
最小控制问题的充要条件.文献[18–19]分别讨论了竞
争扩散博弈的纳什均衡和动态演化博弈的策略优化

问题.文献[20–21]则分别给出了判断有序势博弈的算
法和Banzhaf值的等价代数形式. 文献[22]对矩阵半张
量积在有限博弈中的应用做了较系统的介绍,它本质
上与多值逻辑[23]类似. 这些结果表明,矩阵半张量积
在研究演化博弈的动力学以及策略优化问题等方面

有着重要的作用.

纵观之前的工作,大多数都是从局部的角度来研
究合作演化问题,仅仅考虑了一种博弈方式. 然而现
实世界纷繁复杂,各种事物之间紧密联系.每个个体
都会参与多种活动,并且在不同的活动中获得不同的
收益.个体在参加博弈时,在每种博弈下获得最大收
益时,整体收益可能并不是最优的. 参加博弈者不仅
仅只需要考虑在这一次活动中获得的收益,而是要从
整体来看个体自身所获得的总收益.这就要求从全局
的角度来研究合作演化问题.

本文讨论以石头剪刀布和雪堆模型为基础,采用
矩阵直和的形式构建系统直和博弈模型[24]. 此模型通
过引入参数,增加了相同博弈模型支付矩阵的多样化.
随后将其推广到了n个博弈方式,使模型的适应性更
广,更加具有现实意义.最后根据博弈过程,将直和矩
阵转化为含参数的系统总支付矩阵. 利用MATLAB对
系统直和博弈模型进行仿真模拟,从全局的角度即系
统整体对合作演化进行研究.

本文的难点在于将直和矩阵转化为含参数的系统

总支付矩阵. 在系统直和博弈模型的推广中,随着博
弈方式及策略数量的增加,系统总支付矩阵的参数及
维数均增加. 本文中系统总支付矩阵的维数代表种群
中个体类型的数目,维数增加即种群中个体类型增加,
从而增大了仿真模拟的难度,使模型的求解分析更为
复杂. 因此准确的确定系统总支付矩阵是本文的关键.

2 预预预备备备知知知识识识

1978年, Taylor和Jonker提出了复制者动力学的概
念,将动态演化过程与演化博弈论有效结合起来,进
一步丰富了演化博弈论的内涵. 复制者动力学是对种
群策略演化过程的宏观分析,是博弈论动力学的连续
确定方程. 复制者方程如下所示:

Ẋi = Xi(eiAXT −XAXT), (1)

其中: Xi为策略类型i的比例; A为支付矩阵; ei为第i

位是1、其余均为0的行向量; eiAXT为采用策略类型

i的总收益; XAXT为种群的平均收益.

2.1 基基基于于于双双双人人人双双双策策策略略略对对对称称称博博博弈弈弈的的的种种种群群群演演演化化化动动动力力力学学学

文献[25]基于群体结构和多人交互作用等影响因
素对种群的合作演化进行了深入的研究.本节首先以
双人双策略对称博弈为例,运用复制者方程研究种群
的演化动力学过程. 每个个体都有两种策略:合作策
略C和背叛策略D. 其中: 若双方都选择C时,二者收
益相同均为R;若有一方选择C而另一方选择D,则选
择C的收益为S,而选择D收益为T ;若双方都选择D

时,二者收益相同均为P . 双人双策略对称博弈的支
付单矩阵如表1所示.

表 1 双人双策略对称博弈的支付单矩阵
Table 1 Payment order matrix of two-person two

strategies symmetric game

C D

C R S

D T P

假设种群中选择C策略个体的比例为x,选择D策

略个体的比例为y. 此时X = [x y],因此利用复制者
方程得到下式:
ẋ=x[(1 0)

(
R S

T P

)(
x

y

)
−(x y)

(
R S

T P

)(
x

y

)
],

ẏ=y[(0 1)

(
R S

T P

)(
x

y

)
−(x y)

(
R S

T P

)(
x

y

)
].

(2)

结合实际,可知x+ y = 1. 由此减少变量,得到关
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于x的动力学微分方程,从而为研究不同参数下x的动

态演化过程提供了动力学依据.

ẋ = x(1− x)[(R+ P − S − T )x+ S − P ].

(3)

不同的参数代表了不同的博弈模型. 参数不同,动
力学特征不同,动态演化过程也不同.接下来为了进
一步分析在不同参数取值下策略选择均衡点的演化

过程,利用MATLAB进行仿真模拟,得到图1的4条演
化轨线,并进行相应的分析.

(a) R = 1, S = 0, T = 1.5, P = 0.5

(b) R = 1.5, S = 1, T = 2, P = 0

(c) R = 1.5, S = 0, T = 1, P = 0.5

(d) R = 1.5, S = 0.5, T = 1, P = 0

图 1 不同参数下X的动态演化图

Fig. 1 The dynamic evolution of X under different parameters

1) 给定参数R=1, S=0, T =1.5, P =0.5,满足
T >R>P >S,代表博弈模型为囚徒困境等. 图1(a)
展现了在不同初值下,演化轨线随着时间的推移向平
衡点x = 0趋近的过程,因此参数满足上述关系的演
化稳定策略为x∗ = 0,表示种群在演化的过程中,不
论初值的大小, D策略总是作为优势策略逐渐增加, C
策略逐渐减少,直至为0. 并且x的初值越大,减少的速
度越快.

2) 给定参数R=1.5, S=1, T =2, P =0,满足T

> R > S > P ,代表博弈模型为雪堆模型、鹰鸽模型
等. 图1(b)展现了在不同初值下,演化轨线随着时间的

推移从两头向平衡点x∗=
P − S

R+ P − S − T
=

2

3
趋近

的过程,因此参数满足上述关系的演化稳定策略为

x∗ =
P − S

R+ P − S − T
,表示种群在演化的过程中,若

初值x < x∗,则x不断增加,直至达到平衡点. 反之x

不断减少,直至达到平衡点. 并且初值与平衡点差距
越大,变化速度越快,最终的稳态是两种策略以一定
的比例共存.

3) 给定参数R=1.5, S=0, T =1, P =0.5,满足
R > T > P > S,代表博弈模型为猎鹿博弈、性别大
战等. 图1(c)展现了在不同初值下,演化轨线随着时间
的推移向两头x = 0, x = 1趋近的过程,因此参数满
足数量关系的演化稳定策略为x∗ = 0, x∗ = 1,表示
种群在演化的过程中,不同的初值会呈现出不同的演
化轨迹,在种群中占比更高的策略随着时间的推移会
变成优势策略,直至为1.

4) 给定参数R=1.5, S=0.5, T =1, P =0,满足
R > T > S > P . 图1(d)展现了在不同初值下,演化
轨线随着时间的推移向平衡点x = 1趋近的过程,因
此参数满足上述关系的演化稳定策略为x∗ = 1,表示
种群在演化的过程中,不论初值的大小, C策略总是作
为优势策略逐渐增加, D策略逐渐减少,直至为0. 并
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且x的初值越小,增加的速度越快.

2.2 基基基于于于双双双人人人三三三策策策略略略对对对称称称博博博弈弈弈的的的种种种群群群演演演化化化动动动力力力学学学

在研究种群演化动力学时,人们发现双人双策略
的博弈有时候并不能解释一些自然现象,例如斑点蜥
蜴循环捕食和大肠杆菌3种亚种循环竞争制约的现象.
在现实生活中,两个个体进行策略选择时,不仅仅包
含合作与背叛两种策略,还有的个体会选择消极合作
等中立态度.因此拓展现有的博弈模型具有现实意义.
Hauert等人[26–27]提出了拓展的囚徒困境模型,即在囚
徒困境中引入第3种策略E. 研究发现引入策略之后,
此时的优势策略不再是背叛策略,而是3种策略循环
占优,类似于常见的“石头剪刀布”博弈.“石头剪刀
布”博弈中呈现出来的循环占优现象是维持生物多样

性的重要机制.
下面以“石头剪刀布”博弈为例,研究双人三策略

对称博弈的演化动力学.研究方法与第2.1节相同.假
设选择C策略的比例为p,选择D策略的比例为q,选择
E策略的比例为r. 基于复制者方程可得下式:

ṗ = p[(1 0 0)B

p

q

r

− (p q r)B

p

q

r

],

q̇ = q[(0 1 0)B

p

q

r

− (p q r)B

p

q

r

],

ṙ = r[(0 0 1)B

p

q

r

− (p q r)B

p

q

r

],

(4)

其中B为石头剪刀布博弈的单一支付矩阵:

B =

 0 1 − 1

−1 0 1

1 − 1 0

 . (5)

由于p+ q + r = 1,由此减少变量,得到关于p, q
的动力学微分方程,从而为研究不同参数下p, q的动
态演化过程提供了动力学依据. 减少参数化简为{

ṗ = p(2q + p− 1),

q̇ = q(−2p− q + 1).
(6)

初值不同,动态演化过程也不同.接下来为了分析
在不同初值下策略选择均衡点的演化过程,本文利用
MATLAB进行仿真模拟,得到图2的4条演化曲线,发
现在不同的初值下,没有哪一种策略总是占据主导地
位, 3种策略是循环占优、互相制约的. 这种现象是维
持生物多样性的基础,从而使得整个系统更加稳定.
不仅如此,通过对比发现,在演化开始前, 3种策略的
选择概率越是接近,在演化过程中的波动越小. 由此
可知,在其他博弈模型可以引入更多的策略,从而更
好地解释合作行为的演化过程.

(a) p = 0.2, q = 0.4

(b) p = 0.3, q = 0.6

(c) p = 0.5, q = 0.2

(d) p = 0.2, q = 0.1

图 2 石头剪刀布博弈中X的动态演化图
Fig. 2 The dynamic evolution of X in rock-paper-scissors

game
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3 模模模型型型的的的建建建立立立与与与推推推广广广

博弈模型多种多样,反映了现实中不同类型个体
相互作用的多样性. 在现实生活中,每个个体都会参
加多个活动,即参加多种博弈.这就要求从全局的角
度来研究系统整体的收益,更好地为每次策略选择提
供依据,因此研究系统直和博弈模型有重要的意义.
接下来以石头剪刀布博弈模型和雪堆博弈模型为例,
首先构建单参数的支付矩阵,然后采用矩阵直和的形
式建立系统直和博弈模型.

3.1 构构构建建建单单单参参参数数数的的的支支支付付付矩矩矩阵阵阵

双策略博弈的单支付矩阵包含4个参数,三策略博
弈则包含9个参数,策略增加,参数也随之增加. 若基
于目前的支付矩阵来构建系统直和博弈模型,就会产
生太多参数,大大提高了分析的难度.因此需要构建
单参数支付矩阵便于分析.

Nowak和May在文献[28]中提出将收益矩阵进行
归一化的方法. 归一化是指将不同变化范围的值映射
到相同的固定范围中,选定的范围是[0, 1]或[−1, 1].
本文选定范围为[−1, 1]. 构建单参数的支付矩阵指通
过归一化的方法将原来含有多个参数的支付矩阵转

换为仅含一个参数. 这个参数代表背叛诱惑因子,取
值范围为[0, 1]. 单参数支付矩阵的构建原则是不改变
策略收益之间的数量关系,能够较好的表征模型的演
化行为,从而不影响实验结果.

1) 石头剪刀布博弈模型[29].

石头剪刀布博弈的单参数支付矩阵可以表示为

H1 =

 0 α −α

−α 0 α

α −α 0

 . (7)

在上式中,参数α ∈ [0, 1],表示在赢得博弈时获得
的收益.参数不同,支付矩阵不同,实现了在相同博弈
模型下支付矩阵的多样性,使其更有研究意义.通过
调整参数值,进一步深入研究演化过程的变化.

2) 雪堆博弈.

对于雪堆博弈,甲、乙两个人开车相向而行,途中
被一个雪堆挡住了回家的去路. 假设道路通畅后的收
益为b,铲雪需要付出的劳动量为c. 因此雪堆博弈的
收益矩阵可以表示为(

b− c/2 b− c

b 0

)
. (8)

将上面的收益矩阵进行归一化变换后,表示为

H2 =

(
1 1− θ

1 + θ 0

)
. (9)

在上式中,参数θ ∈ [0, 1]. 单参数支付矩阵满足雪
堆博弈模型中对应的大小关系: T > R > S > P . 其
中θ = c/(2b− c),是雪堆模型收益矩阵中唯一的参

数,代表了个体的付出和收益的比率.

3.2 建建建立立立系系系统统统直直直和和和博博博弈弈弈模模模型型型

现在考虑一个系统,假设每个个体参与两种博弈,
分别是石头剪刀布博弈和雪堆博弈.当系统中的个体
与其他个体之间进行博弈时,第1步选择博弈类型. 第
2步选择策略来进行第1步中选择的博弈类型.

在一个两两互相作用的博弈中,通过引入参数来
表示第1步中选择博弈方式的概率.假设每个个体选
择进行石头剪刀布博弈的概率为r1,选择进行雪堆博
弈的概率为r2,并且r1 + r2 = 1. 引入参数之后构建
系统直和博弈模型.

接下来通过矩阵直和的方法构建系统直和博弈模

型的直和矩阵. 直和矩阵如下所示:

H = H1 ⊕H2 =

(
H1 0

0 H2

)
=


0 α − α 0 0

−α 0 α 0 0

α − α 0 0 0

0 0 0 1 1− θ

0 0 0 1 + θ 0

 , (10)

其中: 直和矩阵实际上为分块矩阵,对角线分别为石
头剪刀布博弈和雪堆博弈的支付矩阵H1,H2,另一条
对角线为子矩阵0. 由于选择不同的博弈方式的个体
是不能进行相互作用的,因此在直和矩阵中用子矩阵
0来表示.

石头剪刀布博弈有3种可供选择的策略,分别是C

策略、D策略、E策略;雪堆博弈有两种策略,分别是c

策略、d策略.依据上述建立的系统直和博弈模型可
知,系统直和博弈模型中的个体共分为6种类型,分别
记为Cc, Cd, Dc, Dd, Ec, Ed. 其中: Cd是指这种
类型的个体在石头剪刀布博弈中采用C策略,在雪堆
博弈中采用d策略.其他5种类型的符号含义类似. 因
此这6种策略的总支付矩阵如下所示:

A = (A1 A2 A3), (11)

A1=



r2 r2(1− θ)

r2(1 + θ) 0

−r1α+ r2 − r1α+r2(1− θ)

−r1α+r2(1 + θ) − r1α

r1α+ r2 r1α+r2(1− θ)

r1α+r2(1 + θ) r1α


,

A2=



r1α+ r2 r1α+ r2(1− θ)

r1α+ r2(1 + θ) r1α

r2 r2(1− θ)

r2(1 + θ) 0

−r1α+ r2 − r1α+ r2(1− θ)

−r1α+ r2(1 + θ) − r1α


,
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A3=



−r1α+ r2 − r1α+ r2(1− θ)

−r1α+ r2(1 + θ) − r1α

r1α+ r2 r1α+ r2(1− θ)

r1α+ r2(1 + θ) r1α

r2 r2(1− θ)

r2(1 + θ) 0


.

6种类型的排列顺序直接影响总支付矩阵中每一
个位置所代表的实际含义.在本文中,采用的排列顺
序是先取定第1种博弈模型的第一种策略,然后分别
遍历第2种博弈模型的所有策略.遍历完成后,再取定
第1种博弈模型的第2种策略,依次进行. 因此6种类型
的排列顺序依次为Cc, Cd, Dc, Dd, Ec, Ed. 其中A1

矩阵中第1行第2列的含义是系统中Cc类型和Cd类型

的个体发生博弈时, Cc类型的个体获得的总收益.其
余的含义类似.

3.3 系系系统统统直直直和和和博博博弈弈弈模模模型型型的的的推推推广广广

本节基于上述模型的建立过程,为了使模型的适
用范围更广,现将系统直和博弈模型推广到n个博弈

方式,每种博弈方式包含的策略也是任意的.

定定定理理理 假设n个博弈方式的单参数支付矩阵分别

为H1,H2, · · · ,Hn,每种博弈方式包含的策略数目分
别为m1,m2, · · · ,mn,个体在选择博弈类型时的概率
分别为r1, r2, · · · , rn. 直和矩阵的维数为m,系统直
和博弈模型的总支付矩阵的维数为M . 系统直和博弈
模型的总支付矩阵记为AM×M :

AM×M = P1 + P2 + · · ·+ Pn, (12)

其中: Hi=hi
xy, x, y=1, 2,· · ·,mi, i=1, 2,· · ·, n; Pi

是分块矩阵,分块矩阵的块数为(
M

n∏
j=i

mj

)2,每块均为

Gi = gixy, x, y = 1, 2, · · · ,mi, i = 1, 2, · · · , n,

gixy = rih
i
xy, x, y = 1, 2, · · · ,mi, i = 1, 2, · · · , n是

方阵,维数用dim(gixy)来表示:

dim(gixy) =


n∏

j=i+1

mj, i < n,

1, i = n.
(13)

分析过程如下所示:

首先利用单参数支付矩阵构建系统直和博弈模型

的直和矩阵,如下所示:

H = H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hn =
H1 0 · · · 0

0 H2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · Hn

 , (14)

Hi =


hi
11 hi

12 · · · hi
1mi

hi
21 hi

22 · · · hi
2mi

...
...

...

hi
mi1

hi
mi2

· · · hi
mimi

 . (15)

接下来令直和矩阵的维数为m,系统直和博弈模
型的总支付矩阵的维数为M , m和M满足下式:{

m1 +m2 + · · ·+mn = m,

m1 ×m2 × · · · ×mn = M.
(16)

随后利用直和矩阵求出系统直和博弈模型的总支

付矩阵AM×M :

AM×M = P1 + P2 + · · ·+ Pn, (17)

其中Pi是分块矩阵,分块矩阵的块数为 (
M

n∏
j=i

mj

)2,

每块均为Gi. 设Gi中的元素为gixy,即Gi = gixy, x, y

= 1, 2, · · · ,mi. 其中gixy是方阵,维数用dim(gixy)来

表示.

Pi =


Gi Gi · · · Gi

Gi Gi · · · Gi

...
...

...
Gi Gi · · · Gi

 , (18)

Gi =


gi11 gi12 · · · gi1mi

gi21 gi22 · · · gi2mi

...
...

...
gimi1

gimi2
· · · gimimi

 , (19)

gixy =


rih

i
xy rih

i
xy · · · rih

i
xy

rih
i
xy rih

i
xy · · · rih

i
xy

...
...

...
rih

i
xy rih

i
xy · · · rih

i
xy

 , (20)

dim(gixy) =


n∏

j=i+1

mj, i < n,

1, i = n.
(21)

最后将总支付矩阵AM×M代入复制者方程中,得
到系统中不同类型个体的演化方程.

注注注 1 在系统直和博弈模型的推广中,总支付矩阵的维
数M即为种群中个体类型的数量. m1 ×m2 × · · · ×mn=M

代表种群中个体类型的数量为每种博弈方式的策略数量之

积.因此在第3.2节中,石头剪刀布博弈有3种策略,雪堆博弈
有两种策略,所以种群中有6种类型的个体.

注注注2 种群中个体类型的划分标准为在博弈方式中选

择的策略.在第3.2节中, Cd是指这种类型的个体在石头剪刀
布博弈中采用C策略,在雪堆博弈中采用d策略.先选雪堆博
弈,后选石头剪刀布博弈对结果没有影响,因此不需要考虑
选择博弈类型的顺序.
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4 模模模型型型的的的求求求解解解与与与分分分析析析

本节基于复制者方程给出系统直和博弈模型的总

支付矩阵的演化方程,如下所示:

Ẋi = Xi(eiAX
T −XAXT), (22)

式中: X = [x1 x2 x3 x4 x5 x6], x1, x2, x3, x4, x5,

x6分别表示6种类型Cc, Cd, Dc, Dd, Ec, Ed在系统
中所占的比例,并且满足x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6

= 1; A为上节得到的系统直和博弈模型的总支付矩
阵.

首先假定X=[0.2 0.2 0.2 0.2 0.1 0.1],分别表
示系统中Cc, Cd, Dc, Dd, Ec, Ed等6种类型个体的
初始比例为0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.1, 0.1. 其次对其他参数
α, θ, r1, r2设定不同的值,观察在不同的参数下不同
类型个体的演化过程,从而得出有意义的结论.图3是
运行时间步为1000的典型模拟结果.

(a) α = 1, θ = 0, r1 = 1, r2 = 0

(b) α = 0, θ = 1, r1 = 0, r2 = 1

图 3 不同参数下下X的动态演化

Fig. 3 The dynamic evolution of X under different parameters

图3(a)设定参数[α, θ]= [1, 0], [r1, r2]= [1, 0]. 实

际意义为所有个体均选择了石头剪刀布模型. 由图
3(a)可知: C, D, E三种策略循环占优,相互制约,与上
述石头剪刀布博弈的演化动力学研究的结论基本相

同.

图3(b)设定参数[α, θ]= [0, 1], [r1, r2]= [0, 1]. 实
际意义为所有个体均选择了雪堆模型. 由图3(b)可知:
Cd, Dd和Ed三种类型的个体逐渐增加并趋于稳定,
Cc, Dc, Ec则逐渐减少并趋于稳定,最终c策略和d策

略以一定的比例共存,且d策略的比例更高,与上述雪
堆博弈的演化动力学研究的结论基本相同.

通过图3可知,系统直和博弈模型同样适用于单一
博弈模型. 通过控制参数的值来实现系统直和博弈模
型单一化.

图4(a)设定参数[α, θ] =[0.3, 0.7], [r1, r2] =[0.5,

0.5],实际意义为选择两种模型的比例均为0.5,石头
剪刀布模型中赢得比赛的收益为0.3,雪堆博弈模型中
不下车获得的补偿为0.7. 图像表明波动幅度不大,并
且在运行1000步后与初始值大致相同.图4与图3相比
即混合之后的系统直和博弈较单一博弈相比,合作策
略的占比明显增加,且整个系统稳定性更好,更适于
生存. 很好地解释了合作行为广泛存在的现象.

图4(b)设定参数[α, θ] =[0.1, 0.9], [r1, r2] =[0.5,

0.5],实际意义为选择两种模型的比例均为0.5,石头
剪刀布模型中赢得比赛的收益为0.1,雪堆博弈模型中
不下车获得的补偿为0.9. 较图4(a)相比,该参数下各
种类型的个体的比例在运行1000步后变化较大, Cc,
Dc, Ec呈下降趋势,其余类型呈现上升趋势. 这种现
象表明在选择模型比例相同的情况下, θ占比较大,因
此第2种模型占据主导地位. 从整体来看,合作策略的
稳定性有所下降,更有利于背叛策略的演化. 由此可
知α和θ即支付矩阵的变化直接影响系统直和博弈模

型中的各个类型个体的演化过程.

(a) α = 0.3, θ = 0.7, r1 = 0.5, r2 = 0.5
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(b) α = 0.1, θ = 0.9, r1 = 0.5, r2 = 0.5

图 4 不同参数下下X的动态演化

Fig. 4 The dynamic evolution of X under different parameters

图5(a)设定参数[α, θ] =[0.1, 0.9], [r1, r2] =[0.9,

0.1],实际意义为选择石头剪刀布模型的比例为0.1,
选择雪堆模型的比例为0.9. 石头剪刀布模型中赢得比
赛的收益为0.9,雪堆博弈模型中不下车获得的补偿为
0.1. 较图4(b)相比,该参数下,各种类型的个体比例在
运行1000步后会有较小的变化. 由此可知r1, r2即选
择博弈方式的概率也会直接影响系统直和博弈模型

中的各个类型个体的演化过程.
图5(b)设定参数[α, θ] =[0.9, 0.1], [r1, r2] =[0.1,

0.9],实际意义为选择石头剪刀布模型的比例为0.9,
选择雪堆模型的比例为0.1. 石头剪刀布模型中赢得比
赛的收益为0.1,雪堆博弈模型中不下车获得的补偿为
0.9. 较图4(b)和图5(a)相比,该参数下,各种类型的个
体在运行1000步后与初始值大致相同.由此需要从全
局来看, α, θ为单参数支付矩阵中唯一的参数,实际意
义为背叛诱惑因子. r1, r2表示选择模型的概率.从全
局来看,选择模型的概率小,背叛诱惑因子大或者选
择模型的概率大,背叛诱惑因子小. 这两种情形下建
立的系统直和博弈模型同样能够有较强的稳定性,由
此可知α, θ, r1, r2共同影响演化过程.

(a) α = 0.1, θ = 0.9, r1 = 0.9, r1 = 0.1

(b) α = 0.9, θ = 0.1, r1 = 0.1, r1 = 0.9

图 5 不同参数下X的动态演化图

Fig. 5 The dynamic evolution of X under different parameters

图6参数为[α, θ] =[0.5, 0.5], [r1, r2] =[0.5, 0.5],
在参数一定的情况下,观察不同的初值下各个类型个
体的演化过程. 由图可知,当系统中有些类型初值为0,
其他类型的个体的变化曲线波动较大,甚至会导致有
些类型的个体减少至0,系统的稳定性就会下降. 因此
生物多样性更有利于系统的稳定.

(a) X = [0 0.1 0 0.2 0.3 0.4]

(b) X = [0.5 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1]
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(c) X = [0 0 0.2 0.4 0.2 0.2]

(d) X = [0.2 0.3 0.1 0.1 0.1 0.2]

图 6 不同初值下X的动态演化图

Fig. 6 The dynamic evolution of X under different initial

values

综上所述,直和博弈较单一博弈而言,合作策略的
占比明显增加,且整个系统稳定性更好.很好地解释
了合作行为广泛存在的现象.这表明在石头剪刀布博
弈中选择弱势策略造成的损失,可以在雪堆博弈中选
择不下车作为补偿,使得整体收益最佳.对某些个体
而言,在不同博弈中选择不同的策略会实现收益最大
化. 因此在研究博弈时,需从全局的角度去思考策略
的选择.这种合作演化机制称之为全局互惠. 这样很
好地解释了为什么有些策略在单一博弈中是劣势策

略,仍然会有个体选择.因为它们不仅考虑这一次博
弈中所获得的收益,而是从全局的角度去考虑. α, θ,
r1, r2共同影响系统直和博弈模型中的各个类型个体
的演化过程. 通过控制参数值,使整个系统更加稳定,
也可以通过调整参数值来研究单一博弈的演化过程.
不仅如此,通过研究不同初值下的演化过程可知,生
物多样性更有利于系统的稳定. 由此可见研究系统直

和博弈模型对合作演化的研究具有一定的意义.

5 总总总结结结

本文基于石头剪刀布模型和雪堆博弈模型,采用
矩阵直和的形式构建了系统直和博弈模型,并将其推
广到n个博弈方式. 给定初值利用MATLAB对系统直
和博弈模型进行仿真模拟,从全局的角度来研究合作
演化问题,得出全局互惠的合作演化机制,并且得
知α, θ, r1, r2等参数共同影响系统直和博弈模型中的
各个类型个体的演化过程. 对于参数具体对演化过程
的影响仍有待于我们今后进一步的研究.正如引言中
所述,矩阵半张量积在博弈中的应用已初见端倪,那
么如何借助矩阵半张量积的方法构造多个个体共同

博弈的系统直和博弈模型也是一个有意义的课题.
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