
第 39卷第 11期
2022年 11月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 39 No. 11
Nov. 2022

惯惯惯性性性忆忆忆阻阻阻神神神经经经网网网络络络固固固定定定时时时间间间抗抗抗干干干扰扰扰聚聚聚类类类同同同步步步控控控制制制

何海滨, 胡元发†, 郭志方, 刘小洋
(江苏师范大学计算机科学与技术学院,江苏徐州 221116)

摘要:本文研究了具有外部干扰的惯性忆阻神经网络固定时间聚类同步控制问题.通过设计一类经济型的固定
时间控制器,保证了耦合网络系统在固定时间内以较少的能量消耗实现聚类同步.为提高网络的普适性,文中神经
网络的激活函数为非连续函数. 基于Filippov解理论以及固定时间控制理论,获得了耦合网络的同步性判据,给出了
收敛时间的具体上界,验证了网络抗干扰能力. 最后,通过数值仿真说明了理论结果的有效性.
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Abstract: This paper investigates the fixed-time cluster synchronization problems of inertial memristive neural networks
(IMNNs) with disturbances. By designing an economical fixed-time controller, the cluster synchronization of the IMNNs
is guaranteed in a fixed time with less energy consumption. The discontinuous functions are chosen as the activations
to improve the universality of networks. Several sufficient conditions for the coupled network are obtained in the sense
of Filippov solution and fixed-time control theory. Meanwhile, the upper-bounds of settling times are obtained and the
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practicality of the theoretical results.
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1 引引引言言言

忆阻器作为连接磁通量和电荷的基本电路元件之

一,是蔡少棠在1971年首次提出,并由惠普实验室
在2008年成功制造[1]. 由于忆阻器具有记忆性、低功
耗、高密度和可扩展性等特点,其已广泛应用于非易
失性存储技术和神经形态计算机中. 近年来,忆阻神
经网络(memristive neural networks, MNNs)受到研究
人员的广泛关注,并取得了丰硕的研究成果[2–5]. 考虑
到电路中电感的影响,人们将惯性项引入神经网络的
研究中. 但是与传统的神经网络不同,惯性项导致神

经网络具有更复杂的动力学行为,也是非线性系统产
生分岔和混沌的关键.近年来,结合MNNs与惯性项的
各自优势,研究人员构造了惯性忆阻神经网络(inertial
memristive neural networks, IMNNs)并对其动力学行
为展开了研究[6–9].

同步作为网络系统最重要的动力学行为之一,按
照同步时间的不同可划分为无限时间同步与有限时

间同步.文献[6]设计了一类具有线性扩散项和不连续
项的控制器,基于Lyapunov稳定性理论和不等式
技巧,得到了IMNNs全局指数同步的充分性条件.文

收稿日期: 2021−08−29;录用日期: 2022−05−10.
† 通信作者. E-mail: hu yuan fa@163.com.
本文责任编委:裴海龙.
国家自然科学基金面上项目(62276119, 61877030),江苏省研究生科研与实践创新计划项目(KYCX21 2634),江苏师范大学研究生科研与实践创
新计划项目(2021XKT1395)资助.
Supported by the National Natural Science Foundation of China (62276119, 61877030), the Postgraduate Research & Practice Innovation Program of
Jiangsu Province (KYCX21 2634) and the Postgraduate Research & Practice Innovation Program of Jiangsu Normal University (2021XKT1395).



第 11期 何海滨等: 惯性忆阻神经网络固定时间抗干扰聚类同步控制 2169

献[7]在状态反馈控制器的基础上,提出了静态和动态
事件触发控制条件,减少了控制器的更新次数,降低
了IMNNs同步的控制成本. 然而,在实际工程中机器
的寿命往往是有限的,因此人们开始研究收敛速度更
快,抗干扰能力更强的有限时间同步.文献[8–9]基于
有限时间控制理论分别设计了采样控制器和时滞控

制器,确保了驱动响应系统的有限时间同步.随着研
究的深入,人们发现有限时间同步依赖于系统初始值,
当系统初值难以计算或不可测时,将无法得到有限时
间同步的收敛上界. 鉴于此, Polyakov提出了固定时
间同步,其收敛时间上界只与控制器参数有关而与初
值无关[10]. 文献[11]设计了4类固定时间反馈控制器,
实现了IMNNs的固定时间同步,并根据系统和控制器
参数估计了收敛时间上界. 文献[12]构造了固定时间
和有限时间的统一框架,通过调整参数得出了
IMNNs固定时间和有限时间同步的充分判据.

值得注意的是,上述关于IMNNs同步的研究成果
都是完全同步.在现实生活中,一些大型网络往往会
被划分为多个集群,每个集群具有各自的同步目标,
即每个集群内的节点同步,不同集群之间的节点不同
步,这通常称为聚类同步[13–15]. 文献[13–14]研究了牵
制控制下的复杂网络有限时间和固定时间聚类同步

问题.文献[15]基于微分包含和集值映射理论研究了
耦合模糊细胞神经网络有限时间聚类同步.目前,关
于IMNNs固定时间聚类同步的相关结果较少,这激发
了本文的研究动力.

此外,由于系统在运行过程中往往会受到不确定
因素的影响,而有限时间和固定时间控制具有一定的
抗干扰能力. 文献[16–17]提出了一个统一的理论框
架来研究具有外部干扰的复杂网络有限时间和固定

时间同步问题.但是目前关于IMNNs有限时间或固定
时间控制的研究,其激活函数大多为连续型,在实际
运用中存在一定的局限性,因此具有不连续激活函数
的神经网络获得了广泛的关注[15].

基于以上讨论,本文主要研究了具有外部干扰和
不连续激活函数的惯性忆阻神经网络固定时间聚类

同步问题.本文主要创新如下:

1)与完全同步[6–9, 11–12]不同,本文通过设计耦合
控制协议,研究了IMNNs的聚类行为,实现了IMNNs
的聚类同步;

2)与常见的固定时间控制协议[11–15]相比,本文设
计了一类经济型的固定时间控制器,利用更少的控制
项,保证了IMNNs以较少的控制消耗达到固定时间聚
类同步;

3)在文献[6–9]的基础上,本文将激活函数从连续
推广到不连续的情形,利用微分包含和集值映射理论
来处理不连续系统,并验证了系统的抗干扰能力.

2 模模模型型型描描描述述述与与与主主主要要要引引引理理理

本文考虑一类由N个节点耦合而成的具有不连续

激活函数与外部干扰的时滞惯性忆阻神经网络模型,
其第i个节点(i ∈ N = {1, 2, · · · , N})的动力学方程
表述如下:

d2xi(t)

dt2
= −ai

dxi(t)

dt
− bixi(t) +

n∑
h=1

cih(xi(t))fh(xh(t)) +

n∑
h=1

dih(xi(t))fh(xh(t− τ(t))) +

Ii +Wi(t) + Ui(t), (1)

其中: xi(t)是t时刻第i个节点的状态向量; ai, bi为正
常数; fh(·)是具有可数跳跃点的不连续激活函数;
τ(t)是时变时滞; Wi(t)是外部干扰,满足|Wi(t)|6Wi,
且Wi > 0; Ii是外部输入; Ui(t)是控制器; cih(xi(t))

和dih(xi(t))是网络中忆阻器的连接权重,满足

cih(xi(t)) =

{
ĉih, gi(xi(t)) 6 Ti,

c̆ih, gi(xi(t)) > Ti,
(2)

dih(xi(t)) =

{
d̂ih, gi(xi(t)) 6 Ti,

d̆ih, gi(xi(t)) > Ti,
(3)

其中: Ti > 0为切换边界; ĉih, c̆ih, d̂ih和d̆ih为已知常
数,且i, j ∈ N , gi(xi(t))为阈值函数.

本文考虑的复杂网络,其图为G = {V,E,A},其
中V表 示{1, · · · , N}的 顶 点 集, E表 示⟨i, j⟩ ∈ E

的边集,当且仅当顶点j到顶点i存在一条边. A =

(aij)N×N表示节点间的邻接矩阵,其中aij ̸= 0是节

点vi与vj连接边的权值.本文不考虑自环,即aij=0.
对于无向图,其邻接矩阵A是对称的,即aij=aji. 图
G的Laplacian矩阵定义为Γ =(γij)N×N ,其中当i=j

时,γij =
N∑
j=1

aij ;当i ̸= j时, γij = −aij .

为了研究聚类同步,假设网络中的节点集可以划
分为m个簇, {1, · · · , N} = C1∪C2∪ · · ·∪Cm,其中

C1 = {1, · · · , r1},
C2 = {r1 + 1, · · · , r2},

...
Ck = {rk−1 + 1, · · · , rk},

...
Cm = {rm−1 + 1, · · · , N}.

(4)

定定定义义义 1 [18] 若对称矩阵Γ ∈ RN×N满足

Γ =


Γ11 Γ12 . . . Γ1m

Γ21 Γ22 . . . Γ2m

...
...

...
Γn1 Γn2 . . . Γmm

 ,
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其中: Γuv = (γij)∈R(ru−ru−1)×(rv−rv−1)是零行和矩

阵,且
∑

j∈Cv

γij=0 (i∈Cu);同时,每一个对角块Γuu=

(γij) ∈ Rku−ku−1 (k ∈ {1, · · · ,m})满足γij >0 (i ̸=
j)及γij = −

∑
j∈Cv

γij ,则称其属于L类矩阵,记作Γ

∈ L.

定定定义义义 2 [13] 对于具有拓扑结构(4)的复杂网络,

若存在一个时间参数T > 0,使得i, j ∈ Ck, k = 1, 2,

· · · ,m时,有

lim
t→T

||xi(t)− xj(t)|| = 0,

且对任意t>T ,有xi(t)≡xj(t),而当i∈Ck1
, j∈Ck2

,

k1 ̸= k2时, xi(t) ̸= xj(t),则称该复杂网络达到固定

时间聚类同步.

假设簇Ck中的目标轨道si(t)为

d2si(t)

dt2
= −ai

dsi(t)

dt
− bisi(t) +

n∑
j=1

cih(si(t))fh(sh(t)) + Ii +

n∑
j=1

dih(si(t))fh(sh(t− τ(t))), (5)

且不同簇之间的目标轨道不同,即ski
(t) ̸=skj

(t), ki
̸= kj ∈ {1, · · · ,m}.

引入变量替换yi(t) =
dxi(t)

dt
+ ξixi(t)和zi(t) =

dsi(t)

dt
+ ξisi(t),则系统(1)和(5)分别更新为

dxi(t)

dt
=− ξixi(t) + yi(t),

dyi(t)

dt
=αixi(t) + βiyi(t)+

n∑
h=1

cih(xi(t))fh(xh(t))+

n∑
h=1

dih(xi(t))fh(xh(t− τ(t)))+

Ii +Wi(t) + Ui(t)

(6)

和 

dsi(t)

dt
=− ξisi(t) + zi(t),

dzi(t)

dt
=αisi(t) + βizi(t)+

n∑
h=1

cih(si(t))fh(sh(t)) + Ii+

n∑
h=1

dih(si(t))fh(sh(t− τ(t))),

(7)

其中: ξi为正常数, αi=−ξ2i + aiξi − bi, βi=ξi − ai.

定义系统的聚类同步误差为e1i(t)=xi(t)− si(t)

和e2i(t)=yi(t)− zi(t),则误差系统为



de1i(t)

dt
=− ξie1i(t) + e2i(t),

de2i(t)

dt
=αie1i(t) + βie2i(t)+

n∑
h=1

cih(xi(t))fh(xh(t))+

n∑
h=1

dih(xi(t))fh(xh(t− τ(t)))−
n∑

h=1

cih(si(t))fh(sh(t))−
n∑

h=1

dih(si(t))fh(sh(t− τ(t)))+

Wi(t) + Ui(t).

(8)

为确保不连续系统(8)解的存在性,根据Filippov正

则化[19],将系统(8)的Filippov解定义为满足以下微分

包含的形式:

de1i(t)

dt
=− ξie1i(t) + e2i(t),

de2i(t)

dt
⊆αie1i(t) + βie2i(t)+

n∑
h=1

cih(xi(t))K[Fh(xh(t))]−
n∑

h=1

cih(si(t))K[Fh(sh(t))]+

n∑
h=1

dih(xi(t))K[Fh(xh(t− τ(t)))]−
n∑

h=1

dih(si(t))K[Fh(sh(t− τ(t)))]+

Wi(t) + Ui(t).

(9)

根据可测选择定理[19],存在

f̃h(xh(t)) ∈ K[Fh(xh(t))],

f̃h(sh(t)) ∈ K[Fh(sh(t))],

f̃h(xh(t− τ(t))) ∈ K[Fh(xh(t− τ(t)))],

f̃h(sh(t− τ(t))) ∈ K[Fh(sh(t− τ(t)))].

使得

de1i(t)

dt
=− ξie1i(t) + e2i(t),

de2i(t)

dt
=αie1i(t) + βie2i(t)+

n∑
h=1

cih(xi(t))f̃h(xh(t))−
n∑

h=1

cih(si(t))f̃h(sh(t))+

n∑
h=1

dih(xi(t))f̃h(xh(t− τ(t)))−
n∑

h=1

dih(si(t))f̃h(sh(t− τ(t)))+

Wi(t) + Ui(t),

(10)
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该误差系统Filippov解的存在性可以根据Gronwall不

等式和Leray-Schauder选择定理得出(具体可参见文

献[20–22]).

假假假设设设 1 非连续激活函数fi(·)满足以下条件:

1. 存在正常数Mi,使得 |fi(z)| 6 Mi, ∀z ∈ R,

i ∈ N ;

2. 存在非负常数li和ϵi (i ∈ N )使得

sup |pi − qi| 6 li|x− y|+ ϵi, x, y ∈ R,

其中: pi∈K[fi(x)], qi∈K[fi(y)], K[fi]=[min{f−
i ,

f+
i }, max{f−

i , f
+
i }].

引引引理理理 1 [23] 对于系统ẋ(t)=f(x(t)),如果存在

一个连续、正定且径向无界的函数V (x(t)) :Rn→R,

使得其任意解x(t)满足不等式

d

dt
V (x(t)) 6{
λV (x(t))−µ1(V(x(t)))

p, 06V (x(t))<1,

λV (x(t))−µ2(V (x(t)))p, V (x(t))>1,

其中: p=θ+sgn(V (x(t))−1), λ<min{µ1, µ2}, µ1>

0, µ2 > 0, 1 6 θ < 2,则该系统是全局固定时间稳定

的,且收敛时间的上界表示为

T1=
1

λ(2− θ)
ln

µ1

µ1 − λ
+

1

θ(µ2 − λ)
, λ > 0,

T2=
1

µ1(2− θ)
+

1

µ2θ
, λ = 0,

T3=
1

λ(2− θ)
ln

µ1

µ1 − λ
+

1

λθ
ln

µ2

µ2 − λ
, λ < 0.

引引引理理理 2 [24] 若x1, x2, · · · , xn>0, 0 < p 6 1和

q > 1,则
n∑

i=1

xp
i > (

n∑
i=1

xi)
p,

n∑
i=1

xq
i > n1−q(

n∑
i=1

xi)
q.

3 主主主要要要结结结论论论

设计控制器Ui(t) = U1i(t) + U2i(t),其中:

U1i(t) = −ϕ1isgn(e2i(t))|e1i(t)| −

ϕ2ie2i(t)− ηisgn(e2i(t))−

ψisgn(e2i(t))|e1i(t− τ(t))|; (11)

U2i(t) = ρ
∑

j∈Ck

γijsig
p(e1j(t)− e1i(t)) +∑

k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije1j(t)) +

δ
∑

j∈Ck

γijsig
p(e2j(t)− e2i(t)) +∑

k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije2j(t)); (12)

ϕ1i, ϕ2i, ψi, ηi, ρ和 δ为控制器增益;函数 sigp(x) =

(sgn(x1)|x1|p sgn(x2)|x2|p · · · sgn(xn)|xn|p)T,其

中: p = θ + sgn(||e(t)||1 − 1), 1 6 θ < 2.

记 γ̄ij = γ
2
p

ij , γ̃ = max
i∈Ck,j∈Ck′ ,k ̸=k′

{|γij|},

Γ̄kk = (γ̄ij)(rk−rk−1)×(rk−rk−1),

r̄ = max
k=1,··· ,m

{N − (rk − rk−1)},

N̄ = n
m∑

k=1

(rk − rk−1)(rk − rk−1 − 1)

2
,

σ1 = γ̃pr̄, σ2 = γ̃pr̄(Nn)1−p,

ρ̄1 = 2
p
2 ρ(Nn)−1 min

k=1,··· ,m
(−λ2(Γ̄kk))

p
2 ,

ρ̄2 = 2
p
2 ρN̄1− p

2 (Nn)−1 min
k=1,··· ,m

(−λ2(Γ̄kk))
p
2 ,

δ̄1 = 2
p
2 δ(Nn)−1 min

k=1,··· ,m
(−λ2(Γ̄kk))

p
2 ,

δ̄2 = 2
p
2 δN̄1− p

2 (Nn)−1 min
k=1,··· ,m

(−λ2(Γ̄kk))
p
2 ,

π1 = min{ρ̄1 − σ1, δ̄1 − σ1},

π2 = min{ρ̄2 − σ2, δ̄2 − σ2},

c̄ih = max{ĉih, c̆ih}, cih = min{ĉih, c̆ih},

c̃ih = max{|ĉih|, |c̆ih|}, d̄ih = max{d̂ih, d̆ih},

dih = min{d̂ih, d̆ih}, d̃ih = max{|d̂ih|, |d̆ih|}.

定定定理理理 1 当网络拓扑的Laplacian矩阵Γ=(γij)N×N

∈L时,惯性忆阻神经网络(6)在控制器Ui(t)下,将会
达到固定时间聚类同步,如果π1 > 0, π2 > 0, λ <
min{π1, π2},并且对于任意的i∈N ,满足以下不等
式:

ψi >
n∑

h=1

lid̃ih, (13)

ηi > Θi, (14)

其中: λ = min
i∈N

{−ξi+ |αi|+
n∑

h=1

lic̃ih+ϕ1i, 1+βi+

ϕ2i}, Θi =
n∑

h=1

(c̃ihϵi+d̃ihϵi)+
n∑

h=1

(|c̄ih−cih|+|d̄ih−

dih|)Mh +Wi.

证 将式(10)的右端记为ζ(t),构造如下Lyapun-
ov泛函:

V (t) = ||e(t)||1 =
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

|e1i(t)|+
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

|e2i(t)|. (15)

沿误差系统(10)对V (t)关于时间t求集值李导数,
可得

LζV (t) =

[∂V (t)]T · F [ζ(t)] ⊆
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e1i(t))ė1i(t) +

m∑
k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))ė2i(t) =
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m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e1i(t))[−ξie1i(t)+e2i(t)]+

m∑
k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))[αie1i(t) +

βie2i(t) +
n∑

h=1

cih(xi(t))f̃h(xh(t)) +

n∑
h=1

dih(xi(t))f̃h(sh(t− τ(t)))−
n∑

h=1

cih(si(t))f̃h(sh(t))−
n∑

h=1

dih(si(t))f̃h(xh(t− τ(t))) +

Wi(t) + Ũi(t)]. (16)

其中

Ũi(t) = −ϕ1iSGN(e2i(t))|e1i(t)| − ϕ2ie2i(t)−
ψiSGN(e2i(t))|e1i(t− τ(t))| −
ηiSGN(e2i(t)) + ρ

∑
j∈Ck

γijsig
p(e1j(t)−

e1i(t)) +
∑
k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije1j(t)) +

δ
∑

j∈Ck

γijsig
p(e2j(t)− e2i(t)) +∑

k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije2j(t)), (17)

且集值函数SGN(x)定义为

SGN(x) =


− 1, x < 0,

[−1, 1], x = 0,

1, x > 0.

(18)

根据假设1可得
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))[
n∑

h=1

cih(xi(t))×

f̃h(xh(t))−
n∑

h=1

cih(si(t))f̃h(sh(t))]=

m∑
k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))[
n∑

h=1

cih(xi(t))×

[f̃h(xh(t))− f̃h(sh(t))] +
n∑

h=1

[cih(xi(t))−

cih(si(t))]f̃h(sh(t))] 6
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

[
n∑

h=1

lic̃ih|e1i(t)|+

n∑
h=1

c̃ihϵi +
n∑

h=1

|c̄ih − cih|Mh]. (19)

同理可得
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))[
n∑

h=1

dih(xi(t))×

f̃h(xh(t− τ(t)))−
n∑

h=1

dih(si(t))×

f̃h(sh(t− τ(t)))] 6

m∑
k=1

rk∑
i=rk−1+1

[
n∑

h=1

lid̃ih|e1i(t− τ(t))|+

n∑
h=1

d̃ihϵi +
n∑

h=1

|d̄ih − dih|Mh]. (20)

另一方面,可以得到
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e1i(t))Ũi(t) 6

m∑
k=1

rk∑
i=rk−1+1

ϕ1i|e1i(t)|+

m∑
k=1

rk∑
i=rk−1+1

ϕ2i|e2i(t)|+
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

ηi +

m∑
k=1

rk∑
i=rk−1+1

ψi|e1i(t− τ(t))|+

ρ
m∑

k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
j∈Ck

γijsig
p(e1j(t)− e1i(t)) +

m∑
k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije1j(t)) +

δ
m∑

k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
j∈Ck

γijsig
p(e2j(t)− e2i(t)) +

m∑
k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije2j(t)). (21)

结合式(16)–(21),并根据条件(13)–(14),计算可得

LζV (t) 6
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

(−ξi+|αi|+
n∑

h=1

lic̃ih+ϕ1i)|e1i(t)|+
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

(1 + βi + ϕ2i)|e2i(t)|+
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

(
n∑

h=1

lid̃ih + ψi)|e1i(t− τ(t))|+
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

[
n∑

j=1

(|c̄ih−cih|+ |d̄ih − dih|)Mh +

n∑
h=1

c̃ihϵi +
n∑

h=1

d̃ihϵi +Wi + ηi] +

ρ
m∑

k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
j∈Ck

γijsig
p(e1j(t)− e1i(t)) +

m∑
k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije1j(t)) +

δ
m∑

k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×
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j∈Ck

γijsig
p(e2j(t)− e2i(t)) +

m∑
k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije2j(t)) 6

λV (t) + ω1(t) + ω2(t), (22)

其中

ω1(t) =
m∑

k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×

[ρ
∑

j∈Ck

γijsig
p(e1j(t)− e1i(t))+∑

k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije1j(t))],

ω2(t) =
m∑

k=1

∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×

[δ
∑

j∈Ck

γijsig
p(e2j(t)− e2i(t))+∑

k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije2j(t))].

(23)

根据引理2,对式(22)进行讨论.

情情情形形形 1 当0 6 V (t) < 1, 0 6 ||e(t)||1 < 1,且p

= θ + (||e(t)||1 − 1) = θ − 1 < 1时,可得

ρ
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
j∈Ck

γijsig
p(e1j(t)− e1i(t)) =

ρ

2

m∑
k=1

∑
i,j∈Ck

γij(SGN(e2i(t))−

SGN(e2j(t)))
Tsigp(e1j(t)− e1i(t)) 6

−ρ
n∑

l=1

m∑
k=1

∑
i,j∈Ck

γij|el1j(t)− el1i(t)|p 6

−ρ[
n∑

l=1

m∑
k=1

∑
i,j∈Ck

γ2/p
ij |el1j(t)− el1i(t)|2]p/2 =

−ρ[
m∑

k=1

ET
k (t)[(−2Γ̄kk)⊗ I]Ek(t)]

p/2 6

−ρ[2
m∑

k=1

λ2(−Γ̄kk)E
T
k (t)Ek(t))]

p/2 6

−ρ[2 min
k=1,··· ,m

(−λ2(Γ̄kk))(
m∑

k=1

∑
i∈Ck

e21i(t))]
p/2 6

−2p/2ρ(Nn)−1 min
k=1,··· ,m

(−λ2(Γ̄kk))
p/2 ×

[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

e1i(t)]
p =

−ρ̄1[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p. (24)

并且,
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije1j(t)) 6

n∑
l=1

m∑
k=1

∑
k′ ̸=k

rk∑
i=rk−1+1

|SGN(el2i(t))| ×

|
∑

j∈Ck′

γije
l
1j(t)|p 6

γ̃p
n∑

l=1

m∑
k=1

∑
k′ ̸=k

∑
i∈Ck

∑
j∈Ck′

|el1j(t)|p =

γ̃p
n∑

l=1

m∑
k=1

∑
i∈Ck

|el1i(t)|p[N − (rk − rk−1)] 6

γ̃p max
k=1,··· ,m

[N − (rk − rk−1)]×
m∑

k=1

∑
i∈Ck

n∑
l=1

|el1i(t)|p 6

γ̃pr̄
m∑

k=1

∑
i∈Ck

n∑
l=1

|el1i(t)|p 6

σ1[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p. (25)

将式(24)与式(25)结合,可得

ω1(t) 6 −ρ̄1[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p +

σ1[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p. (26)

同理可得

ω2(t) 6 −δ̄1[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e2i(t)|]p +

σ1[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e2i(t)|]p. (27)

综上可得

ω1(t) + ω2(t) 6

−(ρ̄1 − σ1)[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p −

(δ̄1 − σ1)[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e2i(t)|]p 6

−π1V
p(t). (28)

情情情形形形 2 当V (t) > 1, ||e(t)||1 > 1且

p = θ + sgn(||e(t)||1 − 1) > γ > 1,

可得

ρ
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
j∈Ck

γijsig
p(e1j(t)− e1i(t)) =

ρ

2

m∑
k=1

∑
i,j∈Ck

γij(SGN(e2i(t))−

SGN(e2j(t)))
Tsigp(e1j(t)− e1i(t)) 6

−ρ
n∑

l=1

m∑
k=1

∑
i,j∈Ck

γij|el1j(t)− el1i(t)|p 6

−ρN̄1−p/2[
n∑

l=1

m∑
k=1

∑
i,j∈Ck

γ2/p
ij |el1j(t)− el1i(t)|2]p/2 =
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−ρN̄1−p/2[
m∑

k=1

ET(t)[(−2Γ̄kk)⊗ I]E(t)]p/2 6

−ρN̄1−p/2[2
m∑

k=1

λ2(−Γ̄kk)E
T(t)E(t)]p/2 6

−ρN̄1−p/2[2 min
k=1,··· ,m

(−λ2(Γ̄kk))×

(
m∑

k=1

∑
i∈Ck

e21i(t))]
p/2 6

−2p/2ρN̄ 1−p/2(Nn)−1 min
k=1,··· ,m

(−λ2(Γkk))
p/2 ×

[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

e1i(t)]
p = −ρ̄2[

m∑
k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p. (29)

并且,
m∑

k=1

rk∑
i=rk−1+1

SGNT(e2i(t))×∑
k′ ̸=k

sigp(
∑

j∈Ck′

γije1j(t)) 6

n∑
l=1

m∑
k=1

∑
k′ ̸=k

rk∑
i=rk−1+1

|SGN(el2i(t))| ×

|
∑

j∈Ck′

γije
l
1j(t)|p 6

γ̃p
n∑

l=1

m∑
k=1

∑
k′ ̸=k

∑
i∈Ck

∑
j∈Ck′

|el1j(t)|p =

γ̃p
n∑

l=1

m∑
k=1

∑
i∈Ck

|el1i(t)|p[N − (rk − rk−1)] 6

γ̃p max
k=1,··· ,m

[N − (rk − rk−1)]×
m∑

k=1

∑
i∈Ck

n∑
l=1

|el1i(t)|p 6

γ̃pr̄
m∑

k=1

∑
i∈Ck

n∑
l=1

|el1i(t)|p 6

γ̃pr̄(Nn)1−p[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

n∑
l=1

|el1i(t)|]p 6

σ2[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p. (30)

与情形1类似,可得

ω1(t) + ω2(t) 6

−ρ̄2[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p+ σ2[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p−

δ̄2[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e2i(t)|]p + σ2[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e2i(t)|]p 6

−(ρ̄2 − σ2)[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e1i(t)|]p −

(δ̄2 − σ2)[
m∑

k=1

∑
i∈Ck

|e2i(t)|]p 6

−π2V
p(t). (31)

综上所述,可得

LζV (t) 6{
λV (t)− π1V (t)θ+sgn(V (t)−1), 0 6 V (t) < 1,

λV (t)− π2V (t)θ+sgn(V (t)−1), V (t) > 1.

基于引理1,可得惯性忆阻神经网络(6)–(7)将实现
固定时间聚类同步,相应的时间上界如下:

T1=
1

λ(2− θ)
ln

π1

π1 − λ
+

1

θ(π2 − λ)
, λ > 0,

T2=
1

π1(2− θ)
+

1

π2θ
, λ = 0,

T3=
1

λ(2− θ)
ln

π1

π1 − λ
+

1

λθ
ln

π2

π2 − λ
, λ < 0.

证毕.

注注注 1 近年来,关于IMNNs固定时间同步的研究越来

越多[11–12],其中大部分使用的固定时间引理为V̇ (x(t))6−a

×V p(x(t))−bV q(x(t))(0<p<1, q>1). 因此,控制器通常包

括sgn(e1(t))(|ep1|+|ep2|), sgn(e2(t))(|e
q
1|+|eq2|)两项,分别在

同步误差|ei(t)|小于1和大于1时起作用. 由于这两项的控制

过程会发生重叠,从而导致部分能源浪费. 文献[23]将两项指

数融合为θ+sgn(V(x(t))−1)(1<θ<2). 通过判断V (t)>1和0

<V(t)<1的两种情况进行智能切换,从而实现固定时间同步.

受此启发,本文设计了这类经济型固定时间聚类控制器Ui(t),

在文献[13]的基础上进一步降低了固定时间聚类控制成本.

注注注 2 考虑到群体间的差异性,本文研究了IMNNs的

聚类同步,即同一集群中的节点可以实现完全同步,而不同集

群的节点将不会发生同步.当网络中所有节点都位于同一个

集群时,本文的聚类同步将退化为完全同步[6–9, 11–12].

注注注 3 目前大部分关于IMNNs同步研究的结果都是基

于连续的激活函数,而在实际工程中不连续激活函数是普遍

存在的. 因此,本文利用微分包含和集值映射理论研究了非

连续的网络系统.此外,定理1以及接下来的数值仿真也验证

了固定时间控制是处理外部干扰的有效工具,其可以提高神

经网络的鲁棒性,增强系统的实用价值.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

为验证本文所提出方法的有效性,给出如下仿真.

考虑由5个一维神经元组成的惯性忆阻神经网
络(6),将其划分为两个簇C1={1, 2}和C2={3, 4, 5}.
相应的耦合矩阵为

Γ =

[
Γ11 Γ12

Γ21 Γ22

]
, Γ11 =

[
1 −1

1 −1

]
, Γ21 = ΓT

12,

Γ12=

[
−0.1 0.3 − 0.2

0.1 − 0.3 0.2

]
, Γ22=

−2 1 1

1−2 1

1 1−2

.
激活函数fh(xi(t))= 0.05×(sgn(xi(t)) + 0.5),模型
参数ai=3, bi=1, ξi=2, αi=1, βi= −1,时滞τ=3×
cos(xi(t)),输入 Ii=0,外部干扰Wi(t)=sin(xi(t)),
假设1中Mi = 0.1, li = 0.1,忆阻权重如下:

c1i =

{
0.4, |xi(t)| 6 0.05,

0.5, |xi(t)| > 0.05,
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d1i =

{
0.6, |xi(t)| 6 0.05,

0.8, |xi(t)| > 0.05.

选取初值为x1(0) = 0.8, x2(0) = 1.5, x3(0) = −1.5,
x4(0) = −1, x5(0) = 0.4和y1(0) = 0.8, y2(0) =

1.5, y3(0) = −1.5, y4(0) = −1, y5(0) = 0.4. 目标系
统(7)的初值为s1(0) = 0.5, s2(0) = −0.5和z1(0) =

0.5, z2(0) = −0.5. 选择控制器参数为ψi = 0.1, ηi =
1.5, ρ = 8, δ = 8, θ = 1.5.

当参数ϕ1i = 2, ϕ2i = 2时, λ > 0,惯性忆阻神经
网络(6)将在固定时间T1 = 5.48内聚类同步到目标轨

道(7),系统状态轨迹如图1–2所示. 当ϕ1i = 1, ϕ2i =

0时, λ = 0,从图3–4可以看出,系统(6)的状态xi(t)和

yi(t)均能够在T2 = 4.25内同步到目标状态si(t)和

zi(t). 图5–6为当ϕ1i=0, ϕ2i=0, λ < 0时系统(6)–(7)
的状态轨迹,收敛时间为T3=3.63.
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图 1 系统(6)的xi(t)与目标系统(7)的si(t)的运动轨迹

(λ > 0时)
Fig. 1 Trajectories of xi(t) for system (6) and si(t) for target

system (7) (λ > 0)
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图 2 系统(6)的yi(t)与目标系统(7)的zi(t)的运动轨迹

(λ > 0时)
Fig. 2 Trajectories of yi(t) for system (6) and zi(t) for target

system (7) (λ > 0)
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图 3 系统(6)的xi(t)与目标系统(7)的si(t)的运动轨迹
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Fig. 3 Trajectories of xi(t) for system (6) and si(t) for target

system (7) (λ = 0)
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5 结结结论论论

本文对一类具有外部干扰的惯性忆阻神经网络固

定时间聚类同步问题进行了研究.利用较少的控制项,
设计了经济型抗干扰聚类同步控制器,降低了网络的
能量消耗.通过构造合适的Lyapunov泛函,获得IMN-
Ns固定时间聚类同步的充分判据. 此外,利用微分包
含和集值映射理论,成功地将网络激活函数推广至不
连续情形,增强了网络实际的应用范围.最后通过仿
真算例验证了本文理论结果的有效性.

在未来的工作中,将考虑二分同步问题,并结合不
同控制策略,如牵制控制、间歇控制或脉冲控制进行
研究.目前,复值神经网络和四元数神经网络也是值
得深入探索的领域 [25].
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