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摘要:为了估计系统的状态并补偿输出时滞,本文提出一种新颖的观测器设计方法应用在常微分方程(ODE)-热
方程级联系统中. 不同于传统观测器的设计方法,该方法的核心思想是将大时滞划分为若干段小时滞,再设计一串
级联的子观测器逐步地估计系统的状态. 这种方法的优势在于对于大时滞仍有效. 本文通过backstepping-like方法
实现了原系统与目标系统的等价变换,结合Lyapunov-Krasovskii方法和线性矩阵不等式理论,得到了误差系统指数
稳定的结果.最后,通过仿真实例验证了级联观测器的有效性.
关键词: 偏微分方程与常微分方程(PDE-ODE)级联系统;级联观测器;稳定性; backstepping-like方法
引用格式: 张静,康文. 带有大输出时滞的ODE–热方程级联系统的观测器设计.控制理论与应用, 2023, 40(8):

1417 – 1425
DOI: 10.7641/CTA.2022.10908

Observer design for a cascaded ODE-Heat system with
a large output delay

ZHANG Jing1, KANG Wen2,3†

(1. School of Automation and Electrical Engineering, University of Science and Technology Beijing, Beijing 100083, China;
2. School of Mathematics and Statistics, Beijing Institute of Technology, Beijing 100081, China;

3. Key Laboratory of Mathematical Theory and Computation in Information Security,
Beijing Institute of Technology, Beijing 102488, China)

Abstract: This paper provides a novel observer design for a cascaded ordinary differential equation (ODE)-heat system
to estimate the state of the system and compensate the output delay. Different from the traditional observer schemes, the
core idea of this method is to divide the large delay into small pieces and a chain of cascaded sub-observers is designed
to achieve the state estimation sequentially. The advantage of this approach is that the large delay can be compensated.
For stability analysis, the backstepping-like method is employed to transform the original system into an equivalent target
system. By the Lyapunov-Krasovskii method and the linear matrix inequality theory, the exponential stability analysis of
the error system is established. Finally, a numerical simulation is presented to demonstrate the effectiveness of the proposed
method.
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1 引引引言言言

事物的变化规律常用常微分方程(ordinary differe-
ntial equation, ODE)来描述,而现实生活中的许多物
理、化学、生物等现象用偏微分方程(partial differenti-
al equation, PDE)来描述才更加符合实际情况,比如热
方程、波动方程、Euler-Bernoulli方程、Schrödinger方
程、Maxwell方程等. 分布参数系统具有十分广泛的

工程背景,在航空、航天、化工、生态、人口、金融等
领域有着巨大的应用价值.由于实际生活中的很多现
象并不是单一存在的,因此可以通过级联系统来描述
更为复杂的耦合问题,比如电磁耦合、化学反应等. 由
于迫切的工程需要, PDE-PDE, PDE-ODE, ODE-ODE
级联系统的控制问题一直受到学者们的关注[1–5],因
此对级联系统的进一步探索是十分必要的,具有十分

收稿日期: 2021−09−25;录用日期: 2022−04−14.
† 通信作者. E-mail: kangwen@amss.ac.cn.
本文责任编委:郭宝珠.
国家自然科学基金面上项目(62273046),广东省基础与应用基础研究基金面上项目(2022A1515010039),北京理工大学青年教师学术启动计划项
目(3170012222207)资助.
Supported by the National Natural Science Foundation of China (62273046), the Guangdong Basic and Applied Basic Research (2022A1515010039)
and the Beijing Institute of Technology Research Fund Program for Young Scholars (3170012222207).



1418 控 制 理 论 与 应 用 第 40卷

重要的实际意义.

近年来, PDE系统的边界控制问题是控制领域的
热点问题.文献[6]首次将 backstepping方法应用到
PDE系统的边界控制中. Backstepping方法的精妙之
处在于通过设计变换极大地减少了计算量,降低了求
解难度,实现了PDE系统的Lyapunov稳定. 正因如此,
学者们将backstepping方法运用到不同的PDE控制系
统中,如Euler-Bernoulli方程[7]、Korteweg-de Vries方
程[8]、波方程[9]等,取得了非常多的研究成果.研究者
们还将backstepping方法与多种多样的控制设计方法
相结合,将其推广到了级联系统中,如PDE-ODE级联
系统的滑模控制设计[10]、事件触发控制设计[11]、自

适应控制设计[12]、鲁棒控制设计[13]等. 上述文献所提
到的backstepping变换依赖于Volterra积分变换,在此
基础上发展而来的backstepping-like变换也被运用到
控制系统中(见文献[14]). 两种变换方法类似,但是后
者不含有积分项,为系统的稳定性分析带来了便利.

随着数字和通信技术的快速发展,时滞在现实生
活中不可避免,尤其在工程系统中普遍存在,如道路
交通系统、远程手术、金属冶炼、通信网络控制等. 无
论时滞存在于控制输入、系统状态还是输出信号中,
它都有可能带来不稳定因素,因此对于时滞系统的研
究具有十分重要的理论和应用价值(见文献[15–18]).
为了补偿时滞,文献[19]提出了预测控制器的设计.在
此基础上,文献 [20]结合了backstepping方法,将带
有输入时滞的ODE或PDE系统转换为ODE-PDE或
PDE-PDE级联系统的边界控制问题,并为之设计了预
测控制器和相应的观测器. 上述方法的局限性在于当
时滞较大时传统的观测器可能会失效. 因此,为了进
一步突破时滞长度的限制,研究者们将文献[21]中级
联观测器的设计方法应用到带有输出时滞(见文献
[22–23])和输入时滞(见文献[24–25])的系统中. 这种
方法的主要思路是将大时滞划分为若干段小时滞,设
计一串级联的子观测器逐步完成对系统状态的估计.
级联观测器的设计方法在不同的控制系统中得到了

推广,如非线性二维双曲方程[26]、网络控制系统[27]、

PDE-ODE级联系统[14] 等. 但对ODE–热方程级联系
统的观测器设计尚未研究,至今仍是难点问题.本文
的主要贡献在于:

1) 对ODE–热方程级联系统,有效地补偿了输出
时滞;

2) 由于直接分析误差系统的稳定性较为困难,本
文将backstepping-like方法与级联观测器的设计相结
合,得到了误差系统稳定的条件;

3) ODE–热方程级联系统的观测器设计问题转换
为一个线性矩阵不等式的求解问题,比较容易实现和
验证.

本文的其他章节内容如下: 第2部分是问题描述;
第3部分进行了级联观测器的设计;第4部分分析了误
差系统的稳定性;第5部分给出了一个仿真实例来验
证理论结果;最后,第6部分是本文的结论和未来的研
究方向.

2 问问问题题题描描描述述述

2.1 符符符号号号说说说明明明

在本文中, Rn表示n维欧式空间,其相应的范数
用| · |表示. 任一矩阵P > 0是对称且正定的. 符号∗
表示矩阵中的对称块. 对于平方可积函数z(x),其在
空间L2(0, l)上的范数表示为

∥z∥2L2(0,l) =
w l

0
|z(x)|2 dx.

Sobolev空间

H1(0, l),
{
z ∈ L2(0, l), z′ ∈ L2(0, l)

}
,

其相应的范数表示为

∥z∥2H1(0,l) = ∥z∥2L2(0,l) + ∥z′∥2L2(0,l).

Ci(E,F )表示从集合E映射到集合F的函数的集合,
上标i表示函数i阶连续可微.对于函数z(x, t),下标x

和t表示偏导数,如zx =
∂z

∂x
, zt =

∂z

∂t
, zxx =

∂2z

∂x2
.

2.2 重重重要要要引引引理理理

引引引理理理 1 (Jensen不等式[18]) 对于任意的对称正定

矩阵R∈Rn×n、常数τ >0和向量函数ξ(x) : [0, h] →
Rn有下面的不等式成立:w τ

0
ξT(s)Rξ(s)ds > 1

τ
(
w τ

0
ξ(s)ds)TR(

w τ

0
ξ(s)ds).

引引引理理理 2 (Wirtinger不等式[28]) 设标量函数 ξ(x)

绝对连续,且ξ(x) ∈ H1(la, lb).

如果ξ(la) = 0或ξ(lb) = 0,那么以下不等式成立:

∥ξ∥2L2(la,lb)
6 4(lb − la)

2

π2

∥∥∥∂ξ
∂x

∥∥∥2

L2(la,lb)
.

如果ξ(la) = ξ(lb) = 0,那么有以下不等式成立:

∥ξ∥2L2(la,lb)
6 (lb − la)

2

π2

∥∥∥∂ξ
∂x

∥∥∥2

L2(la,lb)
.

2.3 系系系统统统描描描述述述

考虑如下所示的ODE–热方程级联系统:

Ẋ(t) = AX(t) +Bu(t),

zt(x, t) = γzxx(x, t) + f(x, u(t)),

zx(0, t) = 0,

z(1, t) = CX(t),

X(0) = X0, z(x, 0) = z0(x),

(1)

其中: x ∈ (0, 1), A ∈ Rn×n为幂零矩阵, B ∈ Rn×m,
C ∈ R1×n. γ > 0表示粘度系数. u(t) ∈ Rm表示输入

信号. X(t) ∈ Rn为常微分方程的状态变量, z(x, t)
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∈ R为热方程的状态变量. f(x, u(t))是一类满足

C1([0, 1]×Rm;R)的函数,且满足Lipschitz条件|f(x1,

u(t))− f(x2, u(t))| 6 α|x1 − x2|,其中α为Lipschitz

常数.

假假假设设设 1 假设(A,C)是可观测的,并且输出信号

可测

y(t) =

{
z(0, t− r), t > r,

0, t < r,
(2)

其中r > 0表示输出时滞.

本文的目标是: 当系统的输出时滞r较大时，设计

有效的观测器来估计系统的状态,并补偿时滞.

3 级级级联联联观观观测测测器器器设设设计计计

为了处理输出时滞r较大的问题,本文将级联观测

器的设计运用到系统(1)中. 这种新颖的观测器的设计

方法将时滞r分成M段,通过设计M个级联观测器,

逐步估计系统的状态并补偿时滞.

3.1 级级级联联联系系系统统统符符符号号号说说说明明明

首先,为了方便表达,定义下列标记:

X0(t) = X(t− r), (3a)

Xj(t) = X(t+
j

M
r − r), (3b)

z0(x, t) = z(x, t− r), (3c)

zj(x, t) = z(x, t+
j

M
r − r), (3d)

u0(t) = u(t− r), (3e)

uj(t) = u(t+
j

M
r − r), (3f)

其中j = 1, 2, · · · ,M .

于是,根据以上定义得到下面的关系:

Xj−1(t) = Xj(t− r

M
), (4a)

zj−1(x, t) = zj(x, t− r

M
). (4b)

进一步,得到系统[Xj(t) zj(x, t)]的表达形式
Ẋj(t) = AXj(t) +Buj(t),

zjt (x, t) = γzjxx(x, t) + f(x, uj(t)),

zjx(0, t) = 0,

zj(1, t) = CXj(t),

(5)

其中j = 1, · · · ,M .

通过上面的处理,原系统(1)被表达成了等价的M

个级联的ODE-PDE系统.

3.2 Backstepping-like变变变换换换

受到文献[14][29]的启发,为了后续系统的稳定性

分析,引入如下backstepping-like变换:

wj(x, t) = zj(x, t)− CN(x)N−1(1)Xj(t), (6)

其中核函数N(x) ∈ Rn×n满足

d2N

dx2
(x) = γ−1N(x)A,

dN

dx
(0) = 0,

N(0) = I.

(7)

由上式发现核函数N(x)满足下面的性质[29]:

1) N(x) = I + γ−1
∞∑
k=1

x2k

2k!
Ak,

2) N(x)A = AN(x),

3) N−1(x)A = AN−1(x),

4) N(x)
def
= [I 0]eκ

[
I

0

]
∈Rn×n, ∀x ∈ R,

其中κ =

[
0 γ−1A

I 0

]
x.

由变换(6)可知,矩阵N(1)需满足可逆的条件.根
据文献[29],只有当A为幂零矩阵,即An=0时, N(1)

可逆成立.

那么对于j = 1, · · · ,M ,根据变换(6),系统(5)转
换为目标系统

Ẋj(t) = AXj(t) +Buj(t),

wj
t (x, t) = γwj

xx(x, t) + f(x, uj(t))−
CN(x)N−1(1)Buj(t),

wj
x(0, t) = 0,

wj(1, t) = 0.

(8)

上述的backstepping-like变换(6)实现了从原系统
[Xj(t) zj(x, t)]到目标系统[Xj(t) wj(x, t)]的转换,
这种处理方式有利于后续稳定性的分析.

变换(6)是可逆的,其逆变换为

zj(x, t) = wj(x, t) + CN(x)N−1(1)Xj(t). (9)

即目标系统(8)可以经逆变换(9)变换回原系统(5).

3.3 级级级联联联观观观测测测器器器设设设计计计

针对输出时滞r可能较大的情况,本文设计如下所
示的级联观测器:

当j = 1时,

˙̂
X1(t) = AX̂1(t) +Bu1(t)−

N(1)L[ẑ1(0, t− r

M
)− y(t)],

ŵ1
t (x, t) = γŵ1

xx(x, t) + f(x, u1(t))−
CN(x)N−1(1)Bu1(t),

ŵ1
x(0, t) = 0, ŵ1(1, t) = 0,

ẑ1(0, t− r

M
)= ŵ1(0, t− r

M
)+CN−1(1)X̂1(t− r

M
),

(10a)
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当j = 2, 3, · · · ,M时,

˙̂
Xj(t) = AX̂j(t) +Buj(t)−

N(1)L[ẑj(0, t− r

M
)− ẑj−1(0, t)],

ŵj
t (x, t) = γŵj

xx(x, t) + f(x, uj(t))−

CN(x)N−1(1)Buj(t),

ŵj
x(0, t) = 0, ŵj(1, t) = 0,

ẑj(0, t− r

M
)= ŵj(0, t− r

M
)+CN−1(1)X̂j(t− r

M
),

(10b)

其中L ∈ Rn×1为待定的观测器增益,并且满足A−
LC为Hurwitz矩阵的条件.

接下来,定义误差为

X̃j(t) = X̂j(t)−Xj(t), (11a)

w̃j(x, t) = ŵj(x, t)− wj(x, t), (11b)

z̃j(x, t)= ŵj(x, t) + CN(x)N−1(1)X̂j(t)−

zj(x, t). (11c)

由于

X̃j(t) = X̃j(t− r

M
) +

w t

t− r
M

˙̃
Xj(s)ds, (12)

结合式(8)和式(10a)–(10b),当j = 1时,可得
˙̃

X1(t)=AX̃1(t)−N(1)L[ẑ1(0, t− r

M
)− y(t)] =

AX̃1(t)−N(1)L[ẑ1(0, t− r

M
)−z1(0, t− r

M
)] =

AX̃1(t)−N(1)Lz̃1(0, t− r

M
) =

AX̃1(t)−N(1)L[w̃1(0, t− r

M
)+

CN−1(1)X̃1(t− r

M
)] =

AX̃1(t)−N(1)L[w̃1(0, t− r

M
) + CN−1(1)X̃1(t)−

CN−1(1)
w t

t− r
M

˙̃
X1(s)ds] =

[A−N(1)LCN−1(1)] X̃1(t)−N(1)Lw̃1(0, t− r

M
)+

N(1)LCN−1(1)
w t

t− r
M

˙̃
X1(s)ds.

同理,当j = 2, 3, · · · ,M时,可得
˙̃

Xj(t) =

[A−N(1)LCN−1(1)]X̃j(t)−N(1)Lw̃j(0, t− r

M
)+

N(1)LCN−1(1)
w t

t− r
M

˙̃
Xj(s)ds+N(1)Lw̃j−1(0, t)+

N(1)LCN−1(1)X̃j−1(t).

因此,得到如下所示的误差系统:

当j = 1时,

˙̃
X1(t) = [A−N(1)LCN−1(1)] X̃1(t)−

N(1)Lw̃1(0, t− r

M
)+

N(1)LCN−1(1)
w t

t− r
M

˙̃
X1(s)ds,

w̃1
t (x, t) = γw̃1

xx(x, t),

w̃1
x(0, t) = 0,

w̃1(1, t) = 0.

(13a)

当j = 2, 3, · · · ,M时,

˙̃
Xj(t) = [A−N(1)LCN−1(1)] X̃j(t)−

N(1)Lw̃j(0, t− r

M
)+

N(1)LCN−1(1)
w t

t− r
M

˙̃
Xj(s)ds+

N(1)Lw̃j−1(0, t)+

N(1)LCN−1(1)X̃j−1(t),

w̃j
t (x, t) = γw̃j

xx(x, t),

w̃j
x(0, t) = 0,

w̃j(1, t) = 0.

(13b)

为了表述方便,令Ỹ j(t) = N−1(1)X̃j(t),则误差

系统表示如下:

当j = 1时,

˙̃
Y 1(t) = (A− LC) Ỹ 1(t)− Lw̃1(0, t− r

M
)+

LC
w t

t− r
M

˙̃
Y 1(s)ds,

w̃1
t (x, t) = γw̃1

xx(x, t),

w̃1
x(0, t) = 0,

w̃1(1, t) = 0.

(14a)

当j = 2, 3, · · · ,M时,

˙̃
Y j(t) = (A− LC) Ỹ j(t)− Lw̃j(0, t− r

M
)+

LC
w t

t− r
M

˙̃
Y j(s)ds+ Lw̃j−1(0, t)+

LCỸ j−1(t),

w̃j
t (x, t) = γw̃j

xx(x, t),

w̃j
x(0, t) = 0,

w̃j(1, t) = 0.

(14b)

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 1 选择适当的增益矩阵L,级联观测器的

数量M和参数δ > 0,给定可调参数k1∈(0, 2γp4],如
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果存在正常数p1, p2, p3, p4, g, h和矩阵P > 0使得下

列线性矩阵不等式成立:

−2γ (p2 − δp3) 6 0, (15)

Ξ1 =


ζ11 ζ12 ζ13

∗ ζ22 − r

M
CTLTL

∗ ∗ ζ33

 6 0, (16)

Ξ2 =

 θ11 p1 − p2 he−2δ r
M

∗ θ22 0

∗ ∗ θ33

 6 0, (17)

其中:

ζ11 = −Q+
r

M
(A− LC)T(A− LC),

ζ12 = PLC +
r

M
(A− LC)TLC,

ζ13 =−PL− r

M
(A− LC)TL,

ζ22 = −(
M

r
− 2δ)I +

r

M
CTLTLC,

ζ33 = −k1 +
r

M
LTL,

θ11 = −he−2δ r
M + g + 2δp1,

θ22 = −2p3 +
r2

M2
h,

θ33 = −(g + h)e−2δ r
M − π2

4
(2γp4 − k1) + 2δp4,

Q = −[P (A− LC) + (A− LC)TP + 2δP ],

那么,对于系统(1),级联观测器(10a)–(10b)可以完成
对系统状态的估计,误差系统(14a)–(14b)指数稳定.

证证证 此定理的证明可以通过以下4步完成:

步步步骤骤骤 1 针对j = 1的情形,证明误差系统(14a)
指数稳定.

定义如下所示的Lyapunov函数:

V 1(t) =

Ỹ 1T(t)PỸ 1(t) +w t

t− r
M

(s− t+
r

M
)
˙̃
Y

1
1T
(s)

˙̃
Y

1
1
(s)ds+

p1
w 1

0

[
w̃1(x, t)

]2
dx+ γp3

w 1

0

[
w̃1

x(x, t)
]2
dx+

p4
w 1

0
[w̃1(x, t− r

M
)]2dx+

g
w 1

0

w t

t− r
M

e2δ(s−t)
[
w̃1(x, s)

]2
dsdx+

r

M
h
w 1

0

w 0

− r
M

w t

t+θ
e2δ(s−t)

[
w̃1

s(x, s)
]2
dsdθdx. (18)

沿着误差系统(14a)的解,对V 1(t)求导,可得

V̇ 1(t) + 2δV 1(t) 6
−Ỹ 1T(t)QỸ 1(t)− 2Ỹ 1T(t)PLw̃1(0, t− r

M
) +

2Ỹ 1T(t)PLCΥ 1(t) +
r

M
˙̃
Y

1
1T
(t)

˙̃
Y

1
1
(t)−

(1− 2δ
r

M
)
w t

t− r
M

˙̃
Y

1
1T
(s)

˙̃
Y

1
1
(s)ds+

2p1
w 1

0
w̃1(x, t)w̃1

t (x, t)dx+

2γp3
w 1

0
w̃1

x(x, t)w̃
1
xt(x, t)dx+

2p4
w 1

0
w̃1(x, t− r

M
)w̃1

t (x, t−
r

M
)dx+

g
w 1

0

[
w̃1(x, t)

]2
dx−

ge−2δ r
M

w 1

0
[w̃1(x, t− r

M
)]2dx−

r

M
h

w 1

0

w t

t− r
M

e2δ(s−t)
[
w̃1

s(x, s)
]2
dsdx+

(
r

M
)2h

w 1

0

[
w̃1

t (x, t)
]2
dx+

2δp1
w 1

0

[
w̃1(x, t)

]2
dx+2δγp3

w 1

0

[
w̃1

x(x, t)
]2
dx+

2δp4
w 1

0
[w̃1(x, t− r

M
)]2dx, (19)

其中:

Q = −[P (A− LC) + (A− LC)TP + 2δP ],

Υ1(t) =
w t

t− r
M

˙̃
Y

1
1
(s)ds.

根据Jensen不等式,可得

−(1− 2δ
r

M
)
w t

t− r
M

˙̃
Y

1
1T
(s)

˙̃
Y

1
1
(s)ds 6

−(
M

r
− 2δ)ΥT

1 (t)Υ1(t) (20)

和

− r

M
h

w 1

0

w t

t− r
M

e2δ(s−t)
[
w̃1

s(x, s)
]2
dsdx 6

−he−2δ r
M

w 1

0
[
w t

t− r
M

w̃1
s(x, s)dx]

2dx =

−he−2δ r
M

w 1

0
[w̃1(x, t)− w̃1(x, t− r

M
)]2dx. (21)

根据边界条件w̃1
x(0, t)=0和w̃1(1, t)=0,通过分部积

分法,得到

2p4
w 1

0
w̃1(x, t− r

M
)w̃1

t (x, t−
r

M
)dx =

−2γp4
w 1

0
[w̃1

x(x, t−
r

M
)]2dx. (22)

通过Sobolev不等式和Wirtinger不等式得到

−
w 1

0
[w̃1

x(x, t−
r

M
)]2dx 6 −[w̃1(0, t− r

M
)]2

和

−
w 1

0
[w̃1

x(x, t−
r

M
)]2dx6−π

2

4

w 1

0
[w̃1(x, t− r

M
)]2dx.

利用上式,对式(22)进一步做如下处理:
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2p4
w 1

0
w̃1(x, t− r

M
)w̃1

t (x, t−
r

M
)dx =

−2γp4
w 1

0
[w̃1

x(x, t−
r

M
)]2dx 6

−k1[w̃
1(0, t− r

M
)]2 −

π2

4
(2γp4 − k1)

w 1

0
[w̃1(x, t− r

M
)]2dx, (23)

其中常数k1 ∈ (0, 2γp4].

对误差系统(14a)应用Descriptor方法[30],可得

0 = 2
w 1

0

[
p2w̃

1(x, t) + p3w̃
1
t (x, t)

]
×[

γw̃1
xx(x, t)− w̃1

t (x, t)
]
dx. (24)

通过分部积分法,式(24)可写为

0 = −2γp2
w 1

0

[
w̃1

x(x, t)
]2
dx−

2γp3
w 1

0
w̃1

x(x, t)w̃
1
xt(x, t)dx−

2p2
w 1

0
w̃1(x, t)w̃1

t (x, t)dx−

2p3
w 1

0

[
w̃1

t (x, t)
]2
dx. (25)

根据式(20)–(23),将式(25)的右端加到式(19)的右
端,可得

V̇ 1(t) + 2δV 1(t) 6

ϕT
1 (t)Ξ1ϕ1(t) +

w 1

0
φT

1 (x, t)Ξ2φ1(x, t)dx−

2γ (p2 − δp3)
w 1

0

[
w̃1

x(x, t)
]2
dx, (26)

其中:

ϕ1(t)=col
{
Ỹ 1T(t), Υ1(t), w̃

1(0, t− r

M
)
}
,

φ1(t) = col
{
w̃1(x, t), w̃1

t (x, t), w̃
1(x, t− r

M
)
}
.

如果−2γ (p2 − δp3) 6 0成立,并且Ξ1和Ξ2满足线性

矩阵不等式(16)–(17),那么有V̇ 1(t) + 2δV 1(t) 6 0.

步步步骤骤骤 2 针对j = 2, 3, · · · ,M的情形,证明误差
系统(14b)指数稳定.

误差系统(14b)与系统(14a)类似,其唯一的不同在
于系统(14b)含有额外的项Lw̃j−1(0, t)+LCỸ j−1(t).
定义Lyapunov函数

V j(t) =

Ỹ jT(t)PỸ j(t) +w t

t− r
M

(s− t+
r

M
)
˙̃
Y

1
jT
(s)

˙̃
Y

1
j
(s)ds+

p1
w 1

0

[
w̃j(x, t)

]2
dx+ γp3

w 1

0

[
w̃j

x(x, t)
]2
dx+

p4
w 1

0

[
w̃j(x, t− r

M
)
]2

dx+

g
w 1

0

w t

t− r
M

e2δ(s−t)
[
w̃j(x, s)

]2
dsdx+

r

M
h
w 1

0

w 0

− r
M

w t

t+θ
e2δ(s−t)

[
w̃j

s(x, s)
]2
dsdθdx. (27)

如果线性矩阵不等式(15)–(17)成立,那么V j(t)满足

V̇ j(t) + (2δ − εχ)V j(t)− χV j−1(t) 6 0, (28)

其中: 常数ε>0足够小, χ>0足够大,且2δ−εχ>0.

步步步骤骤骤 3 证明误差系统(14)指数稳定.

考虑如下所示的Lyapunov函数[31]:

V (t) = V 1(t) + εV 2(t) + · · ·+ εM−1V M(t).

用εj−1乘式(28),再将其与V̇ 1(t) + 2δV 1(t) 6 0相加,
可得

V̇ (t) + (2δ − εχ)V (t) 6 0.

故,误差系统(14)指数稳定.

步步步骤骤骤 4 步骤1–3讨论了系统[Ỹ j(t), w̃j(x, t)]的

指数稳定性,即

lim
t→+∞

[|Ỹ j(t)|2Rn + ∥w̃j(x, t)∥2L2(0,l)] = 0.

接下来讨论系统[X̃j(t) z̃j(x, t)]的稳定性.

根据变换(6),可得

∥z̃j(x, t)∥ 6
∥w̃j(x, t)∥+ max

06x61
|CN(x)| ·

∣∣N−1(1)
∣∣ · |X̃j(t)|.

由上式和Ỹ j(t) = N−1(1)X̃j(t)可得

|X̃j(t)|2 + ∥z̃j(x, t)∥2 6
a1|N(1)Ỹ j(t)|2 + 2∥w̃j(x, t)∥2,

其 中a1 = 1 + 2( max
06x61

|CN(x)| · |N−1(1)|)2. 所 以

lim
t→+∞

[|X̃j(t)|2Rn + ∥z̃j(x, t)∥2L2(0,l)] = 0. 证毕.

注注注 1 定理1中的线性矩阵不等式条件依赖于M的取

值.如果对于某个M的取值,线性矩阵不等式存在可行解,那

么当其他参数不变时,对于任意比M大的正整数,线性矩阵

不等式也一定有可行解. 也就是说,对于大时滞r,可以找到

一个足够大的M使得定理1中的线性矩阵不等式条件成立.

注注注 2 当时滞r不变时, M的取值越大, r/M的值越小,

观测误差的收敛效果越好.后面的仿真实例会验证这一点.

5 仿仿仿真真真实实实例例例

为了验证所设计的观测器(10)的有效性,考虑如
下所示的ODE–热方程级联系统:

Ẋ(t) =

[
0 1

0 0

]
X(t) +

[
0 0

1 0

]
u(t),

zt(x, t) = zxx(x, t) + xu2(t),

zx(0, t) = 0,

z(1, t) = [1 0]X(t),

X(0) = [0 3]T, z(x, 0) = 0,

(29)
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其中: X(t)=[X1(t) X2(t)]
T
, u(t) = [u1(t) u2(t)]

T.

当输出时滞r = 0.6时,分别考虑M = 1, M = 2

和M = 6三种情形下的观测器(10). 考虑上述3种情
形的目的是,通过M的不同取值,比较观测器的性能.
根据定理1,令k1 = γp4,给定L = [ 2 2 ]

T
和δ = 0.2.

通过Yalimp方法,得到线性矩阵不等式(15)–(17)的可
行解如表1所示.

表 1 可行解
Table 1 The feasible solutions

M = 2 M = 6

P

[
−2.3757 −1.3584

−1.3584 −1.4634

] [
−3.1859 −2.1109

−2.1109 −2.8032

]
p1 81.619011111 2.7082
p2 102.787311111 3.5013
p3 131.875211111 3.6412
p4 346.744011111 7.0275
g 30.947011111 0.9865
h 219.354311111 4.4967

选取u1(t) = sin t和u2(t) = cos t. 仿真采用有限
差分法,时间和空间上的步长分别取dt = 0.0001和

dx = 0.1. 仿真结果如图1–9所示.

/ s

图 1 M = 1时的观测误差X̃1
1 (t)和X̃1

2 (t)

Fig. 1 Observation errors X̃1
1 (t) and X̃1

2 (t) with M = 1

/ s

图 2 M = 2时的观测误差X̃1
1 (t)和X̃1

2 (t)

Fig. 2 Observation errors X̃1
1 (t) and X̃1

2 (t) with M = 2

由图1和图5可知,当M = 1时,观测误差不收敛,
这说明经典的观测器(单个观测器)不足以补偿时滞

r = 0.6,无法完成对系统状态的估计.这正是本文提
出级联观测器的必要性,需要增大M的取值,来达到
估计系统状态的目的. 由图2和图6可知,当M = 2时,
观测误差指数收敛,这说明与单个观测器相比,级联
观测器的设计对补偿时滞是有效的. 由图3和图7可
知,当M = 6时,观测误差指数收敛且收敛效果更好,
这说明M的取值越大,级联观测器的性能越好.图4是
关于t, X̃1

1 (t)和X̃1
2 (t)的三维图,可以更加直观地看到

误差X̃1(t)随时间t的变化趋势. 为了更加直观地比较
误差z̃1(x, t)的收敛效果,图8刻画了其在端点x=1处

的观测误差. 上面的仿真结果证实了本文所设计的级
联观测器的有效性,也验证了定理1的结果.

/ s

图 3 M = 6时的观测误差X̃1
1 (t)和X̃1

2 (t)

Fig. 3 Observation errors X̃1
1 (t) and X̃1

2 (t) with M = 6

/ s

/ s

/ s

图 4 关于t, X̃1
1 (t)和X̃1

2 (t)的三维图

Fig. 4 Three-dimensional image of t, X̃1
1 (t) and X̃1

2 (t)

/ s

图 5 M = 1时的观测误差z̃1(x, t)

Fig. 5 Observation error z̃1(x, t) with M = 1
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/ s

图 6 M = 2时的观测误差z̃1(x, t)

Fig. 6 Observation error z̃1(x, t) with M = 2

/ s

图 7 M = 6时的观测误差z̃1(x, t)

Fig. 7 Observation error z̃1(x, t) with M = 6

/ s

/ s

/ s

图 8 r = 0.6时的观测误差z̃1(1, t)

Fig. 8 Observation error z̃1(1, t) with r = 0.6

/ s / s

/ s / s

图 9 r = 1.2时的观测误差z̃1(1, t)

Fig. 9 Observation error z̃1(1, t) with r = 1.2

为了进一步验证本文的理论结果,考虑了其他时
滞的情况并进行了分析.文中以r = 1.2为例,通过Ya-
limp方法进行了验证. 发现只有当M>4时,线性矩阵
不等式(15)–(17)才有可行解. 从图9的仿真结果也可
以看出, M = 1, 2, 3时的级联观测器不足以补偿时滞

r = 1.2,观测误差z̃1(1, t)不收敛. 当M = 4时,观测
误差z̃1(1, t)指数收敛. 因此,可以通过增加级联观测
器的数量M来实现对大时滞的补偿,并完成对系统状
态的估计.

6 结结结论论论

本文为带有输出时滞的ODE–热方程级联系统设
计了一种新颖的级联观测器来估计系统的状态,其优
势体现在对任意时滞均有效. 这种观测器设计方法将
大时滞划分为若干段小时滞,逐步估计系统的状态.
结合backstepping-like方法,本文证明了误差系统指数
稳定. 最后,通过仿真实例,验证了所提出的理论结果.
然而,本文考虑的是常时滞的情况,对于变时滞的研
究可以在下一步工作中考虑.后续工作还可以考虑输
入时滞、状态时滞的存在,将级联观测器的设计方法
推广到更为复杂的系统中,比如PDE-PDE级联系统.
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