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摘要:本文研究了李雅普诺夫函数的优化问题.提出了一种正交矩阵构造方案,用于求解黎卡提不等式中的最优
李雅普诺夫函数. 通过分析系统H∞范数的几何特征,本文将黎卡提不等式转换为近似等式,进而给出了最优李雅
普诺夫函数的存在条件.基于所给最优李雅普诺夫函数存在条件,所提正交矩阵构造方案利用旋转变换,将非线性
方程组的求解问题转换为幅值和角度的线性优化问题,进而实现李雅普诺夫函数参数的优化. 研究结果弥补了目
前的研究无法求解最优李雅普诺夫函数的不足,对系统性能分析和非保守控制的设计具有建设性. 算例验证了所
提正交矩阵构造方案的有效性.
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1 引引引言言言

在H∞控制理论的研究中,李雅普诺夫分析方法被
广泛用于系统H∞性能分析

[1]. 然而,李雅普诺夫分析
方法存在一个固有的缺点,即: 李雅普诺夫函数的选
择存在一定的随意性,进而导致保守的结果.因此在
相关研究中,学者们一直难以回避一个长期存在的挑
战性议题:如何获得最优的李雅普诺夫函数,以避免
保守的结果.

对于扰动系统,解决李雅普诺夫函数优化问题的
难点在于: 针对黎卡提(Riccati)不等式(或李雅普诺夫
方程),尚没有获得最优李雅普诺夫函数的有效方
法[2],因此保守的结果难以避免. 这是早期研究所面
临的困境.

为了摆脱难以求解最优李雅普诺夫函数的困境,
有界实引理给出了一个具有建设性的方案,即: 将
Riccati不等式中的李雅普诺夫函数选择问题转换为状
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态空间的约束优化问题[3]. 基于有界实引理,线性矩
阵不等式 (linear matrix inequality, LMI)类方法被提
出,进而实现了系统H∞范数估计和控制方案的优

化[4–6]. 总的来说, LMI类方法巧妙地避开李雅普诺夫
函数优化问题,进而提供了一个较为有效的途径,以
实现低保守性控制器的设计[7–9].

LMI类方法的本质是将非线性的Riccati不等式条
件转换为线性的矩阵不等式条件,进而使约束条件具
有可解性. 然而,这种转换并未改变约束条件的性质
(即基于不等式条件无法求解最优李雅普诺夫函数).
事实上,不等式条件只是李雅普诺夫函数的存在条件.
只有将不等式约束条件转换为关于最优李雅普诺夫

函数的等式条件(或近似等式条件),才能求解最优李
雅普诺夫函数. 因此, LMI类方法只能给出李雅普诺
夫函数的可行解,而不是最优解. 目前,学者们在LMI
类方法的进一步研究中不断取得进展[10–12]. 然而,李
雅普诺夫函数优化问题并未解决,因此保守的结果仍
然无法避免.

为了克服目前研究的局限性,需解决以下难点:

1)如何将不等式条件转换为关于最优李雅普诺夫
函数的等式条件(或近似等式条件);

2)如何基于所得非线性的等式条件(或近似等式
条件),求解最优李雅普诺夫函数.

针对上述难点,文献[13]给出了一种基于Riccati
不等式的李雅普诺夫函数直接优化方法. 这种方法充
分利用了二阶方阵特征值分解的特点,通过状态空间
转换,构造出可求解最优李雅普诺夫函数的近似等式
条件.然而,这种方法难以推广到三阶以上系统.原因
在于: 针对三阶以上系统,采用这种状态空间转换,无
法构造出文献[13]中最优李雅普诺夫函数求解方法所
需要的矩阵结构. 因此针对高阶系统,李雅普诺夫函
数优化问题仍未解决.

本文针对李雅普诺夫函数优化问题,提出了一种
正交矩阵构造方案.该方案以分析系统H∞范数的几

何特征为基础,将Riccati不等式转换为关于最优李雅
普诺夫函数的近似等式条件.基于所给近似等式条件,
所提正交矩阵构造方案利用正交矩阵特征值分解的

特点,通过旋转变换,将非线性方程组的求解问题转
换为幅值和角度的线性优化问题,进而给出最优李雅
普诺夫函数的求解方法,解决了高阶系统无法求解最
优李雅普诺夫函数的难题.本文的特点在于:

1)所提的正交矩阵构造方案为获得最优李雅普诺
夫函数提供了一种新颖的途径;

2)与LMI类方法相比,所提正交矩阵构造方案能
给出更精确(或适合)的李雅普诺夫函数用于系统性能
分析.因此,所提方案对于系统性能的精确分析和非
保守控制器的设计具有建设性.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑扰动系统

ẋ = Ax+Bw, (1)

其中: x ∈ Rn; A为Hurwitz矩阵; w ∈ Rn为扰动输入;

∥w∥ 6 ϵ, ϵ为常数, ∥w∥ = (
n∑

i=1

w2
i )

1
2 .

令李雅普诺夫函数为

V = xTP−1x, (2)

其中P为正定矩阵,则系统H∞范数为

γ∥G∥∞ = sup
∥x∥
∥w∥

< γ, (3)

其中γ满足Riccati不等式

ATP−1 + P−1A+ γ−2P−1BBTP−1 + I < 0, (4)

I为单位阵.

本文研究的问题是如何求解最优李雅普诺夫函

数(即求解P矩阵),使Riccati不等式中的γ最小化.

注注注 1 对于ẋ = Ax+ B̄w描述的系统, rank(B̄) 6 n.

可令B̄=ΘB1 · diag{b1, · · · , bn}·ΘB2,其中ΘB1和ΘB2为酉

矩阵,并且当B̄为实矩阵时, ΘB1和ΘB2为正交矩阵. 令B =

ΘB1 ·diag{b1+ε̄1, · · · , bn+ε̄n}·ΘB2,其中ε̄i取值为:当bi ̸=
0时, ε̄i = 0;当bi = 0时, ε̄i = ε̄; ε̄ → 0. 则系统ẋ = Ax+ B̄w

与系统(1)的H∞范数近似一致.不失一般性,对于系统(1),可

令rank(B) = n.

3 H∞范范范数数数分分分析析析

根据式(1)–(2),得

V̇ = xT(ATP−1 + P−1A)x+

wTBTP−1x+ xTP−1Bw. (5)

根据式(5),图1给出系统H∞范数的估计原理.

= 0 2

1

=

图 1 系统H∞范数估计

Fig. 1 The system H∞ norm estimation

对于系统(1)的H∞范数估计,选择一个式(2)描述
的李雅普诺夫函数(或P ),则根据式(5), V̇ = 0描述的

图形(即椭圆)如图1所示. 当选择某一P时,图1展现了
在wTw = ϵ2条件下,不同w所对应的V̇ = 0的图形

(图1中的各椭圆). 根据图1,基于所选李雅普诺夫函
数(或P ),得到的H∞范数估计为 γ̂ = ∥xm∥/∥wm∥.
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显然,由于选择P的随意性,这一估值会保守.

当所选P不恰当时,状态真实上界sup∥x∥小于所
得m点对应的∥xm∥,则由式(3)可得, γ∥G∥∞ <γ̂,因此
H∞范数估计存在保守性. 当所选P恰当时,状态真实
上界sup∥x∥等于所得m点对应的∥xm∥,则由式(3)可
得, γ∥G∥∞ = γ̂,因此H∞范数估计是准确的.

基于以上分析,当所选P恰当时,精确的H∞范数

估计满足以下条件(如图1所示):{
V̇ = 0,

xT
mxm = γ̄2wT

mwm = γ2
∥G∥∞

wT
mwm,

(6)

其中∥xm∥ = sup∥x∥. 这是基于LMIs或Riccati不等
式,实现系统H∞范数精确估计的基础.

根据式(5)–(6),可得(类似于LMI的构造)

V̇ + xT
mxm − γ̄2wT

mwm = 0 =

xT
m(A

TP−1+P−1A+I+γ̄−2P−1BBTP−1)xm −
γ̄2(wm−γ̄−2BTP−1xm)

T(wm−γ̄−2BTP−1xm),

(7)

其中∥xm∥ = sup∥x∥. 下面进一步分析式(7).

如果wm ̸= γ̄−2BTP−1xm,则由式(7),得

xT
m(A

TP−1 + P−1A+ I +

γ̄−2P−1BBTP−1)xm > 0. (8)

考虑式(4)所给黎卡提不等式,则

γ̄−2I < F =B−1AATB−T −
B−1(A+ P )(A+ P )TB−T. (9)

因此,一定存在某一正常数∆,满足

γ̄−2 = λmin(F )−∆ < λmin(F ), (10)

其中λmin(·)为矩阵最小特征值.根据式(10)可知: 由
于存在无法确定且不趋近于0的正常数∆,无法利用
λmin(F )得到精确的系统H∞范数估计.显然,这与
LMI类方法的研究结果矛盾. 对于线性系统, LMI类
方法通过对H∞范数的近似寻优,能够给出系统H∞

范数γ∥G∥∞的精确的估计
[13]. 基于以上分析,可知: 当

所选P恰当时(即P趋近于最优或为最优时),

wm − γ̄−2BTP−1xm → 0, (11)

或wm − γ̄−2BTP−1xm = 0.

根据式(7)(11),得

xT
m(A

TP−1 + P−1A+ I +

γ̄−2P−1BBTP−1)xm → 0. (12)

因此根据式(4)所给黎卡提不等式,当所选P恰当时

(即P趋近于最优时),

γ̄−2I → F =B−1AATB−T −
B−1(A+ P )(A+ P )TB−T. (13)

注注注 2 式(13)是一种关于最优李雅普诺夫函数的近似

等式. 该式以黎卡提不等式为基础,通过深入分析系统H∞范

数,将黎卡提不等式转换为近似等式. 所给出的近似等式为

进一步求解最优李雅普诺夫函数奠定了基础.

根据式(13),可知: 当所选P恰当时, F为特征值相
等的正定矩阵. 因此精确的系统H∞范数估计满足

γ̂−2
opt = max

P
[λmin(F )] = λ(F ), (14)

其中: λ(F ) = λ1(F ) = · · · = λn(F ), λi(F )为矩阵

的特征值.

4 正正正交交交矩矩矩阵阵阵构构构造造造方方方案案案

4.1 最最最优优优李李李雅雅雅普普普诺诺诺夫夫夫函函函数数数的的的求求求解解解条条条件件件

根据对称矩阵的特征值分解,令

ΘT
ΛΛΛΘΛ = B−1AATB−T, (15)

其中: Λ为对角阵, ΘΛ为正交矩阵. 则由式(13),得

γ̄−2I → F̄ =

ΛΛ−ΘΛB
−1(A+ P )(A+ P )T(ΘΛB

−1)T. (16)

显然, ΘΛB
−1(A+ P )(A+ P )T(ΘΛB

−1)T为对角矩

阵.

为求解最优李雅普诺夫函数,引入一个对角矩阵
K,并对实矩阵K−1ΘΛB

−1进行奇异值分解. 根据矩
阵的奇异值分解,令

Θ1DΘ2 = K−1ΘΛB
−1, (17)

其中: Θ1和Θ2为正交矩阵,{
K−1 = diag{k1, · · · , kn},
D = diag{d1, · · · , dn}.

(18)

则由式(16),得

γ̄−2I → F̄ =

ΛΛ−KΘ1D(Ã+ P̃ )(Ã+ P̃ )TDTΘT
1 K, (19)

其中:

Ã = Θ2AΘT
2 , P̃ = Θ2PΘT

2 . (20)

令

Q = D(Ã+ P̃ ). (21)

引引引理理理 1 对于系统(1),其中γ̄ = γ∥G∥∞为系统

H∞范数. 如果存在P > 0,使γ̄−2I → F̄ ,其中F̄由式

(19)给出.则一定存在K > 0,使

QQT → I, (22)

或QQT = I有实正定对称解P .

证证证 由式(19)(21),得

γ̄−2I → F̄ = ΛΛ−KΘ1QQTΘT
1 K, (23)

则

K−1(ΛΛ− γ̄−2I)K−1 → Θ1QQTΘT
1 . (24)
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注意到, QQT = ΘQ · diag{q21, · · · , q2n} ·ΘT
Q,则

K−1(ΛΛ− γ̄−2I)K−1 →
Θ1ΘQ · diag{q21, · · · , q2n} ·ΘT

QΘ
T
1 ,

其中ΘQ为正交矩阵. 由于K−1(ΛΛ− γ̄−2I)K−1为

对角矩阵,则只有满足下式:

diag{q21, · · · , q2n} → K−1(ΛΛ− γ̄−2I)K−1 = I,

式(24)才成立. 因此根据引理1条件,可得结论.

证毕.

注注注 3 引理1给出了最优李雅普诺夫函数求解条件,并

为进一步求解最优李雅普诺夫函数提供了一个有效的途径.

注注注 4 引理1通过引入对角矩阵K,将李雅普诺夫函数

优化问题转换为正交矩阵构造问题,进而解决了文献[13]所

给出的方法难以扩展到三阶以上系统的难题.

4.2 正正正交交交矩矩矩阵阵阵构构构造造造方方方法法法

特特特性性性 1 任一n阶方阵Q可分解为对称矩阵R和

反对称矩阵J之和,即

Q = R+ J, RT = R, JT = −J. (25)

基于文献[14],下面给出反对称矩阵特性.

特特特性性性 2 对于反对称矩阵J ,满足

ΘT
J JΘJ = ΛJ =

0 υ1

−υ1 0
. . .

0 υl

− υl 0

0m×m


, (26)

其中: ΘJ为正交矩阵, υ1, · · · , υl > 0, 2l +m = n.

基于特性1和特性2,下面给出正交矩阵特性.

特特特性性性 3 Q为正交矩阵的等价条件是: 存在正交
矩阵Θ̄和

Λ̄Q =



λ1 υ1

−υ1 λ1

. . .

λl υl

− υl λl

Im×m


, (27)

式中: λi = cosφi, υi = sinφi,满足

Q = Θ̄Λ̄QΘ̄
T. (28)

下面讨论引理1中正交矩阵Q的构造方法.

定定定理理理 1 对于引理1中的矩阵Q. 如果存在正交
矩阵ΘR, ΘJ , Θ̄,以及λ1, · · · , λl和υ1, · · · , υl,使Q所

分解的对称矩阵R和反对称矩阵J满足以下条件:

ΘT
RRΘR = Λ̄R =

diag{λ1, λ1, · · · , λl, λl, 1, · · · , 1}, (29)

ΘR = ΘJ = Θ̄, (30)

λ2
1 + υ2

1 = · · · = λ2
l + υ2

l = 1, (31)

其中υ1, · · · , υl和ΘJ满足式(26),则Q为正交矩阵.

证证证 根据式(29)–(31),以及特性1和特性2,得Q =

Θ̄Λ̄QΘ̄
T,其中Λ̄Q满足式(27). 因此根据特性3, Q为

正交矩阵. 证毕.

注注注 5 基于对称矩阵和反对称矩阵的特性,定理1给出

了一种正交矩阵构造方案.注意到,引理1给出的方法是基于

式(22)所得非线性方程组,求解李雅普诺夫函数参数. 因此定

理1本质上是利用旋转变换,将非线性方程组的求解问题转换

为关于空间角度和幅值的线性构造问题.

注注注 6 根据特性3,定理1的条件为构造正交矩阵Q的

充要条件.

4.3 李李李雅雅雅普普普诺诺诺夫夫夫函函函数数数参参参数数数求求求解解解

令

ΛΛ = diag{σ1, · · · , σn}. (32)

在给定γ̄的条件下,根据式(18)(22)–(23), ki由下式获
得:

k−2
i = σi − γ̄−2, (33)

其中i = 1, · · · , n. 因此由式(15)(17),可得D.

根据特性1,令

Ã = ÃR + ÃJ , (34)

其中: ÃR为对称矩阵, ÃJ为反对称矩阵. 令

P̄ = [p̄ij] = ÃR + P̃ , (35)

DÃJ = ER + EJ , DP̄ = P̄R + P̄J , (36)

其中: ER和P̄R为对称矩阵, EJ和P̄J为反对称矩阵.
根据式(21)(25)(34)–(36),得R和J的表达式

R = ER + P̄R, J = EJ + P̄J , (37)

其中: ER和EJ为常数矩阵, P̄R和P̄J为参数矩阵.

下面讨论如何根据γ̄,求解李雅普诺夫函数参数
P̄ = [p̄ij].

4.3.1 参参参数数数初初初值值值

根据式(29),令

R = diag{λ1, λ1, · · · , λl, λl, 1, · · · , 1}, (38)

其中λ1 = · · · = λl = 0. 则根据式(37)所给R中各元

素的参数表达式,得P̄ = [p̄ij].

根据式(29)和特性2,下面给出求解ΘR, ΘJ , Λ̄R和

ΛJ (即υi)的步骤:

步步步骤骤骤 1 根据得到的P̄ = [p̄ij],应用式(37),得R
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和J ;

步步步骤骤骤 2 根据得到的R和式(29),得ΘR和Λ̄R;

步步步骤骤骤 3 根据得到的J和特性2,得ΘJ和ΛJ (即
υi).

根据式(31),令

λ̂i =

 0, υi > 1,√
1− υ2

i , υi < 1,
(1 6 i 6 l), (39)

并令Θ̂R = ΘJ和

Λ̂R = diag{λ̂1, λ̂1, · · · , λ̂l, λ̂l, 1, · · · , 1}, (40)

则根据式(29),得

R̂ = Θ̂RΛ̂RΘ̂
T
R. (41)

令R = R̂,则根据式(37)所给R中各元素的参数表达

式,得李雅普诺夫函数参数初值P̄(0) = [p̄(0)ij].

注注注 7 参数初值求解的目的是给出一个满足式(29)的

李雅普诺夫函数参数解,为进一步得到满足定理1条件的李雅

普诺夫函数参数奠定基础.

4.3.2 参参参数数数调调调节节节策策策略略略

根据所得到的李雅普诺夫函数参数P̄ = [p̄ij],应
用第4.3.1小节(即参数初值小节)所给出的3个求解步
骤,得到新的ΘR, ΘJ , Λ̄R和ΛJ (即υi).

注意到, QQT → I(或QQT = I)有实正定对称解
P . 因此采用搜索方式寻找P的数值解.具体方法为:
通过搜索ΘR和Λ̄R,调节李雅普诺夫函数参数,进而
满足定理1的条件.李雅普诺夫函数参数的调节策略
为

1)空间角度调节,即调节ΘR,将ΘR和ΘJ所描述

的空间角度之间的偏差不断缩小,直到满足式(30);

2)幅值调节,即通过配置λi,调节Λ̄R,进而将λ2
i+

υ2
i和1的差值缩小,直到满足式(31).

空间角度调节是基于ΘR和ΘJ所描述的空间角度

之间的偏差,调节李雅普诺夫函数参数. 这本质上是
一种空间角度搜索方式. 只要空间角度偏差不断缩小,
这种搜索方式就具有收敛性.

幅值调节是基于式(31),对λi进行配置.注意到,
式(23)给出的γ̄是非保守的. 因此,正交矩阵Q的构造

不仅应满足式(31),而且应进一步满足

λ2
1 + υ2

1 = · · · = λ2
l + υ2

l = max(υ2
1, · · · , υ2

l ) = 1,

(42)

则对应于υ2
max = max(υ2

1, · · · , υ2
l )的λi的期望值为

0. 在空间角度调节的基础上,基于这一原则,对λi进

行配置的幅值调节具有收敛性,原因分析如下.

当式(30)成立时,如果λ2
i + υ2

i > 1,则QQT的特

征值大于等于1,因此根据引理1中的式(22)–(24),

γ̄−2I − F̄为半正定矩阵. 这与黎卡提不等式矛盾,因
此这种基于λi配置的幅值调节具有缩小λ2

i + υ2
i和1的

差值的能力.

4.3.3 参参参数数数调调调节节节方方方案案案

令P̄ k−1 = [p̄k−1
ij ]为上一次迭代结果.应用第4.3.1

小节(即参数初值小节)所给出的3个求解步骤,得到新
的ΘR, ΘJ , Λ̄R和ΛJ (即υi).

下面分析空间角度调节方法. 注意到,

ΘR = ΘJ(Θ
−1
J ΘR) = ΘJΘRJ , (43)

其中ΘRJ反映出ΘR和ΘJ所描述的空间角度之间的偏

差. 根据特性3,有

ΘRJ = Θ̄ΛΛΘΘ̄
T
Λ , (44)

其中: Θ̄Λ为正交矩阵,

ΛΘ =



c1 s1
−s1 c1

. . .

cl′ sl′

− sl′ cl′

Im′×m′


, (45)

式中: ci=cos θi, si=sin θi. 显然, θ1, · · · , θl′描述了
ΘR和ΘJ的空间角度偏差. 当θi = 0时,式(30)成立.

为了减小ΘR和ΘJ的空间角度偏差,令

ĉi = cos θ̂i, ŝi = sin θ̂i, θ̂i = αiθi, (46)

则根据式(43)–(45),得空间角度矩阵

Θ̂R = ΘJΘ̂RJ = ΘJ(Θ̄ΛΛ̂ΘΘ̄
T
Λ). (47)

下面分析幅值调节方法. 根据式(42),将对应于
υ2
max = max(υ2

1, · · · , υ2
l )的λi配置为0. 基于这一配

置原则,令

υ̂i =

√
1

ρJ
· υi, (48)

其中ρJ = υ2
max = max(υ2

1, · · · , υ2
l ).

根据式(42),为了减小λ2
i + υ2

i和1的差值,令

λ̂2
1 + υ̂2

1 = · · · = λ̂2
l + υ̂2

l = 1, (49)

则可得λ̂1, · · · , λ̂l. 因此根据式(29),得

Λ̂R = diag{λ̂1, λ̂1, · · · , λ̂l, λ̂l, 1, · · · , 1}. (50)

根据空间角度调节和幅值调节所得Θ̂R和Λ̂R,应
用式(41),得R̂. 令R = R̂,则根据式(37)所给R中各

元素的参数表达式,得李雅普诺夫函数参数调节结果
P̄ k = [p̄kij].

给定空间角度偏差上界ε̄θ,并令p̄ij = p̄(0)ij . 算
法1给出了李雅谱诺夫函数参数求解方法.

算算算法法法 1 李雅普诺夫函数参数求解.
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步步步骤骤骤 1 将p̄ij代入式(37),得R和J ;

步步步骤骤骤 2 由式(29)和特性2,得ΘR, ΘJ , Λ̄R, ΛJ和

υi;

步步步骤骤骤 3 根据ΘR和ΘJ ,由式(43)–(45),得Θ̄Λ和

θi;

步步步骤骤骤 4 令εθ=max |θi|. 若εθ<ε̄θ,转入步骤10,
否则进入下一步;

步步步骤骤骤 5 给定适当αi,则根据式(45)–(47),得Θ̂R;

步步步骤骤骤 6 根据所得υi,由式(48)–(50),得Λ̂R;

步步步骤骤骤 7 根据所得Θ̂R和Λ̂R,应用式(41),得R̂;

步步步骤骤骤 8 根据所得R̂,应用式(37),得新的参数p̄ij ;

步步步骤骤骤 9 返回步骤1;

步步步骤骤骤 10 令P̄ = [p̄ij], 由式 (15) (17) (20) (34)–
(35),得P .

注注注 8 算法1基于电气工程领域广泛采用的矢量控制

思想,采用第4.3.2小节所给参数调节策略,利用旋转变换,实

现空间角度和幅值的线性调节,以保证算法1的收敛性.

注注注 9 在算法1中,通过合理选择式(46)中的角度调节

系数αi,调节空间角度偏差的收敛速度,进而确保算法的收敛

性和快速性. 在算法1的迭代过程中,如果所选角度调节系

数αi偏小,空间角度偏差会发生一定程度的振荡;如果所选

角度调节系数αi偏大,空间角度偏差的收敛速度将变慢.

5 算算算例例例

考虑系统

ẋ = Ax+Bw = −

 2 0.5 0

0.5 1.5 4

0 − 1 1.5

+ w. (51)

系统H∞范数为γ̄ = γ∥G∥∞ = 0.87731481.

根据式(15)(17)(32)(51),得

Θ1 = I, Θ2 = ΘΛ, D = K−1, (52)

ΛΛ = diag{σ1, σ2, σ3} =

diag{19.8842976, 4.4567436, 1.6589588}. (53)

根据式(33)(52)–(53),由γ̄ = 0.87731481,得

D = diag{0.23196264, 0.562766207, 1.66731589}.
(54)

因此根据式(15)(20)(34)–(37)(51)–(52),得

R=

κ11p̄11 κ12p̄12 κ13p̄13
κ12p̄12 κ22p̄22 κ23p̄23
κ13p̄13 κ23p̄23 κ33p̄33

+

 0 0.148144 − 1.665577

0.148144 0 − 0.137209

−1.665577 − 0.137209 0

,
(55)

J =

 0 − κ̄12p̄12 − κ̄13p̄13
κ̄12p̄12 0 − κ̄23p̄23
κ̄13p̄13 κ̄23p̄23 0

+

 0 − 0.355903 2.203914

0.355903 0 0.277024

−2.203914 − 0.277024 0

, (56)

式中:

κ11 = 0.231963, κ22 = 0.562766, κ33 = 1.667316,

κ12 = 0.397364, κ13 = 0.949639, κ23 = 1.115041,

κ̄12 = 0.165402, κ̄13 = 0.717677, κ̄23 = 0.552275.

5.1 参参参数数数求求求解解解

针对系统(51),根据第4.3.1小节所给出的参数初

值求解方法,得李雅普诺夫函数参数初值,即
p̄(0)12 = −0.858616, p̄(0)13 = 1.690625,

p̄(0)23 = 0.366706, p̄(0)11 = 0.184072,

p̄(0)22 = 1.550778, p̄(0)33 = 0.050726.

(57)

给定角度误差设定值ε̄θ = 0.003o,并令角度调节

系数为αi = α = 0.5和p̄ij = p̄(0)ij . 应用算法1,李雅

普诺夫函数参数的求解过程如下:

步步步骤骤骤 1 根据p̄ij ,由式(55)–(56),得

R =

 0.042698 −0.193039 −0.060094

−0.193039 0.872725 0.271683

−0.060094 0.271683 0.084576

 ,

J =

 0 −0.213886 0.990591

0.213886 0 0.074501

−0.990591 −0.074501 0

 .

步步步骤骤骤 2 根据式(29)和特性2,得

ΘR =

0.978418 0 −0.206636

0.197297 −0.297235 0.934198

0.061420 0.954804 0.290820

 ,

ΘJ =

0.997309 0 −0.073317

0.071665 −0.211054 0.974844

0.015474 0.977474 0.210486

 ,

ΛJ =

 0 1.016154 0

−1.016154 0 0

0 0 0

 ,

即υ1 = 1.016154.

步步步骤骤骤 3 根据所得的ΘR和ΘJ ,由式(43)–(44),得

Θ̄Λ =

 0 0.837256 −0.546811

−0.092543 −0.544465 −0.833663

−0.995709 0.050604 0.077482

 ,
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ΛΘ =

0.98698 −0.16083 0

0.16083 0.98698 0

0 0 1

 .

则由式(45),得θ1 = arcsin(−0.16083) = −9.2551o.

步步步骤骤骤 4 由于εθ = max |θ1| = 9.2551o > ε̄θ,则
进一步调整李雅普诺夫函数参数.

步步步骤骤骤 5 由于α1=0.5,则 θ̂1 = α1θ1=−4.6276o.
因此根据式(45)–(47)和所得Θ̄Λ,得

Θ̂R =

0.990109 −0.001502 −0.140295

0.135301 −0.254397 0.957588

0.037129 0.967099 0.251678

 .

步步步骤骤骤 6 根据式(48)–(50),得Λ̂R = diag{0, 0, 1}.

步步步骤骤骤 7 根据所得的Θ̂R和Λ̂R,应用式(41),得

R̂ =

 0.019683 −0.134345 −0.035309

−0.134345 0.916975 0.241004

−0.035309 0.241004 0.063342

 .

步步步骤骤骤 8 应用式(55),得到李雅普诺夫函数参数为

p̄12=−0.710907, p̄13=1.716724, p̄23=0.339192,

p̄11 = 0.084854, p̄22 = 1.629407, p̄33 = 0.037990.

步步步骤骤骤 9 返回步骤1,并通过迭代,不断调节李雅
普诺夫函数参数,直到满足精度要求 ε̄θ < εθ =

0.003o.

步步步骤骤骤 10 通过21次调节,得

P̄ =

 0.031289 −0.579028 1.730574

−0.579028 1.643854 0.347388

1.730574 0.347388 0.040566

. (58)

表1展现了算法1中参数迭代过程的细节. 对应的李雅
普诺夫函数参数矩阵为

P =ΘT
Λ

 2.373073 −0.536772 0.374320

−0.536772 3.574095 0.544680

0.374320 0.544680 0.768541

ΘΛ,

(59)

其中ΘΛ由式(15)得到.

注注注 10 根据表1所给的每一步迭代结果,可知: 在参数

迭代过程中,对应的角度差εθ和幅值差ερ不断减小. 在误差

设定值满足εθ → 0和计算精度足够高的条件下, εθ和ερ将趋

于0. 这表明该算法具有收敛性.

5.2 李李李雅雅雅普普普诺诺诺夫夫夫函函函数数数分分分析析析

为了比较不同方法所得李雅普诺夫函数的精确程

度,将所得李雅普诺夫函数参数代入

γ̂−2 = λmin(F̄ )|P , (60)

其中F̄ = ΛΛ−K(R+ J)(R+ J)TK. 所得γ̂为基

于李雅普诺夫函数的H∞范数估计.

针对系统(51),应用LMI方法,得李雅普诺夫函数
参数的可行解

P = ΘT
Λ

1.715706 0.338245 0.493773

0.338245 1.0334902 0.051232

0.493773 0.051232 0.579295

ΘΛ.

(61)

根据式(59)和(61)所给李雅普诺夫函数参数,应用
式(60),可得不同方法对应的系统H∞范数估计结果.
表2给出了LMI方法和本文方法所得结果的对比,其
中γ̂LMI = 0.921876对应于LMI方法,采用本文所提
方法得γ̂MC = 0.878734. 根据表2,当采用LMI方法
得到的李雅普诺夫函数分析系统H∞性能时,存在较
大误差. 与之相比,本文所提方法给出了更准确(和恰
当)的李雅普诺夫函数用于系统H∞性能分析.

表 1 迭代过程中的结果
Table 1 The results in the iterative process

步骤 εθ ερ 李雅普诺夫函数参数p̄12, p̄13, p̄23

1 9.2551o 0.016154 −0.858616, 1.690625, 0.366706
2 3.0961o 0.004667 −0.710907, 1.716724, 0.339192
3 1.3099o 0.002040 −0.651040, 1.724335, 0.334221
4 0.7798o 0.001192 −0.623947, 1.727065, 0.335792
5 0.5392o 0.000815 −0.609252, 1.728309, 0.338458
6 0.3845o 0.000601 −0.600105, 1.729012, 0.340814
7 0.2756o 0.000460 −0.593939, 1.729468, 0.342632
8 0.1977o 0.000360 −0.589633, 1.729784, 0.343976
9 0.1421o 0.000288 −0.586578, 1.730009, 0.344950
10 0.1020o 0.000237 −0.584401, 1.730170, 0.345649
11 0.0733o 0.000200 −0.582841, 1.730287, 0.346153
12 0.0527o 0.000173 −0.581729, 1.730370, 0.346514
13 0.0378o 0.000153 −0.580928, 1.730430, 0.346772
14 0.0269o 0.000140 −0.580352, 1.730473, 0.346959
15 0.0195o 0.000129 −0.579937, 1.730505, 0.347094
16 0.0138o 0.000123 −0.579642, 1.730527, 0.347189
17 0.0097o 0.000116 −0.579426, 1.730544, 0.347259
18 0.0069o 0.000113 −0.579272, 1.730556, 0.347309
19 0.0052o 0.000110 −0.579162, 1.730564, 0.347345
20 0.0034o 0.000108 −0.579086, 1.730569, 0.347369
21 0.0026o 0.000107 −0.579028, 1.730574, 0.347388

注: εθ为角度误差, ερ = |υ1 − 1|为幅值误差.

表 2 系统H∞范数估计

Table 2 The system H∞ norm estimation

γ ∥G∥∞ γ̂ LMI γ̂ MC

结果 0.877315 0.921876 0.878734
相对误差 — 5.08% 0.16%

6 结结结论论论

本文针对Riccati不等式中李雅普诺夫函数的优化
问题,提出了一种正交矩阵构造方案.该方案以构建
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关于最优李雅普诺夫函数的近似等式条件为基础,利
用旋转变换,将非线性方程组的求解问题转换为幅值
和角度的线性优化问题,进而实现李雅普诺夫函数的
优化. 本文的研究解决了高阶系统无法求解最优李雅
普诺夫函数的难题.所提方案对系统性能分析和非保
守控制的设计具有建设性. 研究结果弥补了在目前的
研究中无法求解最优李雅普诺夫函数的不足,同时也
为构建新的系统H∞性能分析体系打下基础.
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