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摘要:混沌系统的多稳态具有复杂性和非预期性,引起了人们的极大关注,如何针对混沌系统进行稳态控制还没
有有效的方法. 混沌吸引子是复混沌系统典型的动态特性. 本文的主要目标是选择合适的控制方法使复混沌系统
在预定的位置范围获得期望的稳态吸引子. 本文即针对复混沌稳态吸引子的控制问题,提出了分段函数控制器和
比例正弦函数控制器,分别用于实现稳态吸引子的位置控制和形状控制,其中混沌吸引子的位置由分段函数的间隔
控制,混沌吸引子的形状由系统参数或正弦函数控制.这两种控制器简单可行,易于实现. 最后,通过复Lorenz混沌
系统和一个物理实例Duffing振子仿真实验验证了所提出控制器的有效性.
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Abstract: The multistability of chaotic systems is complex and unexpected, which has attracted great attention. There
is no effective method to control the steady-state of chaotic system. Chaotic attractor is a typical dynamic characteristic
of complex chaotic system. The main goal of this paper is to select an appropriate control method to make the complex
chaotic system obtain the desired steady-state attractor in the predetermined position range. This paper aims at the steady-
state control of complex chaotic systems, piecewise function controller and proportional sinusoidal function controller are
proposed to realize the position control and shape control of steady-state attractor, respectively. The position of the chaotic
attractor is controlled by the interval of the piecewise function, and the shape of the chaotic attractor is controlled by
system parameters or sinusoidal function. The two controllers are simple, feasible and easy to implement. Finally, the
effectiveness of the proposed controller is verified by simulation experiments of the complex Lorenz chaotic system and a
physical example of the Duffing oscillator.
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1 引引引言言言

混沌系统因其独有的特性和吸引子结构,在物理
学、信息科学等许多领域具有广泛的应用[1–3]. 不同的
混沌系统稳定到不同的吸引子状态. 根据吸引子的个
数,出现了双稳态[4–5]、三稳态[6]及无穷多稳态[7–9]混

沌系统.混沌系统的多稳态来自不同的原因,有些是
由对称性的破坏引起的[10–11],有些是由时间滞后或延
迟引起的[12–13],有些是由参数或由初始条件变化引起
的[14–15]. 例如,有的混沌系统根据初始点的不同稳定
到不同的吸引子,称为共存吸引子[16–17];有的混沌系
统因为参数的不同稳定到不同的吸引子,称为参数吸
引子[18].

对于具有多稳态吸引子的系统,无法决定混沌系
统最终稳定到哪种状态,其动态行为难以控制.有些
混沌行为是有益的,如混沌保密通信和化学过程中的
搅拌过程[19];有些混沌行为是有害的,如电机里产生
的混沌现象.如何设计控制器使混沌系统产生稳定的
期望行为,即对混沌系统的稳态控制,具有重要的研
究意义和应用价值[1–3].

混沌吸引子是混沌系统运动状态的反映,是研究
混沌系统稳态控制的重要方法. 位置和形状是混沌吸
引子两个重要特征,可以通过控制吸引子的位置和形
状对混沌系统的稳态进行控制.

对于混沌吸引子位置控制, Leonov等[20]提出了混

沌系统中存在自激吸引子和隐藏吸引子; Jafari等[21]

构造了由无限多个非孤立平衡状态组成混沌系统; Li
等[15] 研究和分析了许多具有平衡点的混沌系统,得
到了无穷多个共存吸引子; Yang等[7–8]证明了一些混

沌系统具有无穷多吸引子; Zhang等[22]提出了一种构

造具有无限多个混沌吸引子的混沌系统的方法; Lei
等[23]提出了一种对实混沌系统吸引子位置进行控制

的方法.

对于混沌吸引子形状控制, Jafari等[24]提出了一种

改变了混沌吸引子形状极性的方法; G. M. Mahmoud
等[25]在混沌系统里加入正弦函数, Lei等[26]在混沌系

统里加入正切函数,他们提出在混沌系统添加三角函
数可以使混沌吸引子形状改变.但是,以上文献没有
讨论对吸引子形状的控制.

上述文献仅针对于实混沌系统进行研究.自从
1982年Fowler等[27]提出了复Lorenz方程,复混沌系统
被用来描述失谐激光和液体的热对流现象等,并在物
理学的众多分支领域发挥重要作用. 从此,复混沌系
统的控制引起人们的极大关注,而针对复混沌吸引子
进行稳态控制的文献很少. 另外,实混沌系统是复混
沌系统中虚部为零的特殊情况. 因此,本文提出两种
简单可行的控制器,实现了复混沌吸引子的位置控制
和形状控制.通过选择不同的控制器,系统是否可以

被控制到任何期望的状态,这在未来需要进一步研究.

本文首先详细介绍了位置控制器的设计方法和数

学证明,并针对复Lorenz混沌系统进行仿真实验;然
后详细论述形状控制器的设计方法,并针对复Lor-
enz混沌系统进行仿真实验. 最后,通过一个物理实
例Duffing振子对提出的位置控制器和形状控制器进
行仿真实验. 仿真验证了所提出控制器的有效性,实
现对复混沌系统稳态控制.

2 复复复混混混沌沌沌吸吸吸引引引子子子的的的位位位置置置控控控制制制

由于吸引子位于一定大小的有限相空间中,对某
些变量位移不会改变系统的稳态性能,而是将吸引子
移动到不同的位置.但是,对具有多个稳态吸引子的
复混沌系统,吸引子的位置控制还是个难题,本节提
出分段函数控制器实现了吸引子位置控制.

2.1 位位位置置置控控控制制制器器器

定定定理理理 1 考虑n维复混沌系统
ż1 = f1 (z1, z2, · · · , zl−1, zl, zl+1, · · · , zn) ,
ż2 = f2 (z1, z2, · · · , zl−1, zl, zl+1, · · · , zn) ,

...
żn = fn (z1, z2, · · · , zl−1, zl, zl+1, · · · , zn) ,

(1)

其中: 复变量zl=xr
l + jxi

l(l = 1, 2, · · · , n), xr
l表示

实部, xi
l表示虚部.假设系统(1)具有吸引子Oi,吸引子

Oi具有吸引域∅i,并假设对于任意点(ż1 ż2 · · · żn)T ∈
∅i, |zl| 6 d,提出如下的分段函数h(zl)代替系统中zl

项:

h (zl) =



zl, − d 6 |zl| 6 d,

zl − 2d, d 6 |zl| 6 3d,
...

zl − 2 (i− 1) d,

(2i− 3) d 6 |zl| 6 (2i− 1) d,

0, 其他.

(2)

当zl满足(2i− 3) d 6 |zl| < (2i− 1) d (i = 1, 2,

· · · , p)时,可实现系统(1)稳态吸引子的位置控制.

证证证 假设系统分量zl满足(2i−3) d6 |zl|<(2i−
1)d (i = 1, 2, · · · , p),并在系统(1)中可进行如下变
量替换: 

y1 = z1,
...
yl−1 = zl−1,

yl = zl − 2 (i− 1) d,

yl+1 = zl+1,
...
yn = zn,

(3)
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可得
ẏ1 = f1 (y1, y2, · · · , yl−1, yl, yl+1, · · · , yn) ,
ẏ2 = f2 (y1, y2, · · · , yl−1, yl, yl+1, · · · , yn) ,

...
ẏn = fn (y1, y2, · · · , yl−1, yl, yl+1, · · · , yn) .

(4)

1)当i = 1, −d 6 |zl| < d, yl=zl,系统(4)与系统

(1)相同.

2)当i = 2, d 6 |zl| < 3d, yl = zl−2d,系统(4)为
ż1=f1 (z1, z2, · · · , zl−1, zl−2d, zl+1, · · · , zn) ,
ż2=f2 (z1, z2, · · · , zl−1, zl−2d, zl+1, · · · , zn) ,

...
żn=fn (z1, z2, · · · , zl−1, zl−2d, zl+1, · · · , zn) ,

(5)

与系统(1)相同.

3)依次类推,当i = 3, · · · , p, (2i− 3) d 6 |zl| <
(2i− 1) d, yl = zl − 2(i− 1)d,系统(4)为

ż1 =f1(z1, z2, · · · , zl−1, zl − 2(i− 1)d,

zl+1, · · · , zn),
ż2 =f2(z1, z2, · · · , zl−1, zl − 2(i− 1)d,

zl+1, · · · , zn),
...

żn =fn(z1, z2, · · · , zl−1, zl − 2(i− 1)d,

zl+1, · · · , zn),

(6)

与系统(1)相同.

所以|yl| 6 d时,系统(4)与系统(1)结构相同,具有

相同的解. 系统(4)在(2i− 3)d 6 |zl|<(2i− 1)d(i =

1, 2, · · · , p)区间内具有相同的吸引子Oi. 以此类推,

系统(1)在不同区间具有p个相同的稳态吸引子. 式(2)

中的参数d可以用来改变吸引子的位置. 证毕.

2.2 位位位置置置控控控制制制仿仿仿真真真实实实验验验

复Lorenz系统方程为
ẋ1 = a1 (x2 − x1) ,

ẋ2 = a2x1 − x1x3 − a3x2,

ẋ3 = −a4x3 +
1

2
(x̄1x2 + x1x̄2) ,

(7)

其中: x1=x
r
1+jxi

1, x2=x
r
2+jxi

2复变量, x3是实变量.

参数a1和a4是实数, a2和a3是复数,上划线x̄1(x̄2)表

示x1(x2)的共轭变量.

分离系统(7)各个变量的实部和虚部,可得

ẋr
1 = a1 (x

r
2 − xr

1) ,

ẋi
1 = a1 (x

i
2 − xi

1) ,

ẋr
2 = a2x

r
1 − xr

1x3 − a3x
r
2,

ẋi
2 = a2x

i
1 − xi

1x3 − a3x
i
2,

ẋ3 = −a4x3 + (xr
1x

r
2 + xi

1x
i
2) .

(8)

选择复Lorenz系统(7)为仿真对象.当a1=14, a2=

35, a3=1, a4=8/3,初始值为x(0)=(−1,−2,−3,−4,

1)T时, 可得系统的Lyapunov指数为LE1 = 1.1225,
LE2 = 0.0693, LE3 = −0.01168 ≈ 0, LE4 =

−0.6605, LE5 = −2.0059. 由于计算机的截断误差,
取5个数中绝对值最小的数约为零,则系统(8)的Lya-
punov指数为(+,+, 0,−,−),故系统(8)是混沌的.

根据MATLAB编程仿真,其不同投影面和投影空
间的混沌吸引子如图1所示. 其变量xr

1和xi
1的时域图

如图2所示.

(a) xr1 − x3

(b) xi1 − xi2

图 1 不同投影面和投影空间的混沌吸引子图
Fig. 1 Chaotic attractor diagram with different projection

planes and projection spaces

设计控制器为如下的分段线性函数:

h (zl) =


x, 0 6 xl 6 2d,

x− 2d, 2d 6 xl 6 4d,

x− 4d, 4d 6 xl 6 6d,

0, 其他,

(9)

其中: x = xr
1 + jxi

1, xr
l表示实部, xi

l表示虚部.

两个选定吸引子之间的距离取决于d的值,并且距
离应该大于x维度中吸引子的范围,以免两个吸引子
出现交叉,影响位置控制效果.本文选择d = 30,系
统(9)混沌吸引子的位置得到控制,相平面中出现
了3个完全一样的混沌吸引子,每个吸引子之间的距
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离是2d,如图3所示. 系统x的变化时域图如图4所示,
也说明吸引子位置发生了变化.

(a) xr1

(b) xi1

图 2 变量xr1和xi1的时域图

Fig. 2 Time domain diagram of variables xr1 and xi1

(a) xr1 − x3

(b) xi1 − xi2

图 3 混沌吸引子位置变化图
Fig. 3 Position variation diagram of chaotic attractor

(a) xr1

(b) xi1

图 4 变量xr1和xi1的位置变化图

Fig. 4 Position variation diagram of variables xr1 and xi1

从图3–4可以看出,复Lorenz系统的吸引子实现了
稳态控制,其中控制器中分段函数的数量决定了混沌
吸引子的数量,参数d的值决定了混沌吸引子位移的

值.因此,从数学理论和仿真实验两方面验证了所提
出的分段函数控制器是有效的.

3 复复复混混混沌沌沌吸吸吸引引引子子子的的的形形形状状状控控控制制制

复混沌系统可以使用参数变化或正弦函数的某些

组合实现对吸引子的形状控制,从而改变系统的动态
性能.

混沌吸引子的形状与系统参数有紧密的关系,随
着参数的变化,系统可能出现发散、周期或混沌等不
同的状态,所以改变系统参数可以控制混沌吸引子的
形状.

对于正弦函数形状控制器,考虑复混沌系统(1),
在第m个状态分量上增加正弦函数控制器,可得

ż1=f1 (z1, z2, · · · , zl−1, zl, zl+1, · · · , zn) ,
...

żm=fm (z1, z2, · · ·, zl−1, zl, zl+1, · · ·, zn)+
k (1 + i) sin (ωt) ,

...
żn=fn (z1, z2, · · · , zl−1, zl, zl+1, · · · , zn) ,

(10)
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其中k, ω是正常数. 由于正弦函数复杂的周期作用力,
相当于施加一种正弦参数激励来对复混沌系统进行

稳态控制.其中k, ω是待定的参数,选择合适的参数即
可控制混沌吸引子的形状.另外,还可以通过调节正
弦函数的参数使混沌系统处于周期状态或平衡点.

3.1 复复复Lorenz系系系统统统形形形状状状控控控制制制仿仿仿真真真实实实验验验
3.1.1 参参参数数数变变变化化化

利用上节的复Lorenz系统进行仿真实验,改变参
数a2的值,分别取a2 = 35, 35 + i时,混沌吸引子的形
状发生明显改变,称之为参数吸引子. 随着a2虚部的

增加,其混沌吸引子的形状变化如图5所示.

(a) a2 = 35

(b) a2 = 35 + i

图 5 参数a2变化时稳态吸引子图

Fig. 5 Steady state attractor diagram with parameter a2

changes

从仿真结果可知,参数变化能改变吸引子的形状.

3.1.2 正正正弦弦弦函函函数数数控控控制制制器器器

在复Lorenz混沌系统第 2个方程中添加复周期
k(1 + i)sin(ωt)函数控制器,可得

ẋ1 = a1 (x2 − x1) ,

ẋ2 = a2x1 − x1x3 − a3x2 + k (1 + i) sin (ωt) ,

ẋ3 = −a4x3 +
1

2
(x̄1x2 + x1x̄2) .

(11)

通过适当选择k和ω的值,可以实现对复Lorenz系
统吸引子形状稳态控制.当k和ω分别取(a) k = 0;
(b) k = 1, ω = 410; (c) k = 20, ω = 410; (d) k = 50,

ω = 410时,其混沌吸引子的形状变化如图6所示. 系
统xr

1的变化时域图如图7所示,也说明吸引子形状发
生了变化.

(a) k = 0

(b) k = 1, ω = 410

(c) k = 20, ω = 410

(d) k = 50, ω = 410

图 6 正弦函数参数变化时稳态吸引子图
Fig. 6 Steady state attractor diagram with sinusoidal func-

tion parameters changing
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(a) k = 0

(b) k = 1, ω = 410

(c) k = 20, ω = 410

(d) k = 50, ω = 410

图 7 正弦函数参数变化时时域图
Fig. 7 Time domain diagram of sinusoidal function with pa-

rameter change

从仿真结果比较混沌吸引子相图和时域图,说明
复Lorenz系统的吸引子形状得到控制.

3.1.3 参参参数数数变变变化化化与与与正正正弦弦弦函函函数数数控控控制制制器器器组组组合合合

利用系统(11)进行仿真实验,改变参数a2和k和

ω的值,分别取(a) a2=35 + i, k = 0; (b) a2=35 + i,
k = 50, ω = 420时,其混沌吸引子的形状变化如
图8所示. 系统xr

1的变化时域图如图9所示,也说明吸
引子形状发生了变化.

(a) a2 = 35 + i, k = 0

(b) a2 = 35 + i, k = 50, ω = 420

图 8 参数a2与正弦函数参数同时变化时稳态吸引子图

Fig. 8 Steady state attractor diagram with parameter a2

changes and sinusoidal function parameters changing

从仿真结果可知,参数变化与正弦函数控制器组
合能够改变吸引子的形状.

比较第3.1节中混沌吸引子的相图和时域图,可得

注注注 1 系统参数变化可以改变混沌吸引子的形状.

注注注 2 控制器中正弦函数的参数k和ω的值决定了混沌

吸引子的形状,说明提出的吸引子形状控制器是有效的.

注注注 3 系统中参数变化与正弦函数控制器组合可以控

制混沌吸引子的形状.

(a) a2 = 35 + i, k = 0
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(b) a2 = 35 + i, k = 50, ω = 420

图 9 参数a2与正弦函数参数同时变化时时域图

Fig. 9 Time domain diagram with parameter a2 changes and
sinusoidal function parameters changing

由仿真结果可知,参数变化或正弦函数控制器都
能改变混沌吸引子的形状.参数变化虽然原理简单,
但是在实际工程中不易实现. 正弦控制器易于工程实
现,具有实用价值.

4 Duffing振振振子子子的的的位位位置置置控控控制制制和和和形形形状状状控控控制制制
G.Duffing提出Duffing动力学方程用于描述许多

机械问题中的硬弹簧效应. Duffing振子模型是混沌系
统,具有丰富的动力学特性. 本节分别对Duffing振子
吸引子的位置和形状进行控制. Duffing振子方程为
式(12)

ẍ+ 0.5ẋ− x+ x3 = γ cos(wt). (12)

将其转化为状态方程为式(13){
ẋ = y,

ẏ = −0.5y + x− x3 + γ cos(wt).
(13)

4.1 Duffing振振振子子子的的的位位位置置置控控控制制制
设计位置控制器为如下的分段线性函数:

h (y) =


y, 0 6 y 6 2d,

y − 2d, 2d 6 y 6 4d,

y − 4d, 4d 6 y 6 6d,

0, 其他.

(14)

本文选择d = 1.5,当γ = 0.7,初始值为(1 1)T时,
Duffing振子的混沌吸引子的位置得到控制,两个吸引
子之间的距离取决于d的值.相平面中出现了3个完全
一样的混沌吸引子,每个吸引子之间的距离是2d,如
图10所示. 系统状态y的变化时域图如图11所示,也说
明吸引子位置发生了变化.

从图10和图11可以看出, Duffing振子的吸引子实
现了稳态控制,其中控制器中分段函数的数量决定了
混沌吸引子的数量,参数d的值决定了混沌吸引子位

移的值.因此,验证了所提出的分段函数控制器是有
效的.

图 10 Duffing振子混沌吸引子位置变化图

Fig. 10 Position variation diagram of Duffing oscillator

chaotic attractor

图 11 变量y的时域图

Fig. 11 Time domain diagram of variables y

4.2 Duffing振振振子子子的的的形形形状状状控控控制制制
在Duffing振子方程中添加周期ρsin(ωt)函数控制

器,可得式(15),即{
ẋ = y,

ẏ = −0.5y + x− x3 + γ cos(wt) + ρ sin(wt).
(15)

通过适当选择ρ和ω的值,可以实现对Duffing振
子吸引子形状稳态控制.当 ρ和 ω分别取(a) ρ = 0;
(b) ρ = 1, w = 0.2; (c) ρ = 1, w = 0.7; (d) ρ = 0.5,
w = 0.2时,其混沌吸引子的形状变化如图12所示. 系
统状态y的变化时域图如图13所示,也说明吸引子形
状发生了变化.

(a) ρ = 0
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(b) ρ = 1, w = 0.2

(c) ρ = 1, w = 0.7

(d) ρ = 0.5, w = 0.2

图 12 正弦函数参数变化时Duffing振子稳态吸引子图
Fig. 12 Steady state attractor of diagram Duffing oscillator

with sinusoidal function parameters changing

从仿真结果比较混沌吸引子相图和时域图,随着
正弦函数控制器参数变化, Duffing振子的吸引子形状
得到控制,验证了正弦函数控制器的有效性.

(a) ρ = 0

(b) ρ = 1, w = 0.2

(c) ρ = 1, w = 0.7

(d) ρ = 0.5, w = 0.2

图 13 正弦函数参数变化时Duffing振子时域图
Fig. 13 Time domain diagram of Duffing oscillator with sinu-

soidal function parameter change

因此, Duffing振子吸引子的位置和形状得到控制,
通过实际物理系统验证了所提出的分段函数控制器

和正弦函数控制器的有效性.

5 结结结论论论

本文分别提出两种控制器,对复混沌的稳态吸引
子进行位置控制和形状控制,实现复混沌系统的稳态
控制.针对复混沌吸引子的位置控制,本文采用分段
线性函数控制器,其中改变分段函数的间隔d能够控

制两个混沌吸引子的距离,分段函数的分支数量决定
混沌吸引子的数量. 针对复混沌吸引子的形状控制,
本文采用参数变化或正弦函数作为控制器,能够改变
复混沌吸引子的形状.仿真验证了上述控制器的有效
性.
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这些控制器原理简单,易于工程实现,具有一定的
应用价值.人们可以通过控制器的设计得到期望的混
沌动力学特性.
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