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摘要:针对参考轨迹曲率变化大导致前视距离(LAD)调整不及时,使得无人船(USV)轨迹跟踪误差收敛慢的问题,
本文利用轨迹跟踪几何关系,建立位置跟踪误差动态系统,引入曲率参数设计一种新型的时变前视距离(NTLAD),
提出一种快速有限时间收敛的轨迹跟踪引导律(FFTC-GL),包括期望艏向引导律和期望巡航速度引导律研究,以快
速准确跟踪大范围曲率的轨迹. 首先,构造NTLAD的稳定约束条件,结合图解法求解NTLAD函数,实现法向误差快
速有限时间收敛,并且引入曲率参数,快速准确地跟踪不同曲率的轨迹. 其次,基于切向误差的有限时间技术,设计
快速有限时间速度引导律,实现切向误差动态系统的有限时间稳定. 最后,通过对比有限时间上确界,表明引导律
对位置跟踪误差收敛的快速性. 轨迹跟踪仿真表明FFTC-GL能够在有限时间内跟踪参考轨迹,保证曲线拐点位置
跟踪误差快速收敛.
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Guidance law with fast finite time convergence for trajectory tracking

HUANG Yan-wei, LIN Tao, HUANG Wen-chao†, CHEN Shao-bin
(College of Electrical Engineering and Automation, Fuzhou University, Fuzhou Fujian 350116, China)

Abstract: Due to look-ahead distance (LAD) is not adjusted in time to track the reference trajectory with a large range
of curvature, and unmanned surface vehicle (USV) tracks the trajectory with a slow convergence. The position tracking
error of dynamic systems is established by the geometric relationship of trajectory tracking, guidance law with fast finite
time convergence (FFTC-GL) is proposed with a novel time-varying LAD (NTLAD) with curvature parameters to speed
trajectory tracking. FFTC-GL includes the desired heading guidance law and the desired cruise speed guidance law. Firstly,
NTLAD function is solved by graphical method based on the stability constraints of NTLAD to realize fast finite time
convergence of cross-error, and the curvature parameter is introduced to track the curve trajectory in a large range of
curvature. Secondly, the fast finite time speed guidance law is designed by the finite time term of along-error to realize
the finite time stability of along-error dynamic system. Moreover, the upper bound of the convergence time is deduced for
FFTC-GL. Finally, simulations of the trajectory tracking for USV indicate that, FFTC-GL can track the reference trajectory
quickly and accurately, both for straight lines and curve with a large range of curvature.
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1 引引引言言言

引导律(guidance law, GL)设计是实现无人船(un-
manned surface vehicles, USV)轨迹跟踪的基础,包
括艏向引导律和速度引导律 (speed guidance law,
SGL)[1]. 目前已经有许多艏向引导律,包括视线(line-
of-sight, LOS)引导法、纯追踪法[2]、矢量场引导法[3]

等. 由于对高频噪声的敏感性低、计算量小, LOS引导
法在轨迹跟踪中得到了广泛应用[4–5]. 传统几何法
(geometric method, GM)设计LOS(GM-LOS)包括侧
滑角、前视距离(look-ahead distance, LAD)和法向误
差3个关键参量[6],但GM-LOS是一种理想化方法,跟
踪参考轨迹存在较大的误差. 于是,基于GM-LOS提
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出了许多新的改进方法. 文献[7]提出积分法估计和补
偿侧滑角以确保USV精确行驶,但积分项存在时间滞
后,适用于缓慢变化的曲线跟踪. 文献[8]提出扩展
LOS,用于调整曲线路径跟踪的前视距离,使得侧滑
角和艏向误差同时得到补偿,取得了很好的控制效果.
这些方法实现了位置跟踪误差系统的渐近稳定,但不
关注法向误差的收敛快速性. 文献[9]提出了半径随法
向误差呈指数变化的包围圈LOS,以实现船舶快速收
敛到参考轨迹. 文献[10]以有限时间的方式设计双曲
正切LOS协同控制艏向和纵向速度,使得法向误差更
敏感地激发艏向制导,以实现快速跟踪期望艏向,达
到快速收敛法向误差的目的. 文献[9–10]从仿真上验
证了法向误差的快速收敛,但理论上未能分析出确切
的收敛时间. 文献[11–12]引入带符号函数的法向误
差绝对值ρ次幂函数,随着ρ的减小,收敛时间上确界
减小,起到快速调节法向误差的作用,设计有限时间
收敛LOS(finite time convergence LOS, FTC-LOS),实
现了位置跟踪误差的快速收敛. 然而,有限时间收敛
不仅与法向误差有关,而且与前视距离有关[13],但文
献[11–12]对前视距离采用了模糊法和常值法,没有考
虑跟踪大范围曲率轨迹带来的影响,增大了拐点处的
法向跟踪误差. 因此,研究一种新型的时变前视距离
(novel time-varying LAD, NTLAD)对提升LOS的有
限时间收敛至关重要.

NTLAD不仅能调整法向误差进而修正艏向角度,
而且能及时应对大范围曲率变化. 传统时不变前视距
离(time-invariant LAD, TILAD)采用常值跟踪参考轨
迹[14],但常值法灵活性低,适用于直线跟踪. 为增加
灵活性,设计基于法向误差的时变前视距离 (time-
variant LAD, TVLAD)[15],但跟踪大范围曲率的参考
轨迹时法向误差收敛慢,适用于缓慢变化曲线.模糊
法采用法向误差和其导数项制定模糊规则,设计模糊
前视距离[16],但随着前视距离中考虑的因素增多,模
糊规则制定也变得复杂. 自适应法根据船长和法向误
差设计前视距离[1],并对前视距离限幅,防止前视距
离过大造成局部指数稳定区域受限,该方法在实际轨
迹跟踪中较为实用. 广泛使用的还有复合型前视距
离[17–18],同时考虑曲率、巡航速度、法向误差等因素
对前视距离的影响,以直观的方式分析轨迹跟踪误差
与曲率和速度的关系.尽管前视距离的设计方法在不
断改良,但更多的是根据经验设计前视距离,缺乏必
要的理论分析.因此,基于FTC-LOS,研究随法向误差
和曲率变化的NTLAD,分析其对时间收敛性的影响,
提出一种快速有限时间收敛(fast FTC, FFTC)的LOS
(FFTC-LOS).

基于NTLAD的FFTC-LOS设计解决法向误差的
快速有限时间收敛,但切向误差的收敛未得到处理.
速度引导律是实现切向误差收敛的关键,文献[19]根

据曲率自适应调整期望巡航速度,但缺少切向误差动
态系统的稳定性分析.文献[20]基于扩展扰动观测器
设计期望巡航速度,保证位置跟踪误差收敛到原点的
集合.文献[6]利用GM法设计期望巡航速度,实现了
切向误差渐近收敛. 基于文献[6]的研究成果,文献[1]
进一步对速度项采用PD控制,改善了系统的动态性
能.这些设计方法能够保证切向误差渐近收敛,但难
以保证有限时间收敛. 基于NTLAD补偿理想艏向角
和FFTC-LOS的误差,引入带符号函数的切向误差绝
对值ρ次幂函数,提出一种FTC的SGL(FTC-SGL),实
现切向误差动态系统的有限时间稳定性.

针对跟踪大范围曲率轨迹易导致前视距离调整不

及时,使得USV位置跟踪误差收敛慢的问题,提出一
种FFTC的GL(FFTC-GL)用于轨迹跟踪. FFTC-GL设
计包括FFTC-LOS和FTC-SGL.首先,在FTC-LOS基
础上,引入曲率变量设计前视距离,提出一种FFTC-
LOS,定义艏向引导律李亚普诺夫稳定约束条件,利
用图解法求解NTLAD函数,以快速收敛大范围曲率
点处的法向误差. 其次,引入切向误差有限时间项,设
计FTC-SGL实现切向误差快速收敛. 最后,分别推导
出FFTC-GL与FTC-LOS的有限时间收敛上确界,表
明FFTC-GL对轨迹跟踪误差收敛的快速性. 通过仿真
表明FFTC-GL方法能够在有限时间内更准确和快速
的跟踪大范围曲率变化的轨迹.

2 USV位位位置置置跟跟跟踪踪踪误误误差差差动动动态态态系系系统统统
2.1 USV数数数学学学模模模型型型
基于FFTC-GL的前后不对称USV轨迹跟踪原理

图,如图1所示. 其中, (x, y)和(x̄, ȳ)分别为USV在北
东坐标系下的重心Oc坐标和摆动Ob坐标; u, v̄, r分别
为船体坐标系下的纵向速度、横向速度和艏摇角速

度; x̄e和ȳe分别为切向误差和法向误差; (xd(t), yd(t))

为期望轨迹点; ψ为艏向角; ψp(t)为期望航向角;
Ū =

√
u2 + v̄2为巡航速度; β为侧滑角.

p

X

Y

图 1 FFTC-GL轨迹跟踪原理图

Fig. 1 The geometrical illustration of FFTC-GL
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由于USV的前后不对称特性使得偏航力矩τr同时
影响横荡运动v̇和艏摇运动ṙ,给控制器的设计和系统
稳定性分析带来困难.为了消除τr对v̇的影响,重新定
义横向速度 v̄ = v + (m23/m22)r

[21],将USV的重心
Oc(x, y)移动到摆动中心Ob(x̄, ȳ),前后不对称USV
的运动学模型为

˙̄x = u cosψ − v̄ sinψ,
˙̄y = u sinψ + v̄ cosψ,

ψ̇ = r.

(1)

前后不对称USV的动力学模型为
u̇ = a11v̄r + a12r2 + a13u+ a14(τu + τuw),
˙̄v = a21ur + a22v̄ + a23r + a24τvw,

ṙ = (a31v̄ + a32r)u+ a33v̄ + a34r+

a35τvw + a36(τr + τrw),

(2)

式中: a11 = m22 / m11, a12 = (m32 −m23) / 2m11,
a13 = −d11 / m11, a14 = 1 / m11, a21 = −m11/m22,
a22 = −d22 / m22, a23 = (d22m23 − d23m22) / m2

22,
a24 = 1/m22.

设Γ = m22m33− m23m32, 则a31 = m22(m11−
m22)/Γ, a32 = 0.5(m23 − m32)(m22 − 2m11)/Γ ,
a33 = (d22m32 − d32m22)/Γ , a34 = (m22m32d23 −
m22m22d33 + m22m23d32 − m23m32d22) / (m22Γ ),
a35 = −m32/Γ, a36 = m22/Γ . τr为偏航力矩, τu为
纵向推力, τuw, τvw, τrw分别为作用在纵荡运动u̇,横
荡运动 ˙̄v和艏摇运动ṙ上的扰动.其中m11,m22,m33,

m23,m32是惯性系数; d11, d22, d33, d23, d32是阻尼系
数.

2.2 位位位置置置跟跟跟踪踪踪误误误差差差动动动态态态系系系统统统

由图1几何关系,切向误差x̄e和法向误差ȳe为[
x̄e

ȳe

]
=

[
cosψp(t) sinψp(t)

− sinψp(t) cosψp(t)

][
x̄− xd(t)

ȳ − yd(t)

]
, (3)

式中ψp(t)为

ψp(t) = arctan
ẏd(t)

ẋd(t)
. (4)

式(3)对时间t求导,则位置跟踪误差动态系统为

˙̄xe=−up+rpȳe+u cos(ψ−ψp)−v̄ sin(ψ−ψp)=

−up+rpȳe+Ū cos(ψ−ψp+β), (5)

˙̄ye=−rpx̄e+u sin(ψ−ψp)+v̄ cos(ψ−ψp)=

−rpx̄e+Ū sin(ψ−ψp+β), (6)

式中: up =
√
ẋ2
d + ẏ2d > 0为期望轨迹点航速, rp =

ψ̇p(t)为期望艏摇角速度.

轨迹跟踪引导律包括艏向引导律和速度引导律.
针对LOS引导律难以快速准确地跟踪大范围曲率的
轨迹,本文引入曲率参量设计一种新型的时变前视距

离,提出FFTC-LOS和FTC-SGL,实现轨迹跟踪误差
动态系统(5)–(6)在有限时间内渐近稳定且能够保证
跟踪大范围曲率的轨迹位置误差快速收敛.

3 FFTC-LOS艏艏艏向向向引引引导导导律律律
LOS包括法向误差、前视距离、侧滑角等3个因素,

主要有几何法[6]、积分法[7]等设计方法. 几何法在大
曲率轨迹跟踪易因前视距离调节不及时,增大了ȳe,
更适用于直线跟踪;积分法假设侧滑角很小,适用于
跟踪曲率缓变的曲线或直线轨迹. 针对USV路径跟
踪,在假设侧滑角很小的情况下,构造法向误差的有
限时间收敛函数和模糊前视距离,提出了一种FTC-
LOS引导律[11],

ψd = ψp − arctan
sigρȳe
∆f

− β, (7)

式中: 有限时间项 sigρȳe = |ȳe|ρsgn ȳe, 0<ρ<1, ∆f

为模糊前视距离,采用法向误差和其导数制定模糊规
则,取得了很好的控制效果.但未考虑到轨迹曲率变
化. 本文针对大范围曲率变化的轨迹,设计一种NT-
LAD来改进FTC-LOS,实现FFTC-LOS,

ψd = ψp − arctan
ksigρȳe
∆d

− β, (8)

式中: ∆d为NTLAD, k > 1为常数. FFTC-LOS可实
现快速调节前视距离以适应大范围曲率的轨迹跟踪,
更能满足轨迹跟踪技术对时间快速性的要求.

3.1 ∆d的的的稳稳稳定定定约约约束束束条条条件件件

∆d需满足FFTC-LOS稳定性条件,定义关于位置
误差的Lyapunov函数

V = V1 + V2, (9)

式中V1 =
1

2
ȳ2e和V2 =

1

2
x̄2
e分别表示关于 ȳe和 x̄e的

Lyapunov函数.

V1对时间求导,并结合式(6)(8)可得

V̇1 = −rpx̄eȳe+Ū ·

sin(ψ − ψd − arctan
ksigρȳe
∆d

)ȳe =

−rpx̄eȳe − Ū
cos(−ψe)k|ȳe|1+ρ√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d

·

[1− ∆d tan(−ψe)

ksigρȳe
], (10)

式中ψe = ψd − ψ为艏向跟踪误差.

引引引理理理 1 设计的有限时间控制律能够让ψe渐近

稳定,即|ψe| < ε, ε ∈ [0,
π

2
]之间任意小的正数[8].

V2对时间求导,并结合式(5)可得

V̇2 = rpȳex̄e + (Ū cos(ψ − ψp + β)− up)x̄e. (11)

由式(10)–(11)可知rpȳex̄e项可以相互抵消,要使
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得V̇ < 0,令V̇1中1−∆d tan(−ψe)/ksigρȳe > 1,有

1

∆d

>
tan(−ψe)

ksigρȳe
. (12)

∆d满足式(12)成立可保证FFTC-LOS的渐近稳定.

3.2 ∆d设设设计计计

∆d设计是艏向引导律设计中的关键一环,主要有
常数型[14]、复合型[18, 22]等. 常数型前视距离不能自适
应变化,灵活性低;复合型前视距离设计中增加轨迹
曲率,巡航速度和位置误差等因素,以直观方式分析
轨迹跟踪误差与曲率和速度的关系.这些前视距离缺
乏理论分析基础,也未分析位置跟踪误差的有限时间
收敛性.

为了实现大范围曲率的轨迹跟踪, ∆d设计为

∆d = ∆1f(|ȳe|) +∆2, (13)

式中: f(|ȳe|)是时变前视距离函数,且f(|ȳe|)∈ [0, 1],
∆1和∆2为曲率变参量.

3.2.1 图图图解解解法法法设设设计计计f(|ȳe|)

根据几何关系,理想的艏向角ψ为[8]

ψ = ψp − arctan
ȳe
∆

− β, (14)

式中: ∆为前视距离参量,且∆ = ∆min +∆max,其
中∆min > 0, ∆max > 0为正整数. 采用理想艏向角代
替实际反馈艏向角是为了令∆d和理想几何法中的

∆相关联,获得一个可参考对象,使得∆d自适应变化,
以便满足引导子系统的有限时间稳定性.

令0 < ∆d 6 ∆,式(8)减式(14)可得

−ψe = arctan
ksigρȳe
∆d

− arctan
ȳe
∆
. (15)

选择合适的k和ρ,令|ksigρȳe| > |ȳe|,则理想艏向
角与FFTC-LOS的艏向差值不等式满足

arctan
|ksigρȳe|
∆d

− arctan
|ȳe|
∆

> |−ψe|. (16)

对式(16)两边取tan可得

|ksigρȳe|∆− |ȳe|∆d

∆∆d + |ksigρȳe| |ȳe|
> tan|−ψe|. (17)

由式(12)可知,一定存在0 < γ < 1/∆d满足

tan |−ψe| = γ|ksigρȳe|. (18)

式(18)代入式(17)可得

|ksigρȳe|∆− |ȳe|∆d >
γ|ksigρȳe|∆∆d + γ|ksigρȳe|2|ȳe|. (19)

化简式(19)可得

∆ > ∆d

(1− γ∆d)

|ȳe|
|ksigρȳe|

+

γ

(1− γ∆d)
|ksigρȳe| |ȳe|. (20)

对式(20)分类讨论,若
∆d

(1− γ∆d)
>

γ

(1− γ∆d)
,

则

∆ > γ

(1− γ∆d)
(

|ȳe|
|ksigρȳe|

+ |ksigρȳe| |ȳe|) >

2
γ

(1− γ∆d)
|ȳe|. (21)

设γ = 1/(n∆d),且n > 1,结合式(21)可得

f(|ȳe|) >
2

(n− 1)∆∆1

|ȳe| −
∆2

∆1

. (22)

若
∆d

(1− γ∆d)
<

γ

(1− γ∆d)
,则

∆ > ∆d

(1− γ∆d)
(

|ȳe|
|ksigρȳe|

+ |ksigρȳe| |ȳe|) >

2
∆d

(1− γ∆d)
|ȳe|. (23)

由式(23)可得

f(|ȳe|) 6
(n− 1)∆

2n∆1

1

|ȳe|
− ∆2

∆1

. (24)

根据式(22)(24),利用图解法选择合适的f(|ȳe|).

如图2,定义曲线为f1(|ȳe|)=
(n− 1)∆

2n∆1

1

|ȳe|
−∆2

∆1

,

曲线f1(|ȳe|)与横轴的交点为(a2, 0) = ((n−1)∆ /
2n∆2, 0),设直线为 g(|ȳe|) = 2 / (n− 1)∆∆1|ȳe|−
∆2

∆1

,直线g(|ȳe|)与横轴的交点为((n− 1)∆∆2/2, 0),

若(n−1)∆/2n∆2 < (n− 1)∆∆2/2, 则∆2 >
√
1/n,

故选择g(|ȳe|)=f3(|ȳe|),交点为(a3, 0);若(n− 1)∆/
2n∆2 > (n− 1)∆∆2 / 2,则∆2 <

√
1 /n,则 选 择

g(|ȳe|) = f2(|ȳe|),交点为(a1, 0).

图 2 图解法求解f(|ȳe|)

Fig. 2 Graphical method to solve f(|ȳe|)

通常∆2 >
√
1/n,且f(|ȳe|) > 0,故可选择f(|ȳe|)

为图2中的阴影部分,即
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f(|ȳe|) = k2e
− ln(c1k2)

a2
|ȳe|, (25)

式中: 0 < k2 < 1; c1 > 0为充分大的正常数.

与式 (7)的模糊∆f ,式 (14)的常值∆不同的是,
f(|ȳe|)的设计能够调整ȳe补偿ψe. 由式(18)(25)可知
补偿方式为:当ȳe ̸= 0,且|ȳe| > a2,则f(|ȳe|)趋于0,
∆d ≈ ∆2,较小的∆d使ȳe快速收敛. 当ȳe ≈ 0,由式
(18)可知tan |−ψe| ≈ 0,及时修正ψe. 因此,若ȳe能有
限时间收敛,则ψe也能够有限时间收敛.

3.2.2 ∆1和和和∆2的的的变变变化化化律律律

为实现∆d适应时变轨迹曲率,将∆1和∆2设计为

∆1 = ∆max(1− k3
c(t)

η
), (26)

∆2 = ∆min(1− k3
c(t)

η
), (27)

式中: 0 < k3 < 1; η为轨迹曲率最大值; c(t)为轨迹
曲率, c(t)表达式为

c(t) =
|x′

dy
′′
d − x′′

dy
′
d|

(x
′2
d + y

′2
d )

3
2

. (28)

结合式(25)–(27),将∆d表示为

∆d = ∆max(1− k3
c(t)

η
)k2e

− ln(c1k2)
a2

|ȳe| +

∆min(1− k3
c(t)

η
). (29)

由式(29)可知, NTLAD的整体调节方式为:当ȳe
较大时, ∆d = ∆2,不论c(t)如何变化,均以较小的∆d

使ȳe快速收敛. 当ȳe较小时, ∆d = ∆1k2 +∆2,此时,
需要应对c(t)的变化. 如式(26)–(27),当c(t)增大至η
时,则∆1k2 +∆2减小,采取较小的∆d跟踪大曲率拐

点,当c(t)减小至0时,则∆1k2 +∆2增大,采取较大的
∆d跟踪平缓曲线.

然而, FFTC-LOS仅保证法向误差快速有限时间
收敛. 要满足切向误差收敛,巡航速度的设计是关键.

4 FTC-SGL设设设计计计
目前巡航速度的设计方法有自适应法[19], PD控

制[1]等. 自适应法根据曲率调整期望巡航速度,但缺
少对位置跟踪误差系统的稳定性分析. PD法对速度项
采用PD控制策略,改善了系统的动态性能,但轨迹跟
踪控制要求有时间约束,这些方法仅满足x̄e渐近收敛,
难以保证有限时间收敛. 因此,引入x̄e的有限时间项,
设计FTC-SGL保证x̄e有限时间收敛.
假设∆d及时补偿ψe,即∆d作用下ψe很小,则

sin(−ψe)≈ 0, cos(−ψe) ≈ 1. 因此,式(5)可重写为

˙̄xe = −up + rpȳe + Ū cos(ψ − ψp + β) =

−up + rpȳe + Ū
∆d√

[ksigρȳe]
2
+∆2

d

. (30)

引入 x̄e的有限时间项 k1sig
ρx̄e, 0<k1 < 0.5,设

计FTC-SGL为

Ūd=
(up−k1sigρx̄e)

√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d

∆d

. (31)

由式(31),期望纵向速度ud为

ud =
√
Ū 2

d − v̄2. (32)

纵向速度指令可以通过纵向速度控制器进行良好

跟踪,令Ū = Ūd,将式(31)代入式(30), x̄e ˙̄xe可表示为

x̄e ˙̄xe = (rpȳe − k1sig
ρx̄e)x̄e =

(rpȳe − k1|x̄e|ρ)x̄e = rpȳex̄e − k1|x̄e|1+ρ. (33)

由式(10)可知ȳe ˙̄ye为

ȳe ˙̄ye = −rpx̄eȳe −
µkφ|ȳe|1+ρ√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d

, (34)

式中: φ = 1 − ∆d tan (−ψe) / k sigρȳe > 0, µ =

Ū cos(−ψe) > 0.

位置误差的Lyapunov函数(9)的时间导数为

V̇ = x̄e ˙̄xe + ȳe ˙̄ye. (35)

由式(33)–(34)可得

V̇ = − µkφ|ȳe|1+ρ√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d

− k1|x̄e|1+ρ. (36)

令µ1 = min{µkφ/

√√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d, k1}, 则

式(36)满足

V̇ 6 −µ1((x̄
2
e)

1+ρ
2 + (ȳ2e )

1+ρ
2 ) 6

−µ1(x̄
2
e + ȳ2e )

1+ρ
2 = −2

1+ρ
2 µ1V

1+ρ
2 . (37)

式(37)表明系统渐近稳定.

5 收收收敛敛敛有有有限限限时时时间间间分分分析析析

引引引理理理 2[11] 如果存在ẋ = f(x), x ∈ Rn,且假设
f(x)连续.若存在V0(x) > 0且满足

V0(0) = 0, V̇0(x) 6 −αV ε
0 (x), (38)

式中: α > 0,且0 < ε < 1,那么系统有限时间稳定.
所有误差信号可以在Ts内收敛到0,满足

Ts(x0) 6
V0(x0)

1−ε

α(1− ε)
. (39)

由式(37)可知FFTC-GL的有限时间Ts为

Ts 6
V0(0)

1−ρ
2 2

1−ρ
2

µ1(1− ρ)
. (40)

5.1 FFTC-GL有有有限限限时时时间间间上上上确确确界界界

若k1 < µkφ/
√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d, 则µ1 = k1, 可
得Ts的上确界为
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Ts 6
[
1

2
x̄2
e(0) +

1

2
ȳ2e (0)]

1−ρ
2 2

1−ρ
2

k1(1− ρ)
. (41)

若k1 > µkφ/
√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d,则

µ1 = µkφ/
√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d,

当x̄e → 0且ȳe → 0,可得

lim
x̄e→0
ȳe→0

µkφ√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d

=
upk

∆1k2 +∆2

. (42)

由式(42)可知, Ts的上确界为

Ts 6
[
1

2
x̄2
e(0) +

1

2
ȳ2e (0)]

1−ρ
2 2

1−ρ
2

Ω(1− ρ)
, (43)

式中: Ω = upk/(∆1k2 +∆2). 当曲率c(t)增大,由式

(26)–(27)可知∆1和∆2减小,使得Ω增大.由式(43)可

知Ω增大,则FFTC-GL的有限时间上确界Ts减小,以

保证跟踪大曲率点时收敛更快速.

5.2 FTC-LOS有有有限限限时时时间间间上上上确确确界界界

为对比FFTC-GL的有限时间,计算文献[11]提出

的FTC-LOS的有限时间上确界Tss. 根据文献[11],首

先需要选取µ2满足

µ2 = min{ ud

cosβ
√
∆2

f + (ȳe + αf)
2
, k4}, (44)

式中: αf =sigρ(|ȳe|)− ȳe, 0 < k4 < 1, 0.9 < cosβ <

1.当x̄e → 0且ȳe → 0时,假设ud = Ūd,则

µ2 = lim
x̄e→0
ȳe→0

ud

cosβ
√
∆2

f + (ȳe + αf)
2
=

up

cosβ∆f

,

(45)

式中: ∆f = ∆min +Π(ȳe, ˙̄ye)(∆max −∆min), Π(ȳe,

˙̄ye)为模糊函数,当ȳe = 0, ˙̄ye = 0时,应取较大的∆f ,

故取Π(0, 0) = 1.

一般有µ2 < k4,则FTC-LOS有限时间上确界为

Tss 6
[
1

2
x̄2
e(0) +

1

2
ȳ2e (0)]

1−ρ
2 2

1−ρ
2

(1− ρ)up/∆max

. (46)

式(46)中, ∆max始终是个常值,对于曲率快速变化

的参考轨迹, FTC-LOS的有限时间上确界Tss不作改

变,导致跟踪误差收敛慢. 但FFTC-LOS的上确界式

(43)受轨迹曲率的影响能够调整收敛时间,跟踪大范

围曲率点时起到快速收敛的作用.

5.3 有有有限限限时时时间间间上上上确确确界界界对对对比比比

若k1 > µkφ/
√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d,则 对 比 式(43)

和式(46)的上确界,由式(26)–(27)可知, ∆1k2 +∆2 =

∆max(1−k3
c(t)

η
)k2+∆min(1−k3

c(t)

η
),若c(t) = 0,

则∆1k2 +∆2 = ∆maxk2 +∆min,由于k, k2满足k >
1, 0 < k2 6 0.5,则∆maxk2 +∆min <∆max,满足

k

∆1k2 +∆2

>
1

∆max

. (47)

式(47)成立,故FFTC-GL的有限时间上确界小,体
现了收敛快速性. 若0 < c(t) < η,随着曲率的增加,
∆maxk2 +∆min减小, ∆maxk2 +∆min < ∆max仍成

立,则式(47)依然能够满足.

若k1 < µkφ/
√
[ksigρȳe]

2
+∆2

d,则对比式(41)和
式(46)的上确界,通常up 6 2m/s, ∆max > 6[9],可选
择合适的k1,满足k1 > up/∆max,则

k1 >
1

∆max

up. (48)

式(48)成立,即FFTC-GL的上确界小于FTC-LOS,
满足收敛快速性. 通过有限时间上确界的分析对比
式(47)和式(48),意味着FFTC-GL的有限时间上确界
更小,可保证位置误差动态系统(5)–(6)有限时间快速
收敛. FFTC-GL作为引导子系统提供轨迹跟踪的期望
艏向和期望速度,要设计控制子系统使得USV跟踪引
导信号,以实现级联系统的稳定性.

6 有有有限限限时时时间间间控控控制制制律律律设设设计计计

本节计算控制输入τr和τu. 由式(2)可知速度误差
和艏摇角速度状态方程为[

u̇e

ṙ

]
=

[
gu(·) + δfu + τ̃u
gr(·) + δfr + a36τr

]
, (49)

式中: gu= −a11v̄r−a12r2+a13ue, δfu=a14τuw, τ̃u=
−a13ud − a14τu, gr = (a31v̄+ a32r)u+ a33v̄+ a34r,
δfr = a35τvw + a36τrw.

6.1 偏偏偏航航航力力力矩矩矩τr设设设计计计

选择滑模面为

s1 = b0ψe + b1ψ̇e, (50)

式中: b0和b1是正常数. 假设在一个采样周期内
ψ̇d = 0,则s1的导数满足

ṡ1 = −b1[gr(·) + δfr + a36τr]− b0r. (51)

选择Lyapunov函数V3 =
1

2
s21, V3的导数为

V̇3 = s1[−b1(gr(·) + δfr + a36τr)− b0r]. (52)

设计偏航力矩τr为

τr =
1

a36
[−b0
b1
r − gr(·)− δfr + k5sig

ρ1s1], (53)

式中: k5>0为正常数. 将式(53)代入式(52),可得V̇3=

−b1k5sigρ1s1 ·s1 = −b1k5|s1|ρ1+1 < 0,则艏向跟踪
误差ψe在控制律(53)作用下能够渐近稳定,说明ψe是
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有界的,满足艏向引导律设计第3.1节中的引理1.

6.2 纵纵纵向向向推推推力力力τu设设设计计计

选择滑模面为

s2 = b2ue + b3
w t

0
uedτ, (54)

式中b2和b3是正常数. 假设在一个采样周期内u̇d =

0,则s2的导数满足

ṡ2 = b2[gu(·) + δfu + τ̃u] + b3ue. (55)

选择Lyapunov函数V4 =
1

2
s22, V4的导数为

V̇4 = s2[b2(gu(·) + δfu + τ̃u) + b3ue]. (56)

设计τ̃u为

τ̃u = −b3
b2
ue − gu(·)− δfu − k6sig

ρ1s2, (57)

式中: k6 > 0为正常数. 将式 (57)代入式 (56),可得
V̇4 = −b2k6sigρ1(s2)s2 = −b2k6|s2|ρ1+1<0,则纵向
速度跟踪误差ue在控制律(57)作用下能够渐近稳定,
说明ue有界.

6.3 控控控制制制系系系统统统有有有限限限时时时间间间分分分析析析

令µ3 = min{b1k5, b2k6}, V5 = V3 + V4,则V5导

数为

V̇5 = −b1k5|s1|ρ1+1 − b2k6|s2|ρ1+1 6

−µ3(s
2
1 + s22)

ρ1+1
2 = −2

ρ1+1
2 µ3V

ρ1+2
2

5 . (58)

根据引理2可知控制子系统的有限时间Tc为

Tc 6
V5(0)

1−ρ1
2 2

1−ρ1
2

µ3(1− ρ1)
. (59)

由式(59)可得控制系统在有限时间内稳定. 因此,
在控制律(53)(57)作用下,艏向和速度状态能够在有
限时间内跟踪FFTC-GL提供的引导期望值ud和ψd,
说明艏向跟踪误差ψe和纵向速度跟踪误差ue在有限

时间内是有界的.

7 级级级联联联系系系统统统稳稳稳定定定

设x1=[x̄e ȳe]
T, x2 = [ue ψe]

T,由式(33)–(34)以
及式(49)可得

ẋ1 =

 rpȳe − k1|x̄e|ρ

−rpx̄e −
µk|ȳe|ρ√

(ksigρȳe)2 +∆2
d

+


0

µk
∆d tan(−ψe)

ksigρȳe
|ȳe|ρ√

(ksigρȳe)2 +∆2
d

 =

f1(t, x1) + g(t, x1, x2),

ẋ2 =

[
u̇e

ψ̇e

]
=

[
gu(·) + δfu + τ̃u

−r

]
= f2(t, x2).

(60)

通过FFTC-GL引导子系统和控制子系统的稳定性
分析易知f1(t, x1), f2(t, x2)满足有限时间收敛,故满
足附件引理3的条件1)–2).

令V6(t, x1) =
1

2
x̄2
e +

1

2
ȳ2e ,由f1(t, x1)子系统得

V̇6|ẋ1=f1(t,x1)(t, x1)=−k7|x̄e|1+ρ−k8|ȳe|1+ρ, (61)

式 中: k8=
µk√

(ksigρȳe)2+∆2
d

,且µ4=min{k7, k8}.

V6对x1求导可得

∂V6(t, x1)

∂x1

= ∥x1∥. (62)

存在函数π1(s) =
1

4
s2, π2(s) = s2, π3(s) = 3s,

及

P (s) =

µ4

√
s, s > 1,

µ4s
2, s < 1

(63)

满足 
π1(∥x1∥) 6 V6(t, x1) 6 π2(∥x2∥),
V̇6|ẋ1=f1(t,x1)(t, x1) 6 −P (∥x1∥),

∥∂V6(t, x1)

∂x1

∥ 6 π3(∥x1∥).
(64)

因此,由式(64)可知满足了附录引理3的条件3).

由式(60)可知

∥g(t, x1, x2)∥ = |
µk
∆d tan(−ψe)

ksigρȳe
|ȳe|ρ√

(ksigρȳe)2 +∆2
d

| 6

|Ū cos(−ψe) tan(−ψe)| 6
Ūmax|ψe| 6 Ūmax∥x2∥ =

γ(∥x2∥)π4(∥x1∥). (65)

因此,存在非负定连续函数γ(∥x2∥) = Ūmax∥x2∥
和π4(∥x1∥) = 1,且可以得到π3(π

−1
1 (s))=6

√
s, π4·

(π−1
1 (s))=1. 取π5(s)=7

√
s使得π5(s)>π3(π

−1
1 (s))

π4(π
−1
1 (s)),且满足w ∞

α

1

π5(s)
ds = ∞. (66)

因此满足了附录引理3的条件4). 基于以上分析,
引理3的4个条件全部被满足,引导部分和控制部分组
成的级联系统满足全局有限时间稳定.

8 仿仿仿真真真实实实验验验

在MATLAB软件中验证基于FFTC-GL的轨迹跟
踪仿真实验,包括直线轨迹跟踪和不同曲率的正弦
曲线轨迹跟踪. 定义USV的模型参数为[23]: m11 =

25.8, m22=33.8, m33=2.76, m23=m32=6.2, d11=
27, d22=17, d33=0.5, d23=0.2, d32=0.5. 设置执行
器输入饱和上下界, 0<τu<600N, |τr|<600N ·m.
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为了模拟真实的海洋环境,定义时变扰动为[24]

τuw = −0.2 cos t cos(1.5t), τvw = 0.01sin(0.1t),

τrw = −0.3 sin(2t) cos(2.3t).

轨迹跟踪控制系统离不开控制器调节艏向和速度,
通过设计滑模面计算出有限时间控制律.控制律(53)
的参数为b0= 50, b1= 2, k5 = 100, ρ1 = 0.8,控制律
(57)的参数为b2=1, b3=1, k6=12, ρ1=0.8. FFTC-
GL的参数设置步骤为:

步步步骤骤骤 1 设置式(8)中的参数为k = 2, ρ = 0.8.
选择合适的k和ρ,以保证|ksigρȳe| > |ȳe|.
步步步骤骤骤 2 设置式(25)中的参数为k2 = 0.5, c1 =

100, n = 8. 其中,为了f(|ȳe|)接近交点(a2, 0),需要
c1取较大值,可取c1 = 10q, q > 2; k2是当ȳe = 0时,
f(|ȳe|)与纵轴的交点,保证式(25)包含于图2中阴影部
分;通常∆2 >

√
1/n,只需取合适的n.

步步步骤骤骤 3 设置式(26)–(27)中的参数为∆max = 8,

∆min=2, k3=0.8. 其中, ∆min和∆max通常选取n1L

(n1 ∈ [2, 4]), L表示船长;为响应曲率的变化, k3取值

接近1.

步步步骤骤骤 4 设置式(31)中的参数为k1 = 0.3.

步骤1和步骤4中, k, ρ, k1是FFTC-GL引导律的关

键参数,通过经验获取,其他参数根据理论依据容易

确定. 为验证FFTC-GL的优越性,与时不变前视距离

的几何法期望艏向角(TILAD-GM)[6]、时变前视距离

的几何法期望艏向角(TVLAD-GM)[15]和FTC-LOS[11]

3种引导方法进行对比.

图3是基于FFTC-GL的轨迹跟踪控制框图,包括

求解NTLAD和引入有限时间技术,设计FFTC-LOS

和FTC-SGL保证轨迹跟踪误差有限时间快速收敛.

sig

图 3 基于FFTC-GL的轨迹跟踪控制框图

Fig. 3 FFTC-GL for trajectory tracking of USV

8.1 直直直线线线轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪

设参考轨迹为xd(t)=(

√
2

2
)t, yd(t)=(

√
2

2
)t. USV

初始线速度及艏摇角速度为[u(0) v̄(0) r(0)] = [0

0 0]. 定义初始位置及艏向角为[x̄(0) ȳ(0) ψ(0)]=

[0 1.5 0]的FFTC-GL方法为FFTC-GL1,初始位置及

艏向角为 [x̄(0) ȳ(0) ψ(0)] = [0 3 −π/10]的FFTC-

GL方法为FFTC-GL2.

对于FFTC-GL1方法的直线轨迹跟踪,通过计算

可得 µ1 = lim
x̄e→0
ȳe→0

min{µkφ /
√
(k sigρȳe)2+∆2

d, k1} =

min{ 7

24
, 0.3} =

7

24
, x̄e(0) = ȳe(0) =

3
√
2

4
, up = 1,

根据式(43)可知, FFTC-GL1的有限时间Ts上确界为

Ts 6
[
1

2
x̄2
e(0) +

1

2
ȳ2e (0)]

1−ρ
2 2

1−ρ
2

Ω(1− ρ)
≈ 18.96 s. (67)

根据式(46)可知, FTC-LOS有限时间Tss上确界为

Tss 6
[
1

2
x̄2
e(0) +

1

2
ȳ2e (0)]

1−ρ
2 2

1−ρ
2

(1− ρ)up/∆max

≈ 43.38 s. (68)

由式(67)–(68)计算结果表明, FFTC-GL1方法的

有限时间上确界更小,因此位置跟踪误差收敛更快速.

图 4为 |k sigρȳe |和 | ȳe |的对比 , 可知条件 |k ·
sigρȳe|−|ȳe|>0成立,从而满足不等式(16). 图5为直

线轨迹跟踪响应过程, TILAD-GM采用常值前视距离
跟踪参考轨迹,当远离参考轨迹时,常值前视距离无

法调整至较小值,因此跟踪缓慢. 而根据文献[6]可知,
若常值前视距离始终较小,在接近参考轨迹时易发生

振荡,因此常值法设计前视距离在跟踪弯曲度较大的
曲线时存在偏差较大.若使用关于ȳe的指数时变前视

距离的TVLAD-GM方法,初始阶段能够调整前视距
离实现直线轨迹的快速跟踪,且初始位置误差越大这

种效果越明显,但缺点是不能起到有限时间收敛的作
用. 相比于TVLAD-GM, FTC-LOS方法在sigρȳe函数
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作用下实现了误差的有限时间收敛. 而FFTC-GL1方
法更是兼具了FTC-LOS和TVLAD-GM的优势,直线
轨迹跟踪初始阶段位置误差ȳe较大,在式(25)NTLAD
函数作用下,及时调整前视距离至较小值,实现快速
收敛,同时,当接近参考轨迹时, sigρȳe的控制效果使
得FFTC-LOS起到及时收敛的作用. 另外,为了反应
出轨迹跟踪性能与艏向和速度控制的动态过程之间

的关系,图5中增加了FFTC-GL2曲线,以及图7中期
望速度ud2和期望艏向ψd2,和实际曲线u2, ψ2. 与
FFTC-GL1相比, FFTC-GL2的初始位置偏离参考轨
迹较远,此时, USV先慢速调节艏向, 3 s后, USV的艏
向刚好能够驶入参考轨迹时再增加前进速度,实现快
速收敛. FFTC-GL2曲线案例展现出控制器随着FF-
TC-GL2提供的期望艏向和速度动态调节的过程.

图 4 |ksigρȳe|和|ȳe|的对比
Fig. 4 Comparison of |ksigρȳe| and |ȳe|

R

图 5 直线轨迹跟踪

Fig. 5 Straight trajectory tracking

图 6为轨迹跟踪位置误差,如图 6(a)所示, FFTC-
GL1, FTC-LOS, TVLAD-GM, TILAD-GM的切向误
差收敛时间分别为6.5 s, 6.5 s, 11 s, 11 s,如图6(b)所
示,法向误差收敛时间分别为7.5 s, 12 s, 15 s和20 s,结
果表明FFTC-GL1引导下的位置跟踪误差收敛时间最
短. 图7是FFTC-GL1引导下的纵向速度和艏向响应过
程,纵向控制器和艏向控制器能够及时响应FFTC-
GL1提供的期望速度和期望艏向.图8为FFTC-GL1
引导下的偏航力矩τr和纵向推力τu,由于x̄e, ȳe初值
不为0,则τu和τr的初值不为0,并且,为了保证快速收
敛x̄e和ȳe, τu和τr在初始阶段输出较大.实际上, τr受
艏向初值的影响,若初值艏向正好朝向驶入参考轨迹

方向,则τr在执行器输出范围内.但是,当初始艏向偏
离参考轨迹方向时,则USV在初始阶段需要一个很大
的力矩τr将其调整到参考轨迹方向.本文考虑前者,
假定USV初始艏向为驶入参考轨迹方向.

图 6 轨迹跟踪误差x̄e和ȳe

Fig. 6 Trajectory tracking error x̄e and ȳe

图 7 纵向速度和艏向的响应

Fig. 7 Longitudinal velocity and heading response

图 8 偏航力矩和纵向推力

Fig. 8 Yaw moment and longitudinal thrust

8.2 正正正弦弦弦曲曲曲线线线轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪

8.2.1 正正正弦弦弦曲曲曲线线线响响响应应应分分分析析析

设参考轨迹为 xd(t) = t, yd(t) = 10 sin(
2π

T
t),

取周期T = 25 s,最大曲率为η = 0.416(1/m). USV
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初始线速度及艏摇角速度为 [u(0) v̄(0) r(0)] =

[0 0 0],初始位置及艏向角为[x̄(0) ȳ(0) ψ(0)] = [0

3 π/12].

对于正弦曲线跟踪, x̄e(0) = 2.79, ȳe(0) = 1.11,

up =

√
25 + 16π2

5
,

µ1= lim
x̄e→0
ȳe→0

min{µkφ/
√
(ksigρȳe)2 +∆2

d, k1} =

min{0.788, 0.3} = 0.3.

根据式(41)可知, FFTC-GL的有限时间Ts上确界

为

Ts 6
[
1

2
x̄2
e(0) +

1

2
ȳ2e (0)]

1−ρ
2 2

1−ρ
2

k1(1− ρ)
≈ 20.76 s. (69)

根据式(46)可知, FTC-LOS的有限时间Tss上确界

为

Tss 6
[
1

2
x̄2
e(0) +

1

2
ȳ2e (0)]

1−ρ
2 2

1−ρ
2

(1− ρ)up/∆max

≈ 49.83 s. (70)

由式(69)–(70)计算结果可知,跟踪正弦曲线轨迹
时, FFTC-GL方法的有限时间上确界更小,是保证位
置跟踪误差快速收敛的关键.

如图9可知,条件|ksigρȳe| − |ȳe| > 0成立,能够
满足不等式(16). 图10为周期T = 25 s的正弦曲线轨
迹跟踪, TILAD-GM使用常值前视距离带来的跟踪误
差最大,而TVLAD-GM方法设计关于ȳe相关的指数
时变函数代替常值前视距离能够更贴近参考轨迹,但
跟踪弯曲度大的拐点时未能及时减小前视距离,仍然
产生较大误差,导致后续8 s< t <14 s阶段跟踪不准
确. 相比于TILAD-GM和TVLAD-GM,具备有限时间
收敛效果的FTC-LOS初始阶段收敛速度明显更快,在
8 s< t <14 s阶段跟踪更准确,这是sigρȳe函数带来的

效果.显然,在新型∆d的作用下,当远离参考轨迹时,
FFTC-GL引导律根据 ȳe和曲率c(t)进行调整, 在
0 s< t <8 s阶段采用较小的前视距离实现快速收敛,
当8 s< t <14 s阶段距离参考轨迹较近时,选择较大
的前视距离,控制USV平滑跟踪,前视距离的及时调
整使得FFTC-GL在8 s< t <14 s阶段跟踪误差最小.

图 9 |ksigρȳe|和|ȳe|的对比
Fig. 9 Comparison of |ksigρȳe| and |ȳe|

R

图 10 正弦曲线轨迹跟踪

Fig. 10 Sinusoidal trajectory tracking

当跟踪至点η = 0.416(1/ m)时,由图11位置跟踪
误差可知,在初始条件相同的情况下, FFTC-GL, FT-
C-LOS, TVLAD-GM和TILAD-GM方法的法向误差
分别为0.017 m, 0.14 m, 0.32 m和0.35 m,切向误差分
别为 0.0023 m, 0.066 m, 0.21 m和0.24 m,表明FFTC-
GL方法跟踪最大曲率时的位置误差最小. 图12是
FFTC-GL引导下的纵向速度和艏向响应曲线,表明纵
向速度控制器和艏向控制器能够很好的跟踪上FFTC-
GL提供的期望速度和期望艏向.图13为FFTC-GL引
导下的偏航力矩τr和纵向推力τu, τu和τr在初始阶段
输出值达到最大,其中τu达到饱和值.

图 11 轨迹跟踪误差x̄e和ȳe

Fig. 11 Trajectory tracking error x̄e and ȳe

图 12 纵向速度和艏向的响应

Fig. 12 Longitudinal velocity and heading response
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图 13 偏航力矩和纵向推力

Fig. 13 Yaw moment and longitudinal thrust

8.2.2 最最最大大大曲曲曲率率率η与与与位位位置置置误误误差差差关关关系系系

为验证FFTC-GL能够应对不同曲率的轨迹跟踪,

设正弦曲线为xd(t) = t, yd(t)=10 sin(
2π

T
t). 分别

取周期T=20, 25, 30, 35, 45, 50, 60, 70,单位s,对应的
η依次为 0.65, 0.416, 0.29, 0.215, 0.13, 0.105, 0.073,

0.054,单位1/ m. 随着T增大,最大曲率η减小. USV
初始线速度及艏摇角速度为[u(0) v̄(0) r(0)] = [0

0 0],初始位置及艏向角为[x̄(0) ȳ(0) ψ(0)] = [0 3

π/12]. 对比4种引导律在最大曲率η处的位置跟踪误
差.

图14和图15分别为最大曲率η处的法向误差ȳe和
切向误差x̄e与周期T的关系.

图 14 ȳe与T的关系

Fig. 14 The relationship between ȳe and T

图 15 x̄e与T的关系

Fig. 15 The relationship between x̄e and T

图14–15中,随着T增大, 4种引导律的位置跟踪误
差均减小,但FFTC-GL引导下的误差最小. 并且,当

T > 30 s时, FFTC-GL引导下ȳe和x̄e都接近于0,对于
曲率变化大的轨迹跟踪, FFTC-GL应对的范围更广,
而其他3种引导律都有一定的误差,表明FFTC-GL可
以解决大范围曲率变化下的轨迹跟踪引导律设计问

题.

9 总总总结结结

针对参考轨迹曲率变化大易导致前视距离调整不

及时,使得USV位置跟踪误差收敛慢的问题,提出一
种FFTC-GL用于准确跟踪大范围曲率变化的轨迹.
FFTC-GL设计包括FFTC-LOS和FTC-SGL.首先,引
入曲率参数设计NTLAD,定义NTLAD的Lyapunov稳
定约束条件,利用图解法求解NTLAD函数,实现法向
误差快速有限时间收敛,以快速准确地跟踪不同曲线
的轨迹. 其次,基于切向误差有限时间项,设计FTC-
SGL实现切向误差的有限时间收敛. 最后,推导出有
限时间收敛的时间上确界,证明了FFTC-GL的位置跟
踪误差收敛快速性. 轨迹跟踪仿真结果表明:

1)直线轨迹跟踪仿真中, FFTC-GL和FTC-LOS
的有限时间收敛上确界实际计算结果分别为Ts <

18.96 s和Tss < 43.38 s,表明FFTC-GL的收敛时间小.
同时,仿真也验证了4种引导律中FFTC-GL的位置跟
踪误差收敛时间最小,说明FFTC-GL的有限时间收敛
更快速.

2) T = 25 s(η = 0.416(1/ m))的正弦曲线跟踪仿
真中, FFTC-GL和FTC-LOS的有限时间收敛上确界
实际计算结果分别为Ts< 19.26 s和Tss< 46.22 s,表
明FFTC-GL的收敛时间小. 同时,仿真表明FFTC-GL
在最大曲率η = 0.416(1/ m)处位置跟踪误差比另外3
种引导律都小. 并且,当T从20 s变化到70 s时,对应的
η从0.054(1/m)增加到0.65(1/ m), FFTC-GL方法的位
置跟踪误差最小,能够应对大范围曲率变化的参考轨
迹.
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附附附录录录

引理 3[11] 对于如下级联系统:{
ẋ1 = f(t, x1, x2) = f1(t, x1) + g(t, x1, x2),

ẋ2 = f2(t, x2),
(71)

式中: x1 ∈ Rn×1, x2 ∈ Rn×1, f(t, x1, x2)和f2(t, x2)是连续

函数且分别对(x1, x2)和x2是局部Lipschitz的. 如果g(t, x1,

x2) = f(t, x1, x2)− f(t, x1, 0),且满足如下条件:
1)子系统f1(t, x1)是全局有限时间稳定的;
2)子系统f2(t, x2)是全局有限时间稳定的;
3)如果存在一个正定函数V (t, x1)满足

π1(∥x1∥) 6 V (t, x1) 6 π2(∥x2∥), (72)

V̇ |ẋ1=f1(t,x1)(t, x1) 6 −P (∥x1∥), (73)

∥∂V (t, x1)

∂x1
∥ 6 π3(∥x1∥), (74)

式中: π1(·), π2(·) ∈ K∞类函数, P (·)和π2(·)分别是半正定
函数和非递减函数;

4)函数g(t, x1, x2)满足

∥g(t, x1, x2)∥ 6 γ(∥x2∥)π4(∥x1∥), (75)

式中γ(·)和π4(·)是非负定函数. 另外,如果存在一个非递减函
数π5(·)和一个常数α > 0使得π5(α) > 0, π5(s) > π3(π

−1
1 (s))π4(π

−1
1 (s)), ∀s > 0,w ∞

α

1

π5(s)
ds = ∞,

则级联系统(71)是全局有限时间稳定的.
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