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摘要:本文基于权重不平衡有向网络,对一类分布式约束优化问题进行研究,其中全局目标函数等于具有李普希
兹梯度的强凸目标函数之和,并且每个智能体的状态都有一个局部约束集. 每个智能体仅知道自身的局部目标函
数和非空约束集. 本文的目标是用分布式方法求解该问题的最优解. 针对优化问题,提出了一种新的分布式投影梯
度连续时间协调算法,利用拉普拉斯矩阵的零特征值对应的左特征向量消除了图的不平衡性. 在某些假设下,结合
凸分析理论和李雅普诺夫稳定性理论,证明了算法能够获得问题的最优解. 最后,通过仿真验证了算法的有效性.
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Abstract: This paper studies a class of distributed constrained optimization problems on weighted unbalanced directed
networks, in which the global objective function is equal to the sum of strongly convex objective functions with the global
Lipschitz gradient, and the state of each node is limited to a local constraint set. Each agent only knows its own local
objective function and the non-empty constraint set. The goal of this paper is to solve the optimal solution of the prob-
lem by using a distributed method. For the optimization problem, a new distributed projection gradient continuous-time
coordination algorithm is proposed, in which the imbalance of the graph is eliminated by using the left eigenvector corre-
sponding to the zero eigenvalue of the Laplace matrix. Under some assumptions, combined with the convex analysis theory
and Lyapunov stability theory, it is proved that the algorithm can obtain the optimal solution of the problem. Finally, the
effectiveness of the algorithm is verified by simulations.
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1 引引引言言言

近年来,随着科技的蓬勃发展和网络化系统的不
断更新,基于多智能体系统的分布式协调问题已成为
复杂性控制科学领域的重要研究内容之一.分布式优
化是一种网络优化决策方式,每个智能体在只知道自
己的目标函数和局部约束等局部数据的情况下,借助
网络通信拓扑通过与其邻居智能体之间的协同合作

完成特定的全局任务,实现最优决策. 由于具有“去中
心化”的特点和优势,分布式优化可以解决很多集中
式算法无法解决的大规模复杂系统优化问题,并且分
布式优化理论和应用逐渐渗透到科学研究、工程应用

和社会生活的各个方面[1]. 例如解决资源分配问题和
智能电网的经济调度问题等,而这类问题都可以转化
为求目标函数之和最小的凸优化问题,国内外的研究
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者设计了很多种算法来解决这类凸优化问题.

对于分布式优化算法,其网络拓扑结构主要可以
分为无向图和有向图两大类. 无向图要求智能体之间
的信息传输是对称的和双向的. 有向图还可以分为平
衡有向图和非平衡有向图. 平衡有向图必须保证每个
节点的出邻居和入邻居个数一致;非平衡有向图则仅
要求图的连通性. 对于无向网络下的无约束分布式优
化问题, Nedic等人[2]突破性地提出了分布式次梯度

算法来求解此类优化问题.文献[3–4]进一步将研究推
广到了带有集合约束的情况下,分别提出了分布式一
致投影算法和针对参数未知的欧拉−拉格朗日系统的
分布式连续时间算法. 另外,针对无向连通图下带一
般约束的凸优化问题,文献[5]提出了一种基于有限时
间一致协议的分布式连续时间原始对偶算法. 文
献[6]考虑自适应性和有限时间收敛性,研究了一个分
布式连续时间优化问题.

在实际情况中,由于通讯线路设置或信号衰减等
原因,智能体之间的通信经常是单向的,对于有向图
下的分布式优化问题,国内外的研究也在不断增加.
文献[7]研究了时变有向图上具有伪凸和代价函数的
在线分布式优化问题,设计了一种基于辅助优化方案
的在线分布式算法. 实际中的分布式优化问题往往带
有特定的约束条件[8]. 无约束的优化问题往往存在于
理想状态下,在实际应用中,决策变量往往会受到多
重限制,所以很多优化问题是带有约束的,在解决这
类优化问题时,决策变量必须满足约束条件.文献
[9–11]研究了带不等式约束的分布式优化问题.文
献[12]提出一种分布式连续时间算法来解决强连通和
权重平衡有向图上具有全局耦合等式约束和局部不

等式约束的凸优化问题.文献[13]提出了一种新的无
投影动力学方法来求解带约束的分布式优化问题.在
系统网络中,决策变量往往会产生耦合的情况,文
献[14–17]解决了一类带等式线性耦合约束的分布式
优化问题.对于更多的分布式优化算法的工作,读者
可参考一些文献综述[18–19].

从上述工作中可以发现,带约束的分布式优化问
题的连续时间算法研究主要针对无向图和平衡有向

图. 当网络拓扑的平衡性被破坏时,原有的适用于无
向图和平衡有向图的分布式算法可能会失效. 因此,
不平衡有向网络下的分布式约束优化问题有待进一

步探讨研究.值得指出的是,文献[20–21]提出了比投
影次梯度更好的方法,但文献[20]要求通信网络是无
向图,文献[21]研究的问题无约束. 文献[7, 20]中的工
作要求智能体的通信图是权重平衡的,虽然文献
[22–23]考虑了不平衡有向图,但其中假设有向图的加
权邻接矩阵是列随机的,并要求每个智能体知道其内
邻居的出度.

本文的贡献主要在以下方面: 首先,受文献[24]工
作的启发,本文研究了在不平衡有向图上具有局部约
束集的分布式优化问题.提出了一种新的分布式投影
梯度连续时间协调算法,使智能体仅基于局部目标函
数和局部约束集就可以找到相同的最优解;其次,与
文献[7, 20]中智能体的通信图是平衡的假设不同,本
文考虑了不平衡有向图,提出的算法利用有向图的拉
普拉斯矩阵的零特征值对应的左特征向量消除了图

的不平衡性. 与同样利用此方法处理非平衡性的文
献[25–26]不同,本文在最小化目标函数的同时考虑了
集合约束,在现有的考虑非平衡图的无约束优化问题
中,利用的方法无法使得智能体在集合约束所限制的
可行集的交集内寻求全局的一致最优解. 本文所设计
的算法更具普适性,在实际中应用场景更加广泛.最
后,与文献[27–28]不同,本文不要求每个智能体同时
知道外邻居和入度或内邻居和出度信息.与文献[24]
相比,本文所提出的算法不需要给智能体赋予额外的
辅助变量,算法具有更加简洁直观的形式,使得本文
提出的算法更加简单并且容易实现. 与文献[29]相比,
本文提出的算法不需要对初始值进行假设,不需要任
何特殊的初始化过程.

本文其余部分结构如下: 第2部分给出了相关概念
及基本符号说明;第3部分描述了需要分布式解决的
问题;第4部分提出了一种新的分布式投影梯度连续
时间协调算法,并证明了智能体的状态渐近收敛到全
局最优点;最后,利用仿真实例说明了结论的有效性.

2 预预预备备备知知知识识识

本节给出论文中使用的数学符号、图论、微分包

含及凸分析中的相关概念和投影算子的相关理论知

识．

2.1 符符符号号号说说说明明明

R和Rn分别表示实数域和维欧氏空间, Rn×m表示

n×m维实矩阵集, In表示n维单位矩阵,对于给定的
向量x ∈ Rn, x的欧式范数为∥x∥ =

√
xTx;矩阵A∈

Rn×m的欧式范数表示为∥A∥ =
√
λmax(ATA),其中

λmax表示矩阵的最大特征值.给定N个列向量x1, x2,

· · · , xN , col(x1, x2, · · · , xN )表示按照从x1到xN的

顺序堆叠的列向量. diag{·}表示对角矩阵, ⊗表示克
罗内克(Kronecker)积. 1N和0N分别表示元素全是1的
N维列向量和元素全是0的N维列向量.

2.2 图图图论论论

网络中N个智能体之间的通信拓扑可以表示为一

个有向图G = {ν, ε, A},其中ν = 1, 2, · · · , N是智能
体的集合, ε ⊂ ν × ν是边的集合,而A = (aij)N×N是

G的邻接矩阵. 一个边(j, i) ∈ ε意味着智能体i可以从

智能体j接收信息,同时,称智能体j为智能体i的邻居.
对于智能体i和j,如果存在一列边(j, i1), (i1, i2), · · · ,
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(il−1, il), (il, i)全部属于ε,那么称从智能体j至智能

体i存在一条有向通路. 在有向图中,如果从任意一个
节点到任意另外一个节点存在一条有向通路,则称有
向图是强连通的. 邻接矩阵A= (aij)N×N的定义如

下: aii = 0;若 (j, i) ∈ ε,则 aij > 0;否则 aij = 0.
N i

in = {j ∈ ν|aij > 0}和N i
out = {j ∈ ν|aji >

0}分别表示智能体νi的内邻居和外邻居的集合,
din(νi)=

∑
j∈Ni

in

aij和dout(νi)=
∑

j∈Ni
out

aji 表示νi的入度和

出度,有向网络G是权重平衡的当且仅当din(νi) =

dout(νi),定义图G的拉普拉斯矩阵LN = (lij)N×N为

LN =Din−A,其中LN的特征值可以排序为0=λ1<

λ2 6 λ3 6 · · · 6 λN . ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξN)T是LN的

零特征值对应的左特征向量. E = diag{ξ1, ξ2, · · · ,
ξN}是以ξ1, ξ2, · · · , ξN为对角线元素的对角矩阵.

2.3 凸凸凸函函函数数数与与与投投投影影影算算算子子子

给定集合Ω ⊆ Rn,若∀x∈Ω, ∀y∈Ω和a∈(0, 1),
都有ax+ (1 + a)x ∈ Ω,则Ω为凸集. 连续可微函数
f : Ω → Rn是c-强凸函数(c > 0)当且仅当(x− y)T

(∇f(x)−∇f(y)>c∥x−y∥2), ∀x, y∈Ω.函数f : Ω→
Rn是C-Lipschitz连续的当且仅当∥f(x)−f(y)∥6
C∥x− y∥2, ∀x, y∈Ω,其中C > 0. 若Ω∈Rm是一个

凸集,对于x ∈ Ω,集合Ω在x上的法锥为NΩ(x) =

{v∈Rm|vT(y − x) 6 0, ∀y ∈Ω}. 对于任意向量x∈
Rm, x在闭凸集Ω上的投影为PΩ(x)= argmin

y∈Ω
∥x−

y∥. 根据投影的定义,可得如下不等式:

(x− PΩ(x))
T(y − PΩ(x)) 6 0, ∀y ∈ Ω. (1)

2.4 微微微分分分包包包含含含

考虑微分方程

ẋ(t) ∈ F(x(t)), x(0) = x0, t > 0, (2)

其中F : Rn → Rn是一个集值映射. 考虑问题(2),设
V是一个局部李普希兹连续的函数, ∂V (x)是V在x处

的Clarke广义梯度. V的集值李导可以定义为

LFV (x) , {a∈R, a=pTv, p∈∂V (x), v∈F(x)}.

3 问问问题题题描描描述述述

考虑一组由N个智能体组成的如下分布式问题:

minf(x) =
N∑
i=1

fi(x), x ∈ Ω =
N∩
i=1

Ωi ⊂ Rn, (3)

其中: x是所有智能体共同享有的决策变量, fi(x) :
Rn → R是智能体的局部决策函数, Ωi是每个智能体

的凸闭集合约束, i = 1, · · · , N . 在这种情况下,所有
智能体都需要以分布式方式协作地找到问题(3)的最
优解. 为求解优化问题(3),给出以下必要假设:

假假假设设设 1 对于 i ∈ ν, fi(x) : Ωi → R是mi-强凸
函数,其中mi > 0.

假假假 设设设 2 对 于i∈ν,梯 度∇fi : Ωi → R是Mi-

Lipchitz的,其中Mi > 0.

假假假设设设 3 存在一个内点x,使得x ∈
N∩
i=1

Ωi.

注注注 1 假设1–3保证了问题(3)解的存在性和唯一性.

假假假设设设 4 有向图G是强连通的.

下面的引理将在主要结果中使用.

引引引理理理 1 ∀u ∈ K,w∈NK(u),当且仅当PK(u+

w) = u.[24]

引引引理理理 2 假设G是带有Laplace矩阵的强连通图,

则存在一个与零特征值相关的左特征向量,满足两个

等式: ξTLN = 0TN和
N∑
i=1

ξi = 1.

基于假设1和假设2,并利用文献[30]中的结果,可

以通过引理3得出问题(3)的最优性条件.

引引引理理理 3 在假设1–3成立的条件下, x∗∈Ω是问

题(3)的最优解,当且仅当存在x∗=1N ⊗ x∗⊂RNn和

y∗⊂RNn使得下式成立[31]:

0n ∈ ∇f(x∗) +NΩ(x
∗). (4)

引引引理理理 4 假设f = f1 + f2,其中f1 : Rn → R和
f2 : Rn→R是凸函数,如果存在一个点x0∈domf ,

使得f1在x0处是连续的,则对于任意x∈domf ,都有

∂f(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x)
[31](domf是f的定义域).

引引引理理理 5 假设X = X1 ∩ · · · ∩Xm,其中Xi是闭

凸集, i=1, 2, · · · ,m,令x∈X如果intX1 ∩ intX2 ∩
· · · ∩ intXm ̸= ∅,则NX(x) = NX1

(x) +NXm
(x).

4 算算算法法法设设设计计计和和和收收收敛敛敛性性性分分分析析析

本节提出了一种连续时间分布式投影梯度算法来

解决问题(3). 有向通信网络是非平衡的,每个智能体

都可以获得来自其邻居的状态信息.目标是使目标函

数minf(x) =
N∑
i=1

fi(x)最小化的同时,所有的智能体

达到一致状态.

对智能体实施以下算法:
ẋi(t) ∈ PΩi

(xi(t)−
∑

j∈Ni
in

aij(yi(t)− yj(t))−

ξ−1
i ∇fi(xi(t)))− xi(t),

ẏi(t) =
∑

j∈Ni
in

aij(xi(t)− xj(t)),

(5)

其中: ∇fi(xi(t))是fi(xi(t))的梯度, ξ = (ξ1, ξ2, · · · ,

ξN)
T满足ξTLN =0TN和

N∑
i=1

ξi =1, ξi是ξ的第i个分量.

Ωi是智能体 i的约束集. 令x = col(x1, x2, · · · , xN),

y = col(y1, y2, · · · , yN), E = diag{ξ1, ξ2, · · · , ξN},

∇f(x)=col(∇f1(x1),∇f2(x2), · · · ,∇fN(xN)), L=
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LN ⊗ In,然后可以把系统(5)重写为[
ẋ(t)

y(t)

]
∈ F(x(t), y(t)), (6)

其中

F(x, y)=

[
PΩ(x−Ly−(E−1 ⊗ In)∇f(x))−x

Lx

]
.

注注注 2 文献[32–33]要求每个智能体同时获取其内邻居

和出度信息,本文提出的算法 (5)避免了这个限制;与文献

[7, 20]不同,本文不要求有向通信网络一定是权重平衡的,

ξi的加入是为了消除有向网络的不平衡性.

为了证明系统(6)的有效性,第1步是刻画它的平
衡点集与问题(3)的最优解集之间的关系.下面的引理
给出了系统(6)的平衡点与问题(3)的最优解之间的关
系.

引引引理理理 6 在假设1–4成立的条件下, col(x∗, y∗)

是系统(6)的一个平衡点,当且仅当x∗是问题(3)的最
优解,其中x∗ = 1N ⊗ x∗.

证 由于col(x∗, y∗)是系统(6)的一个平衡点,因
此有下式成立:

0Nn ∈ {p : p = x∗ − PΩ(x
∗ − Ly∗−

(E−1 ⊗ In)∇f(x∗))}, (7a)

Lx∗ = 0Nn. (7b)

由引理3可知, x∗是问题(3)的最优解当且仅当下
式成立:

0n ∈ ∇f(x∗) +NΩ(x
∗). (8)

由假设1可知fi(·), i=1, 2, · · · , N是强凸函数,且

x ∈
N∩
i=1

Ωi,由引理4–5可知, ▽f(x∗)=
N∑
i=1

∇fi(x
∗)并

且NΩ(x
∗) =

N∑
i=1

NΩi
(x∗),所以只需证明式(7)成立当

且仅当式(8)成立.

假设式(7)成立,因图G是强连通的,由式(7b)成立
可知存在x∗ ∈ Rn,使得x∗=1N ⊗ x∗ ∈ RNn. 由引理
1可知 0Nn=x∗−PΩ(x

∗−Ly∗−(E−1⊗In)∇f(x∗))

成立,当且仅当下式成立:

−Ly∗ − (E−1 ⊗ In)∇f(x∗)) ∈ NΩ(x
∗), (9)

即式(7a)成立当且仅当存在∇fi(x
∗) ∈ ∇f(x∗)使得

−
∑

j∈Ni
in

aij(y
∗
i − y∗

j )−

(ξ−1
i ⊗ IN)∇fi(x

∗) ∈ NΩi
(x∗). (10)

给式(9)的左侧乘以(E⊗In),因为(E⊗In)Ly
∗=

0,所以下式成立:

−∇f(x∗) ∈ NΩ(x
∗), (11)

则0n ∈ ∇f(x∗) +NΩ(x
∗)成立.

相反地,假设式 (8)成立,令x∗ = 1N ⊗ x∗,因为

1TNLN = 0TN ,则式 (7b)成立. 由式 (8)可知,存在

∇fi(x
∗),使得

−
N∑
i=1

∇fi(x
∗) ∈

N∑
i=1

NΩi
(x∗). (12)

给上式左乘ξ−1
i 有下式成立:

−
N∑
i=1

(ξ−1
i )∇fi(x

∗) ∈
N∑
i=1

NΩi
(x∗). (13)

选择向量pi(x
∗) ∈ NΩi

(x∗), i = 1, 2, · · · , N ,使得

−
N∑
i=1

(ξ−1
i )∇fi(x

∗) =
N∑
i=1

pi(x
∗). (14)

定义向量

mi(x
∗) = pi(x

∗) + ξ−1
i ∇fi(x

∗), (15)

则
N∑
i=1

mi(x
∗) = 0n. (16)

由引理2可知, L的特征值可以排序为0 = λ1 <

λ2 6 λ3 6 · · · 6 λN ,因此存在正交向量1N和ηi, i =

2, 3, · · · , N ,使得L1N =0, Lηi=λiηi. 集合ker(L)和

range(L)形成了RNn的正交分解,其中ker(L)是矩阵

L的核, range(L)是矩阵L的值域.

定义向量m(x∗) = [m1(x
∗)T · · · mN(x

∗)T]T ∈
RNn,对于任意x = 1N ⊗ x ∈ ker(L),有

m(x∗)Tx =
N∑
i=1

mi(x
∗)Tx = 0, (17)

因此存在m(x∗) ∈ range(L),即存在y∗ ∈ RNn, x∗ ∈
RNn,使得以下两个式子成立:

m(x∗) = −Ly∗, (18)

−(ξ−1
i )∇fi(x

∗)−
∑

j∈Ni
in

aij(y
∗
i − y∗

j ) =

−(ξ−1
i )∇fi(x

∗) +m(x∗) = pi(x
∗) ∈ NΩi(x∗),

(19)

即存在((E−1 ⊗ In)∇f(x∗))∈∇f(x∗), y∗=((y∗
1)

T,

· · · , (y∗
N)

T)T∈RNn,使得下式成立:

−(E−1 ⊗ In)∇f(x∗)− Ly∗ ∈ NΩ(x
∗). (20)

由引理1可得

x∗ = PΩ(x
∗ − Ly∗ − (E−1 ⊗ In)∇f(x∗)), (21)

由此易得式(7a)成立. 证毕.

根据引理3,从系统(6)的平衡点可以得到问题(3)

的最优解. 因此,只需要证明系统(6)的收敛性.
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定定定理理理 1 在假设1–4成立的条件下,如果存在参
数c满足如下不等式:

c

ξmax
> λmax(L

TL), (22)

其中c是ci(i ∈ ν)中的最小值.则col(x, y)渐近收敛到
系统(6)的平衡点col(x∗, y∗),其中x∗ = 1N ⊗ x∗, x∗

是问题(3)的最优解.

证 构造如下Lyapunov函数:

V (x, y) = (E−1 ⊗ In)
T(f(x)− f(x∗)−

(x− x∗)∇f(x∗)) +

(x− x∗)TL(y − y∗) +

1

2
∥x− x∗∥2 + 1

2
∥y − y∗∥2. (23)

令∇f(x)满足ẋ=PΩ(x−Ly−(E−1⊗In)∇f(x))−
x,结合式(21)可得ẋ+x=PΩ(x− Ly − (E−1 ⊗ In)∇f(x)),

x∗=PΩ(x
∗−Ly∗−(E−1⊗In)∇f(x∗)).

(24)

由引理1可得−Ly−(E−1⊗In)∇f(x)−ẋ∈NΩ(ẋ+x),

−Ly∗−(E−1⊗In)∇f(x∗)∈NΩ(x
∗),

(25)

有下列不等式成立:

(ẋ+ x− x∗)T(−Ly − (E−1 ⊗ In)∇f(x)−

ẋ+ Ly∗ + (E−1 ⊗ In)∇f(x∗)) > 0. (26)

令g(x) = ∇f(x)−∇f(x∗),经过对上式的一些
简单计算,可以得到

(x− x∗ + (E−1 ⊗ In)g(x) + L(y − y∗))ẋ 6
−∥ẋ∥2 − (x− x∗)T(E−1 ⊗ In)

Tg(x)−

(x− x∗)TL(y − y∗). (27)

由f的强凸性

(x− x∗)T(E−1 ⊗ In)
Tg(x) >

c

ξmax
∥x− x∗∥2. (28)

所以式(27)可以简化为

(x− x∗ + (E−1 ⊗ In)g(x) + L(y − y∗))ẋ 6
−∥ẋ∥2 − c

ξmax
∥x− x∗∥2 −

(x− x∗)TL(y − y∗). (29)

V (x, y)关于x的广义梯度为

∂xV (x, y)={p : p=x− x∗+(E−1 ⊗ In)g(x) +

L(y − y∗), g(x)=∇f(x)−∇f(x∗)}.

(30)

V (x, y)关于y的梯度为

∇yV (x, y) = (x− x∗)TL+ (y − y∗), (31)

则V关于系统(6)的导数为

V̇ (x, y) = pTẋ+∇yV (x, y)ẏ,

∀p∈∂xV (x, y), (32)

其中p = x− x∗ + (E−1 ⊗ In)g(x) + L(y − y∗). 因
此,

V̇ (x, y) = (x− x∗ + (E−1 ⊗ In)g(x) +

L(y − y∗))ẋ+ ((x− x∗)TL+

(y − y∗))L(x− x∗)T. (33)

由式(29)可得

V̇ (x, y) 6
−∥ẋ∥2 − c

ξmax
∥x− x∗∥2 −

(x− x∗)TL(y − y∗) +

(x− x∗)TLTL(x− x∗) +

(x− x∗)TL(y − y∗) 6
−∥ẋ∥2 − c

ξmax
∥x− x∗∥2 +

(x− x∗)TLTL(x− x∗) 6
−∥ẋ∥2−(

c

ξmax
−λmax(L

TL))∥x−x∗∥2. (34)

由不等式(22)可知V̇ 6 0. 记φ = col(x, y),因此,
对于t > 0,可以得到0 6V (φ(t)) 6V (φ(0)) 6+∞,
可以注意到, V是无界的,那么对于任何初始点φ(0),
状态φ(t)都是有界的,这意味着对于t∈ [0,+∞], φ(t)
是存在的. 由LaSalle不变集原理,对于任意初始点
(x0, y0),系统(5)的轨迹将收敛于包含在集合S0 =

{φ∈ RNn × RNn|V̇ = 0}中的最大不变集M . V̇ = 0

表示ẋ = 0和Lx = 0. 因此,任意点(x, y) ∈ M都是

系统(6)的平衡点, x∗是问题(3)的最优解. 定理1的结
论成立. 证毕.

注注注 3 在收敛性分析中,采用了向量的直和运算和克

罗内克矩阵代数的性质,为处理权重不平衡有向网络生成的

非对称拉普拉斯矩阵提供了新的思路. 这与文献[34]中采用

的正交变换不同.

注注注 4 如不等式(22)所示,算法的有效性依赖于左特征

向量的最大值ξmax,最小的强凸常数c和矩阵LTL的最大的特

征值λmax(L
TL). 在运行算法(5)之前,可以采用一些分布式

算法[35–36]对其进行估计.

注注注 5 本文利用左零特征向量消除有向图的不平衡性,
对于左特征向量还可以进行以下分布式计算和估计说明:

令

v̇i = −
∑

j∈Ni
in

aij(vi − vj), (35)
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其中vi ∈ RN , i = 1, 2, · · · , N ,可以用∇fi (x) /vii (t)这一项

代替算法(5)中的ξ−1
i ∇fi(x)最小化目标函数,其中vii(t)是

vi(t) ∈ RN的第i个分量, vii(t)的作用是来估计左特征向量.

令ξ=(ξ1 ξ2 · · · ξN )T∈RN是拉普拉斯矩阵的左零特征向

量,令v̄(t) =
N∑
i=1

ξivi(t),由式(35)可知 ˙̄v(t)=0,这表明t→∞

时,有vi(t)→
N∑
i=1

ξivi(0),因此, vii(t)→ξi.

5 数数数值值值仿仿仿真真真

本节将给出两个数值例子验证所提算法的有效性.

考虑由10个智能体构成的通信网络. 假设有向图的邻

接矩阵A如下:

A =



0 1 1 0 0 0 1 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 1 1

1 1 0 1 1 1 0 0 0 0

0 1 1 0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 1 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 1 0 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 0 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 0 1

1 0 0 0 0 0 1 1 0 0



.

例例例 1 智能体的10个局部目标函数fi(x) ∈ R2给

定如下:

f1(x) = 0.5e−0.5x1 + 0.4e0.3x2 ,

f2(x) = (x2 − 4)2, f4(x) = x2
1 + e0.1x2 ,

f3(x) = 0.5x2
1ln(1 + x2

1) + x2
2,

f5(x) = ln(e−0.1x1 + e0.3x1) + 0.1x2
2,

f6(x) =
x2
1

ln(2+x2
1)
, f9(x)=

x2
1√

x2
1+1

+0.1x2
2,

f7(x) = 0.2e−0.2x1 + 0.4e0.4x2 ,

f8(x) = x4
1 + 2x2

2 + 2, f10(x) = (x1 + 2)2.

(36)

上述局部目标函数参考文献[37],智能体的局部

闭凸集给定为Ω={xi ∈ R2 : (x1−5)2−(x2 − 5)2−
4 6 0}, i = 1, · · · , 10. 显然, fi(x)是二次连续可微

的, f(x)也是二次连续可微的. 仿真中所有智能体的

初始值都是随机设置的. 系统的状态轨迹由图1和

图2给出,可以看出,智能体的10条轨道一致收敛到

优化问题(3)的全局最优解x∗=(x∗
i1 x∗

i2)
T=(3.047

4.569)T,从而验证了算法(5)的有效性.

例例例 2 有向图的网络拓扑结构和智能体的局部

闭凸集约束同例1,本文给定智能体的局部目标函数

如下:



f1(x) =
1

2
x2
1 +

1

2
x2
2,

f2(x) =
1

2
(x1 + 1)2 +

1

2
x2
2,

f3(x) =
1

2
x2
1 +

1

2
(x2 + 1)2,

f4(x) =
1

2
(x1 + 1)2 +

1

2
(x2 + 1)2,

f5(x) =
1

4
x4
1 +

1

4
x4
2,

f6(x) =
1

4
(x1 + 1)4 +

1

4
x4
2,

f7(x) =
1

4
x4
1 +

1

4
(x2 + 1)4,

f8(x) =
1

4
(x1 + 1)4 +

1

4
x4
2,

f9(x) =
1

2
x2
1 +

1

2
x2
2,

f10(x) =
1

2
(x1 + 1)2 +

1

2
x2
2.

(37)
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图 1 例1中的系统状态轨迹xi1

Fig. 1 Trajectory of states xi1 in Example 1
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图 2 例1中的系统状态轨迹xi2

Fig. 2 Trajectory of states xi2 in Example 1

上述局部目标函数参考文献[25]. 显然 f(x) =



第 6期 杨正全等: 非平衡有向网络下带约束的连续时间分布式优化算法设计 1059
N∑
i=1

fi(x)是二次连续可微的,容易得出凸优化问题(3)

的全局最优解x∗ = (3.624 3.587)T,仿真中所有智能
体的初始值都是随机设置的. 系统的状态轨迹由
图3和图4给出,可以看出,智能体的10条轨道一致收
敛到上述优化问题的最优解,从而验证了算法(5)的有
效性.
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图 3 例2中的系统状态轨迹xi1

Fig. 3 Trajectory of states xi1 in Example 2

2

5.0

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0
0 10 20 30 40 50

 / s

2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

＊ 

图 4 例2中的系统状态轨迹xi2

Fig. 4 Trajectory of states xi2 in Example 2

6 结结结论论论

本文提出了一种分布式投影梯度连续时间协调算

法,解决了权重不平衡网络在局部集约束下的分布式
优化问题.通过适当的参数选择,在局部目标函数具
有利普希茨梯度的强凸性假设下时,利用李亚普诺夫
函数的稳定性理论和拉萨尔不变集原理,证明了该算
法的渐近收敛性. 最后,通过数值仿真进一步验证了
该算法的有效性. 未来将进一步探讨有向网络下带等
式或不等式约束的分布式连续时间优化算法设计.寻
找更好的方法代替投影算子和拉普拉斯矩阵的左零

特征向量设计算法来消除有向图的不平衡性也是笔

者未来的研究方向.
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