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摘要:本文研究了一类具有边界控制匹配非线性干扰的反稳定波动方程的镇定问题.本文只用了两个量测,构造
了一个无限维干扰估计器来实时估计状态和总干扰,该估计器既不要求干扰的导数有界,也不需要高增益.基于估
计的总干扰和估计的状态,本文设计了输出反馈控制律稳定原系统.此外,本文还证明了闭环系统的其他状态是有
界的. 为了说明理论结果,下文给出了一些数值模拟.
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1 引引引言言言

由于建模的不确定性(如未建模的参数、模型误
差)和环境干扰(如风、噪声和温度),在实际工业控制
系统中通常会出现不确定性干扰. 干扰的存在通常使
稳定的边界输出反馈控制器失效,参见文献[1–3]. 因
此,如果出现干扰,重新设计鲁棒稳定控制器是必要
的;处理不确定性是现代控制理论中重要的问题之一.
处理干扰的控制方法有很多,如内模原理[4–5]、Lyapo-
nov方法[1, 3, 6]、滑模控制[1, 7–9]和自适应控制[10–13],其
中,自适应控制方法和内模原理的核心思想是实时估
计/抵消. 受这种思想的启发,韩京清[14]首先发展了常

微分方程的自抗扰控制(active disturbance rejection
control, ADRC)方法. 由于把干扰当作一个整体、利
用扩张状态观测器估计出来、并在反馈环节中抵消掉,

ADRC能处理相当一般的干扰,该法几乎不依赖于系
统模型. 随后, ADRC应用于偏微分方程[1–3, 8–9, 15–19].
在早期偏微分方程(partial differential equation, PDE)
自抗扰控制[1, 3, 8–9, 18]中,作者通过引入一些特殊的测
试函数把干扰转移到某个常微分方程(ordinary differ-
ential equation, ODE)中,从而应用ODE自抗扰控制来
处理. 这使得扩张状态观测器(extended state observer,
ESO)必须采用高增益,并且外部干扰的导数需要有
界. 为了突破上述限制,文献[16]开发了一种新的具
有外部干扰的一维反稳定波动方程的无穷维干扰估

计器来代替传统的ODE扩张状态观测器. 利用这种方
法,他们在文献[5]中考虑具有外部扰动的热方程的输
出反馈稳定性. 在文献[15–16]激励下,文献[19–20]研
究了其他类具有边界控制匹配扰动的波动方程,其中
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既考虑内部不确定性,也考虑外部扰动.文献[17, 21]
中作者研究了一类边界力矩控制匹配内部不确定性

和外部干扰的一维梁方程. 类似的方法也同样适用于
具有边界剪切控制且匹配内部不确定性和外部干扰

的Euler-Bernoulli梁方程的指数稳定化[2]. 受到文献
[2, 15–17, 19–20]的启发,本文考虑边界带控制匹配非
线性干扰的一维反稳定波方程的输出反馈指数稳定

性,方程描述如下:
wtt(x, t) = wxx(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0,

wx(0, t) = −qwt(0, t), t > 0,

wx(1, t) = F (t) + u(t), t > 0,

y(t) = {wt(0, t), w(1, t)}, t > 0,

(1)

其中: w(x, t)是波在位置x和时间t的位移, 1 ̸= q>0,
u(t)是控制输入,总干扰F (t) = f(w(·, t), wt(·, t))+
d(t), f(w(·, t), wt(·, t))是内部不确定性, d(t)是外部
干扰, y(t)是输出(测量). 对于系统(1)的物理解释,本
文参考文献[12]. 为方便起见,在不引起混淆的情况
下,下文中的方程本文省略掉时间和空间变量的域.
在不考虑扰动的情况下(F (t) = 0),用Backstepp-

ing方法讨论了系统(1)的稳定性,其中全状态是可测
量的. 在文献[12, 22]中,自适应控制方法用于稳定系
统,其中q未知. 这里必须提到的是,作者通过引入一
个额外的传递方程,仅用两个测量值w(0, t)和w(1, t)

研究了系统.具体来说,他们引入了以下系统:

Wt(x, t) +Wx(x, t) = 0, W (0, t) = −c2w(0, t),

其中0 < c2 ̸= 1是正常数. 他们在文献[16]的第3部分
中证明了,如果(c2 − q)/(1− c2) > 0,则反馈控制器

u(t) = Wt(1, t)− c3w(1, t)− c3W (1, t) (2)

指数稳定原始系统,其中c3 > 0.
然而,文献[16]并没有证明控制器(2)不能抑制干

扰,尽管ADRC方法已经被用于处理系统的外部干扰
(如果控制器(2)可以抑制干扰,就不需要ADRC).现在
本文来澄清这件事情.考虑F (t) ≡ F时反馈控制器

(2)作用下的闭环系统为
wtt(x, t) = wxx(x, t),

wx(0, t) = −qwt(0, t),

wx(1, t) = Wt(1, t)− c3w(1, t)− c3W (1, t) + F,

Wt(x, t) +Wx(x, t) = 0, W (0, t) = −c2w(0, t),

(3)

其等价于 

w̃tt(x, t) = w̃xx(x, t),

w̃x(0, t) =
c2 − q

1− c2
wt(0, t),

w̃x(1, t) = −c3w̃(1, t) + F,

Wt(x, t) +Wx(x, t) = 0,

W (0, t) = − c2
1− c2

w̃(0, t),

(4)

其中w̃(x, t) = w(x, t) +W (x, t). 可以看出, (w̃, w̃t,

W ) = (F /c3, 0,−Fc2/[c3(1−c2)])为系统(4)的解.这
表明, (w,wt,W ) = (F /[c3(1− c2)], 0, −Fc2/[c3(1−
c2)])为系统(3)的不稳定解. 因此,本文必须重新设计
控制器稳定原系统.
在考虑干扰的情况下,文献[6]中结合Lyapunov和

Backstepping方法首先研究了系统(1)的稳定性,但是
需要完整的状态. 如前所述,文献[16]引入一个新的
无限维扰动估计器讨论了外部干扰的系统(1)的稳定
性. 虽然对于F (t) = 0的情况,两个测量值足够,但为
了处理干扰,他们使用了3个测量值w(0, t), w(1, t),

wt(0, t). 由于内部不确定性通常出现在工程实践中,
文献[20]考虑了既有内部不确定性又有外部干扰的系
统;构造了一个无穷维扰动估计器来估计总扰动;他
们只使用了两个测量值w(0, t)和w(1, t). 文献[20]相
比文献[16]的优点是删除了度量值wt(0, t). 然而,由
于设计了一个额外的观测器来估计原始系统的状态,
闭环系统[20, (5.29)和(5.30)]相当复杂: 它由4个波动
方程和3个传输方程构成.
在本文中,只考虑两个测量值w(1, t)和wt(0, t))

(这继承了文献[20]的优点),并且没有设计额外的观
测器(这继承了文献[16]的优点). 由于系统关于时间
是二阶的,测量值wt(0, t)与文献[16, 20]中的w(0, t)

区别很大, wt(0, t)不能被视为位移w(0, t)的导数,而
w(0, t)不能被认为是wt(0, t)的积分;它们应被视为
不同的测量值.事实上,正如文献[11]中所述,几乎所
有柔性结构边界控制的结果都是通过测量边界处的

速度来实现的. 为了设计稳定控制律,核心思想是构
造一个无穷维扰动估计器,同时估计状态和总扰动.
这与参考文献[2, 20]大不相同,后者仅使用估计的总
扰动,并设计额外的状态观测器来估计状态;这使本
文能够导出一个相对简单的闭环系统(不需要额外的
状态观测器).
本文的安排如下: 在第2节中,通过引入了一个辅

助系统把总干扰转移到一个指数稳定系统中,然后构
造了包括这个辅助系统在内的一个无穷维干扰估计

器,用于实时估计状态和总扰动;第3节设计一种基于
干扰估计器的输出反馈控制律,并用半群方法证明闭
环系统是指数稳定的;在第4节,给出了一些数值模拟.

2 干干干扰扰扰估估估计计计器器器设设设计计计

本节的目的是设计一个无限维干扰估计器来估计

系统(1)的状态(w(·, t), wt(·, t))和总扰动F (t). 由于
当F (t) + u(t) = 0时的系统(1)是反稳定的,处理干
扰并不是那么容易. 为了克服这个困难,首先引入一
个辅助系统

vtt(x, t) = vxx(x, t),

vx(0, t) = −qwt(0, t) + c0[vt(0, t)− wt(0, t)],

vx(1, t) = u(t)− c1[v(1, t)− w(1, t)],
(5)
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其中c0, c1 > 0为调节参数. 显然，系统(5)完全由系
统(1)的输入和输出决定. 令v̂(x, t) = v(x, t)− w(x,

t),得 
v̂tt(x, t) = v̂xx(x, t),

v̂x(0, t) = c0v̂t(0, t),

v̂x(1, t) = −F (t)− c1v̂(1, t).

(6)

定义Hilbert空间H1=H1(0, 1)×L2(0, 1),其内积

诱导范数为∥(f, g)∥2H1
=

w 1

0
[|f ′(x)|2 + |g(x)|2]dx+

c1|f(1)|2, ∀(f, g)∈H1.本文定义算子A1 : D(A1)(⊂
H1) →H1为A1(f, g) = (g, f ′′), ∀(f, g) ∈ D(A1) =

{(f, g)∈H1|A1(f, g)∈H1, f
′(0) = c0g(0), f

′(1) =

−c1f(1)}.则系统(6)的抽象形式为
d

dt
(v̂(·, t), v̂t(·, t)) = A1(v̂(·, t), v̂t(·, t))− B1F (t),

(7)

其中B1 = [0 δ(x− 1)]T, δ为Dirac分布.

熟知,算子A1生成一个指数稳定C0–半群[23]. 这
表明系统(5)把F (t)转移到了一个指数稳定系统,且不
带输入u(t). 从而相对于原系统, F (t)更容易处理.

引引引 理理理 1 假 设d∈L∞(0,∞) (或d∈L2(0,∞)),
函数f : H1 → R连续,系统(1)存在唯一的有界解(w,

wt) ∈ C(0,∞;H1). 则对任意的初值(v̂(·, 0), v̂t(·,
0))∈H1,系统(7)存在唯一的有界解满足(v̂, v̂t) ∈
C(0,∞;H1), sup

t>0

∥(v̂(·, t), v̂t(·, t))∥H1
< +∞. 进一

步,若 lim
t→∞

f(w,wt) = 0和d∈L2(0,∞),则 lim
t→∞

∥(v̂(·,
t), v̂t(·, t))∥H1

= 0.

证证证 由假设得F (t)=f(w(·, t), wt(·, t)) + d(t)∈
L2

loc(0,∞). 由文献[8]得B1关于半群eA1t容许.由文
献[25],对任意得初值(v̂(·, 0), v̂t(·, 0)) ∈ H1,系统(7)
存在唯一的解(v̂, v̂t)∈C(0,∞;H1),满足文献[20]的
引理2.1. sup

t>0

∥(v̂(·, t), v̂t(·, t))∥H1
<+∞. 由文献[20]

中的引理2.1,若 lim
t→∞

f(w,wt) = 0, d ∈ L2(0,∞),则

lim
t→∞

∥(v̂(·, t), v̂t(·, t))∥H1
= 0. 证毕.

现在对未知输入系统(6)设计如下观测器:
ztt(x, t) = zxx(x, t),

zx(0, t) = c0zt(0, t),

z(1, t) = v(1, t)− w(1, t).

(8)

令ẑ = z − v̂,得到观测器的误差系统{
ẑtt(x, t) = ẑxx(x, t),

ẑx(0, t) = c0ẑt(0, t), ẑ(1, t) = 0.
(9)

定义Hilbert空间H2=H1
e (0, 1)×L2(0, 1), H2

e (0,

1)={f ∈H1(0, 1)|f(1)=0},其范数为∥(f, g)∥2H2
=

w 1

0
[|f ′(x)|2 + |g(x)|2]dx,∀ (f, g) ∈ H2. 本文定义算

子A2 : D(A2)(⊂ H2) → H2为A2(f, g) = (g, f ′′),

∀(f, g)∈D(A2)={(f, g)∈(H1
e ∩ H2(0, 1))×H1

e (0,

1)|f ′(0) = c0g(0)}.则系统(9)的抽象形式为
d

dt
(ẑ(·, t), ẑt(·, t)) = A2(ẑ(·, t), ẑt(·, t)). (10)

系统(10)指数稳定: 存在常数MA2
, wA2

>0使得

∥eA2t∥H2
6 MA2

e−wA2
t, t > 0. (11)

引引引理理理 2 假设(ẑ·, 0), ẑt(·, 0)∈D(A2),存在常数

γ1>0使|ẑx(1, t)|6γ1e
−wA2t,其中wA2

由式(11)给出.

证证证 直接在文献[16]中推论2.1的证明中令c0 =

0即得结论. 证毕.

结合系统(5)和系统(8)得到无穷维干扰估计器

lvtt(x, t) = vxx(x, t),

vx(0, t) = −qwt(0, t) + c0[vt(0, t)− wt(0, t)],

vx(1, t) = u(t)− c1[v(1, t)− w(1, t)],

ztt(x, t) = zxx(x, t),

zx(0, t) = c0zt(0, t), z(1, t) = v(1, t)− w(1, t),
(12)

其只依赖于系统(1)的输入和输出.

注注注 1 和文献[16]的式(4.4)相似,本文的无穷维干扰估

计器只包含两个PDE,而文献[20]的式(5.2)的干扰估计器包含

3个PDE.因此本文的干扰估计器比文献[20]简单.

和ADRC中的传统的扩张状态观测器一样,无穷

维干扰估计器(12)也同时用于估计状态和干扰. 事实

上,因为系统(9)由指数稳定半群描述eA2t,所以(w(·,
t), wt(·, t)) = (v(·, t) − z(·, t), vt(·, t) − zt(·, t))+
(ẑ(·, t), ẑt(·, t)) ≈ (v(·, t)− z(·, t), vt(·, t)− zt(·, t)).
表明,可视(v(·, t)− z(·, t), vt(·, t)− zt(·, t))为状态
(w(·, t), wt(·, t))的估计.由引理2和式(6),对(ẑ(·, 0),
ẑt(·, 0)) ∈ D(A2),有F (t) = −v̂x(1, t)− c1v̂(1, t) =

−zx(1, t)−c1z(1, t)+ẑx(1, t)≈−zx(1, t)−c1z(1, t).

即,当初始条件(ẑ(·, 0), ẑt(·, 0))光滑时,−zx(1, t)−
c1z(1, t)为总干扰f(w(·, t), wt(·, t)) + d(t)的估计.

下一节将证明初始条件光滑性事实上可以去掉.

3 输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计

基于上一节的无穷维干扰估计器,本节的目标是
设计系统(1)的输出反馈控制器. 受文献[16]的式(3.3)
启发,首先引入变量w̃(x, t) = w(x, t) +W (x, t),其
中W (x, t)满足{

Wt(x, t) +Wx(x, t) = 0,

W (0, t) = −c2(v(0, t)− z(0, t)).
(13)
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结合式(1)和式(13)得到

w̃tt(x, t) = w̃xx(x, t),

w̃x(0, t) =
c2 − q

1− c2
w̃t(0, t)−

c2(1− q)

1− c2
ẑt(0, t),

w̃x(1, t) = u(t) + f(w(·, t), wt(·, t)) + d(t)+

Wx(1, t).

(14)

本文的输出反馈控制器设计为

u(t) = zx(1, t) + c1z(1, t)− c1[w(1, t) +

W (1, t)]−Wx(1, t),

其中前两项用于抵消总干扰,剩下的项用于稳定系
统(1). 对应的闭环系统为

wtt(x, t) = wxx(x, t),

wx(0, t) = −qwt(0, t),

wx(1, t) = zx(1, t)− c1[w(1, t) +W (1, t)]−
Wx(1, t) + f(w(·, t), wt(·, t))+
d(t) + c1z(1, t),

vtt(x, t) = vxx(x, t),

vx(0, t) = −qwt(0, t) + c0[vt(0, t)− wt(0, t)],

vx(1, t) = zx(1, t) + c1z(1, t)− c1[w(1, t)+

W (1, t)]− c1[v(1, t)− w(1, t)]−
Wx(1, t),

Wt(x, t) +Wx(x, t) = 0,

W (0, t) = −c2(v(0, t)− z(0, t)),

ztt(x, t) = zxx(x, t),

zx(0, t) = c0zt(0, t), z(1, t) = v(1, t)− w(1, t),
(15)

该系统显然是非线性的.

注注注 2 和文献[16]的式(5.2)一样,本文的闭环系统(15)
只包含3个波方程和1个传输方程,文献[20]的式(5.29)和(5.30)
包含4个波方程和3个传输方程. 尽管闭环系统(15)和文献[16]
的式(5.2)有同的方程个数,本文仅用2个输出量侧,而文献[16]
用了3个量测且不包含内部非线性不确定性. 这表明本文方法
比文献[16, 20]更有效更节能.

显然,闭环系统(15)等价于

v̂tt(x, t) = v̂xx(x, t), v̂x(0, t)=c0v̂t(0, t),

v̂x(1, t) = −F (t)− c1v̂(1, t),

ẑtt(x, t) = ẑxx(x, t), ẑx(0, t) = c0ẑt(0, t),

ẑ(1, t) = 0, w̃tt(x, t) = w̃xx(x, t),

w̃x(0, t) =
c2 − q

1− c2
w̃t(0, t)−

c2(1− q)

1− c2
ẑt(0, t),

w̃x(1, t) = ẑx(1, t)− c1w̃(1, t),

Wt(x, t) +Wx(x, t) = 0,

W (0, t) = − c2
1− c2

(w̃(0, t)− ẑ(0, t)).

(16)

系统(16)还是非线性的,但是(w̃, ẑ)部分是线性的,即

ẑtt(x, t) = ẑxx(x, t),

ẑx(0, t) = c0ẑt(0, t), ẑ(1, t) = 0,

w̃tt(x, t) = w̃xx(x, t),

w̃x(0, t) =
c2 − q

1− c2
w̃t(0, t)−

c2(1− q)

1− c2
ẑt(0, t),

w̃x(1, t) = ẑx(1, t)− c1w̃(1, t).
(17)

本文在Hilbert空间H1 ×H2把系统(17)写成抽象形式

d

dt
(w̃(·, t), w̃t(·, t)) = A3(w̃(·, t), w̃t(·, t))+

B31[−
c2(1− q)

1− c2
ẑt(0, t)] + B32ẑx(1, t),

d

dt
(ẑ(·, t), ẑt(·, t)) = A2(ẑ(·, t), ẑt(·, t)),

(18)

其中A3定义为A3(f, g) = (g, f ′′), (f, g)∈D(A∗
3) =

{(f, g) ∈ H2(0, 1)×H1(0, 1) : f ′(0) =
c2 − q

1− c2
g(0),

f ′(1) = −c1f(1)}, B31 = δ(x), B32 = δ(x− 1).

为了证明耦合系统(18)的指数稳定性,需要用到
文献[24]中的定理. 为此,本文需要一些概念. 设X , U
和 Y为 Banach空间, A在X中生成 C0–半群 eAt. 记
XA

−1为X在范数∥R(λ0, A)∥下的完备化空间,其中
R(λ0, A)为A在λ0处的预解式,称为X的外推空间.
称B ∈ L(U,X−1)关于半群eAt容许,如果对某个(从

而所有的) t0 > 0和 u ∈ L2
loc(0,∞;U)有

w t0

0
eA(t−s)

Bu(s)ds ∈ X , ∥
w t0

0
eA(t−s)Bu(s)ds∥ 6 WA,B(t0)

(
w t0

0
∥u(s)∥2ds)1/2成立,其中WA,B : (0,∞)→ [0,∞)

为依赖A和B的单调增函数[25]. 称C ∈ L(D(A), U)

关于半群eAt容许,若对任意的x∈D(A)和某个(从而

所有的) t0 > 0,有
w t0

0
∥CeAsx∥2ds 6 V 2

A,C(t0)∥x∥2,

其中VA,C : (0,∞) → [0,∞)为依赖于A和C的单调

增函数[26].

定定定理理理 1 [24,定理2.1] 设U , X和X为Banach空间. 假
设A和 A分别在空间X和X生成C0半群, B ∈ L(U,

XA
−1)和C ∈ L(D(A), U)关于半群eAt和eAt容许.则

算子A =

(
A BC

0 A

)
, D(A) = {(f, g) ∈ X×D(A) :

Af +BCg ∈ X}生成C0半群. 进一步,如果eAt和eAt

指数稳定,则eAt指数稳定.

定定定理理理 2 对任意初始条件(ẑ(·, 0), ẑt(·, 0), w̃(·,
0), w̃t(·, 0)) ∈ H2 ×H1,系统(17)存在唯一解满足
(ẑ(·, t), ẑt(·, t), w̃(·, t), w̃t(·, t))∈C(0,∞;H2×H1),
并且该解指数稳定

∥(ẑ(·, t), ẑt(·, t), w̃(·, t), w̃t(·, t))∥H2×H1
6
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M3e
−γt∥(ẑ(·, 0), ẑt(·, 0), w̃(·, 0), w̃t(·, 0)∥H2×H1

,

其中M3和γ为两个不依赖于(ẑ(·, 0), ẑt(·, 0), w̃(·, 0),
w̃t(·, 0))的正常数.

证证证 由文献[8, 23],得到算子B32和B31关于半

群eA3t容许.再注意到,将ẑt(0, t)和ẑx(0, t)视为系统

(9)的输出,其观测算子关于半群eA2t容许.由定理1立
即得到结论. 证毕.

定定定理理理 3 假设(c2 − q)/(1− c2) > 0,那么对任意
满足相容性条件z(1, 0) = v(1, 0)− w(1, 0)的初始

条件(w(·, 0), wt(·, 0), v(·, 0), vt(·, 0), z(·, 0), zt(·, 0),
W (·, 0)) ∈ H3

1×H1(0, 1),其解(w(·, t), wt(·, t),W (·,
t))存在且关于时间t连续.进一步,有

∥(w(·, t), wt(·, t),W (·, t))∥H1×H1(0,1) 6
M∗

4 e
−γt∥(w̃(·, 0), w̃t(·, 0), ẑ(·, 0), ẑt(·, 0),

W (·, 0))∥H1×H2×H1(0,1), t > 0,

其中M∗
4为不依赖于初值的正常数.

证证证 由假设可得(ẑ(·, 0), ẑt(·, 0), w̃(·, 0), w̃t(·,
0)) = (z(·, 0)− v(·, 0) + w(·, 0), zt(·, 0)− vt(·, 0)+
wt(·, 0), w(·, 0)+W (·, 0), wt(·, 0)+Wt(·, 0)) ∈ H2×
H1. 由定理2,系统(17)存在唯一解满足(ẑ(·, t), ẑt(·,
t), w̃(·, t), w̃t(·, t))∈C(0,∞;H2×H1). 显然W (x, t)

表示为

W (x, t) =


− c2

1− c2
[w̃t(0, t− x)− ẑt(0, t− x)],

t > x > 0,

W (x− t, 0), 1 > x > t.

则解(w(·, t), wt(·, t),W (·, t))存在且关于时间t连续.
记E(t) = ∥(w̃(·, t), w̃t(·, t), ẑt(·, t), ẑt(·, t))∥2H1×H2

,

ρ4(t) =
w 1

0
(x−1)[w̃t(x, t)w̃x(x, t)+ẑt(x, t)ẑx(x, t)]

dt, t>0.本文有|ρ4(t)|6
1

2
∥(w̃(·, t), w̃t(·, t), ẑt(·, t),

ẑt(·, t))∥2H1×H2
.计算

d

dt
ρ4(t)=(x−1)

1

2
[|w̃t(x, t)|2+

|w̃x(x, t)|2+|ẑt(x, t)|2+|ẑx(x, t)|2]|1x=0−
1

2

w 1

0
[|w̃t(x,

t)|2 + |w̃x(x, t)|2 + |ẑt(x, t)|2 + |ẑx(x, t)|2]dt得到

|w̃t(0, t)|2 + |ẑt(0, t)|2 6 2
d

dt
ρ4(t) +M 2

3 e
−2γtE(0).

情情情况况况1 t > 1. 此时有Wx(x, t) = −Wt(x, t) =
c2

1− c2
[w̃t(0, t− x) + ẑt(0, t− x)]. 则

w t

t−1
(|w̃t(0, s)|2 + |ẑt(0, s)|2)ds 6

2ρ4(t)− 2ρ4(t− 1) +M2
3E(0)

w t

t−1
e−2γsds 6

M2
3 (1 + e2γ +

e2γ − 1

2γ
)e−2γtE(0).

本文得到w 1

0
|Wx(x, t)|2dx =

w 1

0
|Wt(x, t)|2dx 6

2c22
(1−c2)2

w 1

0
[|w̃t(0, t−x)|2+|ẑt(0, t− x)|2]dx6

M2
3

2c22
(1− c2)2

(1 + e2γ +
e2γ − 1

2γ
)e−2γtE(0),

|W (1, t)|2= c22
(1−c2)2

|w̃(0, t−1)+ẑ(0, t−1)|26

2c22
(1− c2)2

[|w̃(0, t− 1)|2 + |ẑ(0, t− 1)|2] 6

2c22
(1− c2)2

[(|w̃(1, t− 1)|+
w 1

0
|w̃x(x, t− 1)|dx)2+

(
w 1

0
|ẑx(x, t−1)|dx)2]6

2c22
(1−c2)2

[2|w̃(1, t−1)|2+ 2
w 1

0
|w̃x(x, t− 1)|2dx+

w 1

0
|ẑx(x, t− 1)|2dx] 6

4c22M
2
3

(1− c2)2
(c1 + 1)e2γe−2γtE(0),

w 1

0
|W (x, t)|2dx 6

2c22
(1− c2)2

w 1

0
[|w̃(0, t− x)|2 + |ẑ(0, t− x)|2]dx 6

2c22
(1− c2)2

w t

t−1
[2|w̃(1, s)|2 + 2

w 1

0
|w̃x(x, s)|2ds+

w 1

0
|ẑx(x, s)|2dx]ds 6

4c22
(1− c2)2

(1 + c1)
w t

t−1
E(s)ds 6

4c22
γ(1− c2)2

(1 + c1)M
2
3 (e

2γ − 1)e−2γtE(0).

∥(w(·, t), wt(·, t),W (·, t))∥2 6

2∥(w̃(·, t), w̃t(·, t))∥2 + 2
w 1

0
[|Wt(x, t)|2+

|Wx(x, t)|2]dx+ 2c1|W (1, t)|2+

2
w 1

0
[|W (x, t)|2 + |Wx(x, t)|2]dx 6

2M2
3 [1 +

6c22
(1− c2)2

(1 + e2γ +
e2γ

2γ
)+

4c1c
2
2

γ(1− c2)2
(1 + c1)(e

2γ − 1)]e−2γtE(0)+

4c1c
2
2

(1− c2)2
(c1 + 1)e2γ 6

M 2
4 e

−2γt∥(w̃(·, 0), w̃t(·, 0), ẑ(·, 0), ẑt(·, 0))∥2,

其中M 2
4 = 2M2

3 [
4c1c

2
2

2ω(1− c2)2
(1+ c1)M

2
3 (e

2ω − 1)+
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6c22
(1− c2)2

(1 + e2ω +
e2ω

2ω
) +

8c1c
2
2

(1− c2)2
(c1 +1)+ 1].

情情情况况况2 0 6 t < 1. 此时有w 1

0
|W (x, t)|2dx =w t

0
|W (x, t)|2dx+

w 1

t
|W (x, t)|2dx 6

2c22
(1− c2)2

w t

0
[|w̃(0, s)|2 + |ẑ(0, s)|2]ds+

w 1−t

0
|W (x, 0)|2dx 6

4c22
(1−c2)2

(1+c1)
w 1

0
E(s)ds+

w 1

0
|W (x, 0)|2dx6

4c22
(1−c2)2

(1+c1)M
2
3E(0)+

w 1

0
|W (x, 0)|2dx,

其中用到了ẑ(1, s) = 0. 从而w 1

0
|Wx(x, t)|2dx =w t

0
|Wt(x, t)|2dx+

w 1

t
|Wt(x, t)|2dx 6

2c22
(1− c2)2

w t

0
[|w̃t(0, s)|2 + |ẑt(0, s)|2]ds+

w 1−t

0
|Wx(x, 0)|2dx 6

2c22
(1− c2)2

M2
3 (e

−2γ + 1 +
1− e−2γ

2γ
)E(0)+

w 1

0
|Wx(x, 0)|2dx,

进而得到

|W (1, t)|2 = |W (1− t, 0)|2 6

2|W (0, 0)|2 + 2
w 1

0
|Wx(x, 0)|2dx 6

c22
(1− c2)2

[|w̃(0, 0)|2 + |ẑ(0, 0)|2]+

2
∫ 1

0
|Wx(x, 0)|2dx 6

4c22
(1− c2)2

(c1 + 1)E(0) + 2
w 1

0
|Wx(x, 0)|2dx.

因此,有

∥(w(·, t), wt(·, t),W (·, t))∥2 6

2∥(w̃(·, t), w̃t(·, t))∥2 + 2
w 1

0
[|Wt(x, t)|2+

2c1|W (1, t)|2 + 2
w 1

0
[|W (x, t)|2 + |Wx(x, t)|2]dx+

|Wx(x, t)|2]dx 6

2[M2
3 +

6c22M
2
3

(1− c2)2
(2 +

1

2ω
) +

4c22
(1− c2)2

(1 + c1)+

4c1c
2
2

(1− c2)2
(1 + c1)]E(0)+

(6 + 4c1)∥W (·, 0)∥2H1(0,1) 6

M2
5 ∥(w̃(·, 0), w̃t(·, 0), ẑ(·, 0), ẑt(·, 0),W (·, 0))∥2,

其中M 2
5 = 2[M2

3 +
6c22M

2
3

(1− c2)2
(2 +

1

2ω
) +

4c22
(1− c2)2

(1 + c1) +
4c1c

2
2

(1− c2)2
(1 + c1)] + (6 + 4c1).取M∗

4 =

max{M4,M5e
γ}即得到所需结论. 证毕.

定理3表明本文的控制器能够稳定原系统.为了使
控制过程有意义,闭环系统(15)还必须有界,下面的定
理4就研究这个问题.

定定定理理理 4 假设d∈L∞(0,∞)(或者d∈L2(0,∞),
函数f :H→R连续.对任意满足相容性条件z(1, 0)=

v(1, 0)−w(1, 0)的初值(w(·, 0), wt(·, 0), v(·, 0), vt(·,
0), z(·, 0), zt(·, 0),W (·, t))∈H3

1×H1(0, 1),系统(15)
存在唯一解 (w(·, t), wt(·, t), v(·, t), vt(·, t), z(·, t),
zt(·, t), W (·, t)) ∈ C(0,∞;H3

1 ×H1(0, 1)). 那么闭
环系统一致有界: sup

t>0

∥(v(·, t), vt(·, t), z(·, t), zt(·,

t))∥H2 6 +∞.进而,若f(0, 0) = 0和d ∈ L2(0,∞),
可得系统渐近稳定: lim

t→∞
∥(v(·, t), vt(·, t), z(·, t), zt(·,

t))∥H2 = 0.

证证证 事实上,定理3已经证明(w(·, t), wt(·, t),
W (·, t)) ∈ C([0,∞),H1 ×H1(0, 1)). 这表明g(t) =

f(w(·, t), wt(·, t)) ∈ L∞(0,∞).
由引理1,对任意的初值(v̂(·, 0), v̂t(·, 0)) ∈ H1,

系统(7)存在唯一解满足(v̂, v̂t) ∈ C(0,∞;H1)和

sup
t>0

∥(v̂(·, t), v̂t(·, t))∥H1
<+∞. 故(v(·, t), vt(·, t))=

(w(·, t), wt(·, t)) + (v̂(·, t), v̂t(·, t))唯一取定且关于t

连续, sup
t>0

∥(v(·, t), vt(·, t))∥H1
< +∞. 进而, (z(·, t),

zt(·, t))=(ẑ(·, t), ẑt(·, t))+(v̂(·, t), v̂t(·, t))唯一确定
且关于t连续, sup

t>0

|(z(·, t), z(·, t))∥H1
6sup

t>0

∥(ẑ(·, t),

ẑt(·, t))∥H1
+sup

t>0

∥(v̂(·, t), v̂t(·, t))∥H1
=sup

t>0

∥(ẑ(·, t),

ẑt(·, t))∥H2
+sup

t>0

∥(v̂(·, t), v̂t(·, t))∥H1
+∞, sup

t>0

∥(z(·,

t), z(·, t))∥H1
6 sup

t>0

∥(ẑ(·, t),ẑt(·, t))∥H1
+ sup

t>0

∥(v̂(·,

t),v̂t(·, t))∥H1
= sup

t>0

∥(ẑ(·, t), ẑt(·, t))∥H2
+sup

t>0

∥(v̂(·,

t), v̂t(·, t))∥H1
+∞,因为eA2t为指数稳定C0–半群.

如果另外还有f(0, 0) = 0,则 lim
t→∞

f(w,wt) = 0.

再结合d ∈ L2(0,∞)和引理1,得到 lim
t→∞

∥(v̂(·, t), v̂t(·,
t))∥H1

=0.那么 lim
t→∞

∥(v(·, t), vt(·, t))∥H1
= lim

t→∞
∥(v̂(·,

t), v̂t(·, t)) + (w(·, t), wt(·, t))∥H1
= 0, lim

t→∞
∥(v̂(·, t),

v̂t(·, t))∥H1
= lim

t→∞
∥(w(·, t), wt(·, t)) + (v̂(·, t), v̂t(·,

t))∥H1
= 0. 证毕.

注注注 3 i)和文献[20]中性质5.1相似,若f : H1→R, f(0,

0) = 0连续且在H1在中满足全局Lipschitz条件,则对任意的

(w(·, 0), wt(·, 0))∈H1, L2
loc[0,∞)和d∈L2

loc[0,∞),开环系统

(1)存在唯一的全局解满足(w(·, t), wt(·, t)) ∈ C(0,∞;H1).
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ii)对于本文的定理4,不同于开环系统,闭环系统(15)中

f(w,wt)的全局Lipschitz条件被去掉了. 主要有3方面原因:

1)式(17)为线性子系统,且由半群理论可得到(w̃(·, t), w̃t(·, t))

的存在连续性和指数稳定性; 2)本文用系统(16)的W部分得

(w̃(·,t), w̃t(·, t))存在连续性和指数稳定性; 3) (w(·, t), wt(·, t))

的存在连续性和有界性可由原因1)和原因2)得到,于是把

f(w(·,t), wt(·, t)) + d(t)视为系统(16)的q̂部分的边界非齐次

项,得到(v̂(·, t), v̂t(·, t))的存在唯一性.

4 数数数值值值模模模拟拟拟

本节针对闭环系统(15),在MATLAB中采用有限
差分方法做一些数值模拟. 选择时间和空间步长分别
为1/200和1/100. 选取非线性内部不确定和外部干
扰分别为f(w(·, t), wt(·, t)) = sin(w(1, t))和d(t) =

sin(2t). 参数和初值选取q = 0.5, c0 = c1 = 1, c2 =

0.8, w(x, 0) = x2 − 2x, wt(x, 0) = 0, z(x, 0) = x3,

zt(x, 0) = 0, v(x, 0) = vt(x, 0) = 0,W (x, 0) = 2x.

图 1 – 4分别表示闭环系统 (15)的状态 w(x, t),
W (x, t), v(x, t)和z(x, t). 数值结果显示,闭环系统的
状态w(x, t)和W (x, t)随时间的增加迅速衰减,这展
示了定理3的有效性;状态v(x, t)和z(x, t)始终保持

有界,这表明了定理4的正确性.
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图 1 状态w(x, t)

Fig. 1 The state of w(x, t)
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图 2 状态W (x, t)

Fig. 2 The state of W (x, t)
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图 3 状态v(x, t)

Fig. 3 The state of v(x, t)
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图 4 状态z(x, t)

Fig. 4 The state of z(x, t)
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