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摘要:本文针对机理模型未知的非线性非仿射多入多出(MIMO)离散时间系统,研究了系统同时存在未知时滞和
迭代变化运行时间区间的预测迭代学习控制(PILC)问题.首先利用未知时滞的上下界信息建立了一种新型的动态
线性化(DL)模型,理论分析表明该模型能够等价描述本文所考虑的存在未知时滞的未知非线性系统.同时,设计一
种新的数据补偿机制用以处理由于系统运行时间区间迭代变化而引起的数据丢失问题.基于所建立的DL模型和数
据补偿机制,设计了能够同时处理未知时滞和迭代变化运行时间区间的预测迭代学习控制方法. 通过严格的理论
分析同时给出了建模误差和跟踪控制误差的收敛性质. 最后,通过仿真进一步验证了所提方法的有效性.
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Abstract: This paper investigates the predictive iterative learning control (PILC) problem for a class of nonlinear and
nonaffine multiple-input multiple-output (MIMO) discrete-time systems with unknown system mechanism model and under
both unknown time delay and iteratively varying trial lengths. First, a new dynamic linearization (DL) model is developed
by virtue of the upper and lower bound information of the unknown time delay, and the theoretical analysis shows that the
constructed model can equivalently describe the unknown nonlinear system with unknown time delay considered in this
paper. At the same time, a new data compensation mechanism is introduced to deal with the problem of data loss caused
by the varying trial lengths at each iteration of the system. Based on the developed DL model and data compensation
mechanism, a predictive iterative learning control method is designed that can handle both the unknown time delay and the
iteratively varying trial lengths. The convergence properties of both the modeling error and the tracking control error are
given through rigorous theoretical analysis. Simulation results further verify the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言

迭代学习控制(iterative learning control, ILC)针对
具有重复性运行特性的系统,根据系统历史的输入与
输出信息,不断地调节控制信号,进而使系统实际输
出能够在有限的时间间隔内实现对期望输出的完全

跟踪. ILC由日本学者M.Uchiyama首次提出,随后Ar-
imoto在1984年研究机器人使用该方法[1],推动了ILC
的发展,随后ILC便成为控制领域的热点问题,引起了
学者们的广泛关注. 目前为止, ILC已广泛应用于实际
工业领域,如高速列车[2–4]、电机[5–6]、机器人[7–9]、智

能电源开关[10]等.

对于实际复杂的工业过程,模型预测控制(model
predictive control, MPC)[11]得到了广泛的研究.该方
法能够提供在复杂情况下利用过程信息实现优化控

制的途径,根据实际系统的特点和控制要求建立预测
模型,通过某种性能指标最优来确定未来的控制作用,
从而实现较高的控制品质和经济效益.

近年来,学者们致力于将模型预测控制与迭代学
习控制有机结合,优势互补,旨在通过学习更多的系
统信息设计出能够保证某些性能指标达到最优的控

制策略[12–20]. 文献[12–15]在2维系统理论框架下设计
了模型预测迭代学习控制方法. 文献[16–18]为模型
已知的线性系统设计了相应的预测迭代学习控制方

法. 文献[19–20]基于已知的非线性系统模型设计了
预测迭代学习控制方法. 值得指出的是,上述关于模
型预测迭代学习控制的研究工作[12–20]均需依赖系统

的模型信息,而随着现代工业的高速发展,系统装置、
运行过程及运行环境日益复杂化,单纯依靠机理分析
很难确切掌握系统的动态特性,因而无法精确建立实
际系统的动力学模型. 因此,需要设计不依赖系统模
型信息的预测迭代学习控制方法. 目前,针对未知非
线性系统的预测迭代学习控制研究工作少之又少. 文
献[21]针对完全未知的多输入多输出 (multiple input
and multiple output, MIMO)的非线性离散系统,设计
了无约束和有约束情况下的数据驱动预测迭代学习

控制 (date-driven predictive ILC, DDPILC).文献 [22]
提出了基于径向基函数神经网络的DDPILC,进一步
考虑了未知外部扰动的影响.但上述研究工作[21–22]存

在2个局限: 1)要求系统每次运行的时间区间固定不
变; 2)没有考虑时滞对系统的影响.

实际上, ILC方法的基本假设之一是要求系统在固
定并且严格重复的时间区间内进行重复运动.然而在
实际工程中,系统每次重复运行的时间区间经常是迭
代变化的. 例如,高速列车每天应该按照运行图在固
定的时间区间内重复执行相同的旅客运输任务,但实
际上列车经常会出现早到或晚点的情况,从而导致实
际的运行时间区间迭代变化. 在ILC领域,文献[23]针

对迭代变区间的线性离散系统,设计了反馈辅助比例
微分(proportional-derivative, PD)型量化迭代学习控
制算法. 文献[24]针对非线性多智能体系统,研究了
分布式变区间无模型自适应迭代学习控制的一致性

跟踪问题.文献[25]针对模型结构已知的线性系统,设
计了相应的变区间迭代学习控制方法. 文献[26]针对
离散时间仿射非线性系统,提出了一种能够保证严格
点态收敛的变区间迭代学习控制方法. 文献[27]针对
多入多出的离散仿射非线性系统,设计了高阶的迭代
学习控制算法. 上述研究工作[23–27]中,当前批次控制
输入的更新如果用到前一次迭代未运行时刻的数据,
将该时刻缺失的输出误差数据进行补零. 将误差数据
直接补零将导致无法对控制输入进行有效更新. 因此,
如何利用历史实际运行数据信息及历史运行过程中

对未来运行时刻的预报信息对缺失运行时刻的数据

进行更加有效的补偿,并设计相应的预测迭代学习控
制方法,目前还没有相关研究工作.

另一方面,时滞现象广泛存在于实际受控系统中.
文献[28]针对含有已知时不变的输入时滞线性系统建
立一种嵌套预测反馈方法对输入时滞进行补偿.文献
[29]针对含有未知时变时滞的线性系统,假设当前时
刻时滞已知,提出了一种基于预测的可变输入时滞控
制方法. 针对模型结构已知的仿射非线性系统,文献
[30]针对已知的时不变输入时滞设计了一种状态反馈
镇定控制器,文献[31]通过使用泰勒定理对含有已知
时变时滞的输入进行近似,提出了一种基于高增益观
测器的时滞重构方法. 然而,如何针对含有未知时变
时滞且系统模型未知的非线性非仿射系统设计相应

的预测迭代控制方法,具有一定的挑战性.

鉴于以上分析,本文首次同时考虑未知时变的输
入时滞和迭代变化的运行时间区间,借助未知时滞的
上下界信息,并设计一种新型的缺失数据补偿机制,
为未知的非线性非仿射系统设计了不依赖系统机理

模型信息的预测迭代学习控制方法,并同时给出了所
提出方法的收敛性质. 系统整体结构框图如图1所示.

2 问问问题题题表表表述述述

考虑含有未知时滞的可重复的多入多出非线性非

仿射离散时间系统

yk(t+ 1) =

f(yk(t),yk(t− 1), · · · ,yk(t− ny),

uk(t− h(t)),uk(t− h(t)− 1), · · · ,
uk(t− h(t)− nu)), (1)

其中: 下标k ∈ N+表示迭代次数, t ∈ {0, 1, · · · , Tk}
表示运行时间; Tk是系统第k次运行的实际运行长度;
h(t)∈R是未知且时变的输入时滞,且τ1(t)6h(t)6
τ2(t); τ2(t), τ1(t)是时变但已知的时滞上下界; yk(t)
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∈ Rn和uk(t) ∈ Rn是系统在第k次迭代t时刻的输出

和输入, nu ∈ N+和ny ∈ N+是未知的系统阶数; f(·)

∈ Rn是未知的非线性函数.

记Td为期望的固定运行时间长度,系统的实际跟

踪控制误差ek(t+ 1)定义为

ek(t+ 1) = yd(t+ 1)− yk(t+ 1),

0 6 t 6 min{Tk, Td}, (2)

其中yd(t+ 1), t ∈ {0, 1, · · · , Td}是期望的系统输出.
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图 1 系统结构框图

Fig. 1 System structure block diagram

为了有效处理迭代变化的运行时间长度问题,实
现整个期望运行时间区间t ∈ {0, 1, · · · , Td}上的跟
踪控制,引入如下新的跟踪控制误差:

e∗
k(t+ 1) =



ϱk(t+ 1)ek(t+ 1)+

{
2∑

i=1

[
i∏

j=1

(1− ϱk−j+1(t+ 1))]·

ϱk−i(t+ 1)ek−i(t+ 1)+

[
3∏

j=1

(1− ϱk−j+1(t+ 1))]·

e∗
k|k−1(t+ 1)}, Tk 6 Td,

ek(t+ 1), Tk > Td,

(3)

其中: ϱk(t+ 1)是一个判断函数,只取0和1,当系统在
第k次迭代的t+1时刻存在真实的误差值ek(t+ 1),
则ϱk(t+1)=1,式(3)可被写为e∗

k(t+1) = ek(t+ 1);
当系统在第k次迭代的t+ 1时刻没有真实的误差值

ek(t+ 1)存在时,则ϱk(t+1) = 0,此时搜索历史k−1

次运行该时刻的值.若可搜索到真实的误差值ek−1(t

+ 1),则ϱk−1(t+ 1) = 1,式(3)可被写为e∗
k(t+ 1) =

ek−1(t+ 1). 若没有搜到真实的误差值,则继续搜索
历史k− 2次运行该时刻的值.如果能够搜到真实的误
差值ek−2(t+ 1),则ϱk−2(t+ 1) = 1,式(3)可被写为
e∗
k(t+ 1) = ek−2(t+ 1). 为了避免使用太过久远的

历史数据信息进行数据补偿,如果历史k−1和k−2

次运行该时刻均搜索不到实际的误差值,则停止搜索,
利用预报的误差值进行补偿,式(3)可被写为e∗

k(t+ 1)

= e∗
k|k−1(t+ 1),其中e∗

k|k−1(t+ 1)表示在第k − 1次

迭代时预测未来第k次迭代的跟踪控制误差,将在式
(15)中详细介绍.

假假假设设设 1 ∀k ∈ N+,系统的初始输出yk(0)可随

机变化但需有界.

假假假设设设 2 ∀t ∈ {0, 1, · · · , Td}和k = 0, 1, 2 · · · ,
f(·)关于uk(t)的偏导数存在且连续.

假假假设设设 3 系统满足广义Lipschitz条件,即∀t∈{0,
1, · · · , Td}和k = 0, 1, 2 · · ·有

∥yk1
(t+ 1)− yk2

(t+ 1)∥ 6 b∥uk1
(t)− uk2

(t)∥,

其中: uk1
(t) ̸= uk2

(t);对于任意的k1 ̸= k2, k1, k2 >

0, b > 0是一个常数.

注注注 1 从实际角度出发,假设2和假设3是合理且可接

受的[32–33]. 假设2是控制设计中对一般非线性系统的一种典

型约束条件.假设3是对系统输出变化率上界的一种限制,从

能量的角度来看,如果控制输入的能量变化处于一个有限的

水平,那么系统内部的能量变化不能达到无限大.许多工业系

统满足这一假设,如压力控制系统、温度控制系统、液位控制



704 控 制 理 论 与 应 用 第 41卷

系统等.

定定定理理理 1 如果系统(1)满足假设1–3,对于t ∈ {0,
1, · · · , Td}和k = 0, 1, 2, · · ·且∥∆uk(t)∥ ̸= 0, 则
必存在伪 Jacobian矩阵(pseudo Jacobian matrix, PJM)
Ga,k(t) ∈ Rn×n(a = 1, 2, 3),使得非线性系统(1)可
等价为如下包含未知时滞上下界信息的DL模型:

∆yk(t+ 1) =

G1,k(t)∆uk(t) +G2,k(t)∆uk(t− τ1(t)) +

G3,k(t)∆uk(t− τ2(t)), (4)

其中:

∆yk(t+ 1) = yk(t+ 1)− yk−1(t+ 1),

∆uk(t) = uk(t)− uk−1(t),

Ga,k(t)=


ga,11,k(t) ga,12,k(t) . . . ga,1n,k(t)

ga,21,k(t) ga,22,k(t) . . . ga,2n,k(t)

...
...

...

ga,n1,k(t) ga,n2,k(t) . . . ga,nn,k(t)


为未知但有界的伪Jacobian矩阵.

证 由系统(1)可得

∆yk(t+ 1) =

f(yk(t),yk(t− 1), · · · ,yk(t− ny),

uk(t−τ1(t)), · · · ,uk(t−h(t)),uk(t−1−h(t)), · · · ,
uk(t− τ2(t)), · · · ,uk(t− nu − h(t)))−
f(yk−1(t),yk−1(t− 1), · · · ,yk−1(t− ny),

uk−1(t− τ1(t)), · · · ,uk−1(t− h(t)),

uk−1(t− 1− h(t)), · · · ,uk−1(t− τ2(t)), · · · ,
uk−1(t− nu − h(t))) =

f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),uk(t),uk(t− h(t)),

uk(t− 1− h(t)), · · · ,uk(t− nu − h(t)))−
f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),uk−1(t),uk(t− h(t)),

uk(t− 1− h(t)), · · · ,uk(t− nu − h(t))) +

f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),uk(t− τ1(t)), · · · ,
uk(t− h(t)),uk(t− 1− h(t)), · · · ,
uk(t− nu − h(t)))− f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),

uk−1(t− τ1(t)), · · · ,uk(t− h(t)),

uk(t− 1− h(t)), · · · ,uk(t− nu − h(t))) +

f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),uk(t− h(t)),

uk(t− 1− h(t)), · · · ,uk(t− τ2(t)), · · · ,
uk(t− nu − h(t)))− f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),

uk(t− h(t)),uk(t− 1− h(t)), · · · ,

uk−1(t−τ2(t)), · · · ,uk(t−nu−h(t))) +

ζ1,k(t) + ζ2,k(t− τ1(t)) + ζ3,k(t− τ2(t)), (5)

其中:

ζ1,k(t) =

f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),uk−1(t),uk(t− h(t)),

uk(t− 1− h(t)), · · · ,uk(t− nu − h(t)))−

f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),uk(t),uk(t− h(t)),

uk(t− 1− h(t)), · · · ,uk(t− nu − h(t))),

ζ2,k(t− τ1(t)) =

f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),uk−1(t− τ1(t)),

uk(t− h(t)),uk(t− 1− h(t)), · · · ,

uk(t− nu − h(t)))− f(yk(t), · · · ,

yk(t− ny),uk(t− τ1(t)),uk(t− h(t)),

uk(t− 1− h(t)), · · · ,uk(t− nu − h(t))),

ζ3,k(t− τ2(t)) =

f(yk(t), · · · ,yk(t− ny),uk(t− h(t)),

uk(t− 1− h(t)), · · · ,uk−1(t− τ2(t)), · · · ,

uk(t−nu−h(t)))−f(yk(t), · · · ,yk(t−ny),

uk(t− h(t)),uk(t− 1− h(t)), · · · ,

uk(t− τ2(t)), · · · ,uk(t− nu − h(t))) +

f(yk(t),yk(t− 1), · · · ,yk(t− ny),

uk(t− h(t)), · · · ,uk(t− nu − h(t)))−

f(yk−1(t),yk−1(t− 1), · · · ,yk−1(t− ny),

uk−1(t− h(t)), · · · ,uk−1(t− nu − h(t))).

则利用假设2可将式(5)写为

∆yk(t+ 1) =

∂f∗

∂uk(t)
∆uk(t) +

∂f∗

∂uk(t−τ1(t))
∆uk(t−τ1(t)) +

∂f∗

∂uk(t− τ2(t))
∆uk(t− τ2(t)) + ζ1,k(t) +

ζ2,k(t− τ1(t)) + ζ3,k(t− τ2(t)), (6)

其中:

∂f∗

∂uk(t)
=



∂f∗
1

∂u1,k(t)

∂f∗
1

∂u2,k(t)
. . .

∂f∗
1

∂un,k(t)

∂f∗
2

∂u1,k(t)

∂f∗
2

∂u2,k(t)
. . .

∂f∗
2

∂un,k(t)

...
...

...

∂f∗
n

∂u1,k(t)

∂f∗
n

∂u2,k(t)
. . .

∂f∗
n

∂un,k(t)


,
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∂f∗

∂uk(t− τ~(t))
=



∂f∗
1

∂u1,k(t− τ~(t))

∂f∗
1

∂u2,k(t− τ~(t))
. . .

∂f∗
1

∂un,k(t− τ~(t))

∂f∗
2

∂u1,k(t− τ~(t))

∂f∗
2

∂u2,k(t− τ~(t))
. . .

∂f∗
2

∂un,k(t− τ~(t))
...

...
...

∂f∗
n

∂u1,k(t− τ~(t))

∂f∗
n

∂u2,k(t− τ~(t))
. . .

∂f∗
n

∂un,k(t− τ~(t))


,

~ = 1, 2,
∂f∗

i

∂uj,k(t)
(i = 1, · · · , n)(j = 1, · · · , n)表示

fi关于uj,k的偏导数在uj,k−1(t)和uj,k(t)之间某一点

处的值.

固定k次迭代运行,时刻t保持不变,考虑如下含
有数值矩阵ϕ1,k(t)的等式ζ1,k(t) = ϕ1,k(t)∆uk(t).
由于 ∥∆uk(t)∥ ̸= 0,至少存在一个解ϕ∗

1,k(t)使得

ζ1,k(t) = ϕ∗
1,k(t)∆uk(t).同理可得: ζ2,k(t−τ1(t)) =

ϕ2,k(t)∆uk(t − τ1(t))和ζ3,k(t − τ2(t)) = ϕ3,k(t) ·
∆uk(t−τ2(t))分别至少存在一个解ϕ2,k(t) = ϕ∗

2,k(t)

和ϕ3,k(t) = ϕ∗
3,k(t)使得上式成立. 令

G1,k(t) =
∂f∗

∂uk(t)
+ ϕ∗

1,k(t),

G2,k(t) =
∂f∗

∂uk(t− τ1(t))
+ ϕ∗

2,k(t),

G3,k(t) =
∂f∗

∂uk(t− τ2(t))
+ ϕ∗

3,k(t),

则式(6)可写为

∆yk(t+ 1) =

G1,k(t)∆uk(t) +G2,k(t)∆uk(t− τ1(t)) +

G3,k(t)∆uk(t− τ2(t)), (7)

其中:

∆yk(t+ 1) =

[∆y1,k(t+ 1) · · · ∆yn,k(t+ 1)]
T
,

Ga,k(t) =
[
GT

a,1,k(t) · · · GT
a,n,k(t)

]T
,

Ga,i,k(t) = [ga,i1,k(t) · · · ga,in,k(t)] ,

i = 1, · · · , n, a = 1, 2, 3,

(8)

且由假设3可得Ga,k(t)是有界的,同时Ga,i,k(t)将在

定理2中被用到. 证毕.

注注注 2 定理1中要求对在第k次迭代的所有时刻 t都

要求满足 ∥∆uk(t) ∥ ≠ 0. 实际上, 如果在某次迭代出现
∥∆uk(t) ∥ = 0, 此时可以向前移动σk ∈ N+次迭代直到

∥uk(t)− uk−σk
(t)∥ ̸= 0成立后再进行线性化.

如果系统(1)满足假设1–3,如果存在一个整数k0 > 1使

得

∥∆uk−j(t)∥

= 0, j = 1, · · · , k0 − 1,

̸= 0, j = k0,
(9)

那么对于任意整数k > k0,总可以找到一个有界的整数σk,
使得

∥∆uk−j(t)∥

= 0, j = 1, · · · , σk − 2,

̸= 0, j = σk − 1,
(10)

同时一定存在一个PJM Gk(t)使得系统(1)可转化为如下DL
模型:

yk(t+ 1)− yk−σk
(t+ 1) =

G1,k(t)(uk(t)− uk−σk
(t)) +G2,k(t)(uk(t− τ1(t))−

uk−σk
(t− τ1(t))) +G3,k(t)(uk(t− τ2(t))−

uk−σk
(t− τ2(t))), (11)

根据数学归纳法,与定理1的证明相类似,可以直接得出上述

结论.由于篇幅原因,这里省略详细的证明.

注注注 3 定理1中伪Jacobian矩阵(PJM)的元素反映了系

统控制输入和系统输出之间的映射关系,所针对的多入多出

系统模型(1)中的不确定性,非线性和耦合性等都被分散的融

合到PJM中[34]. 而与现有的PJM投影估计算法不同[34–36],本

文将设计一种新型的PJM估计算法(具体见下述式(27)),并将

在定理2中给出本文所提PJM估计算法的理论收敛性质.

3 预预预测测测迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制方方方案案案

若不存在由变化区间引起的数据丢失问题,则所
建立的DL模型(4)可改写为

yk(t+ 1) =

yk−1(t+ 1) +G1,k(t)∆uk(t) +

G2,k(t)∆uk(t− τ1(t)) +G3,k(t)∆uk(t− τ2(t)),

(12)

用yd(t+ 1)同时减去式(12)两边,可得系统实际运行
误差为

ek(t+ 1) =

ek−1(t+ 1)−G1,k(t)∆uk(t)−
G2,k(t)∆uk(t− τ1(t))−G3,k(t)∆uk(t− τ2(t)).

(13)

由于本文考虑变区间的问题,未运行时间区间
(Tk, Td]内的数据是无效的,且第k − 1次迭代的时间

区间[Tk−1, Tk]内的数据也有可能是缺失的,针对此类
问题,采用所提出的补偿机制式(3)进行补偿后,可得
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如下期望运行时间区间内完整且可用的误差模型:

e∗
k(t+ 1) =

e∗
k−1(t+ 1)−G1,k(t)∆uk(t)−

G2,k(t)∆uk(t− τ1(t))−G3,k(t)∆uk(t− τ2(t)),

0 6 t 6 Td, (14)

由式(14)可得未来k +m次迭代运行的跟踪误差

e∗
k+m|k(t+ 1) =

e∗
k(t+ 1)−

m∑
f=1

[G1,k+f (t)∆uk+f (t) +

G2,k+f (t)∆uk+f (t− τ1(t)) +

G3,k+f (t)∆uk+f (t− τ2(t))], (15)

其中e∗
k+m|k(t + 1)表示在第k次迭代时预测未来第

k +m次迭代的跟踪控制误差.

分别定义PJMGm
a,k+1(t) ∈ Rn×mn(a = 1, 2, 3)和

∆um
k+1(t) ∈ Rmn×1, ∆um

k+1(t− τ1(t)) ∈ Rmn×1,
∆um

k+1(t− τ2(t)) ∈ Rmn×1如下:

Gm
a,k+1(t) = [Ga,k+1(t) · · · Ga,k+m(t)], (16)

∆um
k+1(t) = [∆uT

k+1(t) · · · ∆uT
k+m(t)]

T, (17)

∆um
k+1(t− τ1(t)) =

[∆uT
k+1(t− τ1(t)) · · · ∆uT

k+m(t− τ1(t))]
T, (18)

∆um
k+1(t− τ2(t)) =

[∆uT
k+1(t− τ2(t)) · · · ∆uT

k+m(t− τ2(t))]
T, (19)

则式(15)可写为

e∗
k+m|k(t+ 1) =

e∗
k(t+ 1)−Gm

1,k+1(t)∆um
k+1(t)−

Gm
2,k+1(t)∆um

k+1(t− τ1(t))−
Gm

3,k+1(t)∆um
k+1(t− τ2(t)). (20)

由于式(14)中的PJMGa,k(t)(a = 1, 2, 3)以及式

(20)中的PJMGm
a,k+1(t)(a=1, 2, 3)是未知的,所以需

要对PJMGa,k(t)进行估计,并对PJMGm
a,k+1(t)进行

预测. 定义 PJMGa,k(t)的估计值为 Ĝa,k(t), PJM
Gm

a,k+1(t)的预测值为Ĝm
a,k+1(t),且根据式(16)有

Ĝm
a,k+1(t) = [Ĝa,k+1(t) · · · Ĝa,k+m(t)]. (21)

接下来分别对估计算法和预报算法进行设计.定
义如下建模误差:

ẽk(t+ 1) =

yk(t+ 1)− ŷk(t+ 1), 0 6 t 6 Tk. (22)

如果Tk < Td,则上式中实际输出yk(t+ 1)在未

运行时间区间(Tk, Td]内的数据是缺失的,因此定义
如下新的建模误差

ẽ∗
k(t+1)=y∗

k(t+1)−ŷk(t+1), 06 t6Td, (23)

ẽ∗
k(t+1)=[ẽ∗1,k(t+1) · · · ẽ∗n,k(t+1)], (24)

ẽ∗i,k(t+1)(i= 1, · · · , n)将在定理2中被用到. ŷk(t+

1)是实际输出yk(t+ 1)的估计值.根据式(12)可得

ŷk(t+ 1) =

y∗
k−1(t+ 1) + Ĝ1,k(t)∆uk(t) +

Ĝ2,k(t)∆uk(t− τ1(t)) + Ĝ3,k(t)∆uk(t− τ2(t)),

(25)

其中PJM Ĝa,k(t)是Ga,k(t)的估计值(a = 1, 2, 3).

式(23)中,实际输出yk(t+ 1)可能存在数据丢失

的问题,且在计算ŷk(t+ 1)时,式(25)也需要用到实
际的输出yk−1(t+ 1),进而也会存在由于数据丢失无
法计算的问题.因此,本文将直接对yk(t+ 1)进行补

偿,补偿后的系统输出为y∗
k(t+ 1),补偿机制如下:

y∗
k(t+ 1) =

ϱk(t+ 1)yk(t+ 1) + {
2∑

i=1

[
i∏

j=1

(1−

ϱk−j+1(t+ 1))]ϱk−i(t+ 1)yk−i(t+ 1) +

[
3∏

j=1

(1− ϱk−j+1(t+ 1))]yd(t+ 1)}, (26)

其中判断函数ϱk(t+ 1)的定义与式(3)中相同.

首先,采用如下沿迭代轴的学习算法来获得PJM
Ĝa,k(t)(a = 1, 2, 3):

Ĝ1,k(t)=Ĝ1,k−1(t)+η1ẽ
∗
k−1(t+ 1)∆uT

k−1(t),

Ĝ2,k(t) =

Ĝ2,k−1(t) + η2ẽ
∗
k−1(t+ 1)∆uT

k−1(t− τ1(t)),

Ĝ3,k(t) =

Ĝ3,k−1(t) + η3ẽ
∗
k−1(t+ 1)∆uT

k−1(t− τ2(t)),

(27)

其中η1 > 0, η2 > 0, η3 > 0为可调参数.

采用如下重置算法使估计算法式(27)具有更强的
对时变参数的跟踪能力:

如 果 | ĝa,ii,k(t)| < b2 或 |ĝa,ii,k(t)| > αb2 或

sgn(ĝa,ii,k(t)) ̸= sgn(ĝa,ii,0(t)). 则

ĝa,ii,k(t) = ĝa,ii,0(t), (28)

如果|ĝa,ij,k(t)|>b1或sgn(ĝa,ij,k(t)) ̸=sgn(ĝa,ij,0(t)).
则

ĝa,ij,k(t) = ĝa,ij,0(t), (29)

其中: ĝa,ii,0(t), ĝa,ij,0(t)分别是ĝa,ii,k(t), ĝa,ij,k(t)的
初始次迭代t时刻的值(a = 1, 2, 3); α > 1, b1 > 0, b2
> 0是常数,在假设4中有进一步的说明.

采用估计算法式(27)–(29)得PJM估计值Ĝa,k(t)

(a = 1, 2, 3)后,通过如下预报算法获取未来k + f次

迭代的PJM预测值Ĝa,k+f (t)(f = 1, 2, · · · ,m).
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Ĝ1,k+f (t) =

Λ̂1,k(t)Ĝ1,k+f−1(t) + Λ̂2,k(t)·
Ĝ1,k+f−2(t) + · · ·+ Λ̂np,k(t)Ĝ1,k+f−np

(t),

Ĝ2,k+f (t) =

M̂1,k(t)Ĝ2,k+f−1(t) + M̂2,k(t)·
Ĝ2,k+f−2(t) + · · ·+ M̂np,k(t)Ĝ2,k+f−np

(t),

Ĝ3,k+f (t) =

N̂1,k(t)Ĝ3,k+f−1(t) + N̂2,k(t)·
Ĝ3,k+f−2(t) + · · ·+ N̂np,k(t)Ĝ3,k+f−np

(t),

(30)

其中: 系数矩阵 Λ̂ϖ,k(t),M̂ϖ,k(t), N̂ϖ,k(t)分别是

Λϖ(t),Mϖ(t),Nϖ(t)(ϖ = 1, 2, · · · , np)在第 k次

迭代的估计值.定义

Λ̂
np

k (t) = [Λ̂T
1,k(t) · · · Λ̂T

np,k
(t)]T∈Rnnp×n,

M̂
np

k (t)=[M̂T
1,k(t) · · · M̂T

np,k
(t)]T∈Rnnp×n,

N̂
np

k (t)=[N̂T
1,k(t) · · · N̂T

np,k
(t)]T∈Rnnp×n,

Φ̂a,k−1(t) = [Ĝa,k−1(t) · · · Ĝa,k−np
(t)]T∈

Rnnp×n(a = 1, 2, 3),

(31)

则式(30)可写为
Ĝ1,k+f (t) = Φ̂T

1,k+f−1(t)Λ̂
np

k (t),

Ĝ2,k+f (t) = Φ̂T
2,k+f−1(t)M̂

np

k (t),

Ĝ3,k+f (t) = Φ̂T
3,k+f−1(t)N̂

np

k (t).

(32)

通过如下沿迭代轴的学习算法来计算Λ̂
np

k (t),
M̂

np

k (t), N̂np

k (t):

Λ̂
np

k (t) =

Λ̂
np

k−1(t) + ℓ1Φ̂1,k−1(t)[σ1I+

Φ̂T
1,k−1(t)Φ̂1,k−1(t)]

−1[Ĝ1,k(t)−
Φ̂T

1,k−1(t)Λ̂
np

k−1(t)],

M̂
np

k (t) =

M̂
np

k−1(t) + ℓ2Φ̂2,k−1(t)[σ2I+

Φ̂T
2,k−1(t)Φ̂2,k−1(t)]

−1[Ĝ2,k(t)−
Φ̂T

2,k−1(t)M̂
np

k−1(t)],

N̂
np

k (t) =

N̂
np

k−1(t) + ℓ3Φ̂3,k−1(t)[σ3I+

Φ̂T
3,k−1(t)Φ̂3,k−1(t)]

−1[Ĝ3,k(t)−
Φ̂T

3,k−1(t)N̂
np

k−1(t)],

(33)

其中ℓ1, ℓ2, ℓ3, σ1, σ2, σ3是可调的参数.

通过预报算法式(30)–(33)得到Gm
a,k+1(t)的预报

值Ĝm
a,k+1(t)后,则式(20)可以写为

e∗
k+m|k(t+ 1) =

e∗
k(t+ 1)− Ĝm

1,k+1(t)∆um
k+1(t)−

Ĝm
2,k+1(t)∆um

k+1(t− τ1(t))−
Ĝm

3,k+1(t)∆um
k+1(t− τ2(t)). (34)

基于式(34), ∆um
k+1(t)可通过计算下面的二次成

本函数获取:

J̄k+1(t) =

min
∆um

k+1(t)

{
e∗T
k+m|k(t+ 1)Qe∗

k+m|k(t+ 1) +

∆umT
k+1(t)R∆um

k+1(t)
}
, (35)

其中: Q = qIn×n, R = rInm×nm是两个对称的正定

矩阵, q > 0, r > 0. 根据优化条件
∂J̄k+1(t)

∂∆um
k+1(t)

= 0,

可得控制输入:

∆um
k+1(t) =

[ĜmT
1,k+1(t)QĜm

1,k+1(t) +R]−1 ·
[ĜmT

1,k+1(t)Qe∗
k(t+ 1)−

ĜmT
1,k+1(t)QĜm

2,k+1(t)∆um
k+1(t− τ1(t))−

ĜmT
1,k+1(t)QĜm

3,k+1(t)∆um
k+1(t− τ2(t))]. (36)

由于控制算法式(36)中含有矩阵求逆运算,当系
统输入输出维数很大时,求逆运算非常耗时,不利于
实际应用. 为了解决这一问题,将控制算法简化为

∆um
k+1(t) =

γqĜmT
1,k+1(t)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 [e

∗
k(t+ 1)−

Ĝm
2,k+1(t)∆um

k+1(t− τ1(t))−
Ĝm

3,k+1(t)∆um
k+1(t− τ2(t))], (37)

其中0 < γ 6 1是步长因子,它的引入是为了使控制
算法更具一般性.

利用预测控制中的滚动优化策略,可得

uk+1(t) = uk(t) +UT∆um
k+1(t), (38)

其中U =
[
In×n0n×n(m−1)

]T
.

本篇论文的控制算法流程如表1所示.

表 1 控制算法流程
Table 1 Control algorithm flow

1. 对PJM Ga,k(t)进行估计,得到估计值Ĝa,k(t)(a = 1, 2, 3)

式(27)–(29)
2. 对PJM Ga,k+f (t)进行预测,得到预测值Ĝa,k+f (t)

(a = 1, 2, 3, f = 1, · · · ,m) 式(30–33)
3. 计算∆um

k+1(t)以及uk+1(t) 式(37–38)
4. 将控制输入uk+1(t)应用到系统

5. 令k = k + 1,并重复以上步骤

在给出所提控制方法的收敛性质前,首先给出如
下假设和引理.

假假假设设设 4 PJMGa,k(t) (a = 1, 2, 3)是对角占优

矩阵,且满足以下条件: | ga,ij,k(t) | 6 b1, b2 6
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|ga,ii,k(t)| 6 αb2, i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , n, i ̸=
j, α > 1, b2 > b1(2α+ 1)(n− 1)且Ga,k(t)中所有的

元素符号在任意t时刻保持不变.

注注注 4 假设4是关于系统输入输出数据关系的假设,由

于所针对的系统模型未知,仅知道系统到当前时刻为止的输

入输出数据,因此系统输入输出数据关系的对角占优条件可

能是描述系统各变量之间耦合的唯一可行的选择[34–36]. 而

PJMGa,k(t)(a = 1, 2, 3)中元素符号的假设与很多基于模型

的控制方法中的相关假设类似[37–38]. 实际上,许多实际系统

可以验证满足这一假设,如搅拌槽系统[39]、木材/浆果蒸馏塔

系统[40]、双连杆机械手系统[41]、多智能体系统[42]等.

引引引理理理 1 [43] 令A = (xij) ∈ Cn×n,定义Gersch-

gorin圆盘: Di = {z||z − xii|6
n∑

j=1,j ̸=i

|xij|}, z ∈ C,

1 6 i 6 n. 则A矩阵的所有特征根都在圆盘中,且矩

阵的所有特征根满足z1, z2, · · · , zn ∈ DA =
n∪

i=1

Di.

定定定理理理 2 如果系统(1)满足假设1–4,所提出的参
数估计算法式(27)–(29),预报算法式(30)–(33)以及控
制算法式(37)–(38)满足下列条件:

0 < η1
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ1,i,k(t)
(
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ1,i,k(t)
)T +

η2
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ2,i,k(t)
(
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ2,i,k(t)
)T +

η3
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ3,i,k(t)
(
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ3,i,k(t)
)T < 1,

i = 1, 2, · · · , n, (39)

其中: Ĝa,i,k(a=1, 2, 3)是PJM Ĝa,k的第i行, ẽ∗i,k(t+
1)(i=1, · · · , n)是ẽ∗

k(t+1)的第i个元素, Ĝa,i,k以及

ẽ∗i,k(t+ 1)分别从式(8)与式(24)中获取. 则有:

1) 式 (23)定义的建模误差可收敛到零. 即
lim
k→∞

ẽ∗
k+1(t+ 1) = 0.

2) 式(3)定义的跟踪控制误差可收敛到一个界内,
即 lim

k→∞

∥∥e∗
k+1(t+ 1)

∥∥
υ
6 c

1− d1
,其中: 0 6 d1 < 1

从式(63)中获取, c > 0从式(64)中获取.

证证证 1) 由式(8)(23)–(25)可得

ẽ∗i,k+1(t+ 1) = y∗
i,k+1(t+ 1)− ŷi,k+1(t+ 1) =

y∗
i,k+1(t+1)−y∗

i,k(t+1)−Ĝ1,i,k+1(t)∆uk+1(t)−
Ĝ2,i,k+1(t)∆uk+1(t− τ1(t))−
Ĝ3,i,k+1(t)∆uk+1(t− τ2(t)). (40)

由于 y∗
i,k+1(t+ 1)与 y∗

i,k(t+ 1)根据补偿机制式

(26)分别有4种情况的取值,以y∗
i,k(t+ 1)为例, 4种情

况分别是: 1)当前第k次迭代真实的输出yi,k(t+ 1);
2)历史k − 1次迭代的真实的输出yi,k−1(t+ 1); 3)历
史k− 2次迭代的真实的输出yi,k−2(t+ 1); 4) t+ 1时

刻期望的输出yd(t+ 1).

y∗
i,k+1(t+ 1)与y∗

i,k(t+ 1)的4种情况两两结合有
多种不同的补偿方式,如 y∗

i,k(t+ 1)取 yi,k(t+ 1),
y∗
i,k+1(t+ 1)取yi,k+1(t+ 1)等,式(41)选择其中一种
来证明. 即第k次迭代t+ 1时刻没有真实的输出值但

历史第k − 1次迭代t + 1时刻能搜到真实的输出值,
同时第k + 1次迭代的t +1时刻有真实的输出值.即
y∗
i,k(t+1) = yi,k−1(t+1), y∗

i,k+1(t+1) = yi,k+1(t+

1),其他情况的选取通过类似式(41)–(51)的分析,均
能保证建模误差ẽ∗i,k+1(t+ 1)的收敛性,由于篇幅限
制,这里不再详述.

基于上述分析,式(40)可被写为

ẽ∗i,k+1(t+ 1) =

yi,k+1(t+ 1)− yi,k−1(t+ 1)− Ĝ1,i,k+1(t) ·
∆uk+1(t)− Ĝ2,i,k+1(t)∆uk+1(t− τ1(t))−
Ĝ3,i,k+1(t)∆uk+1(t− τ2(t)). (41)

定义如下复合能量函数:

E∗
i,k+1(t+ 1) = ẽ∗i,k+1(t+ 1)2, i = 1, 2, · · · , n,

(42)

则其在迭代轴上的差分可表示为

∆E∗
i,k+1(t+ 1) =

E∗
i,k+1(t+ 1)− E∗

i,k(t+ 1) =

ẽ∗i,k+1(t+ 1)2 − ẽ∗i,k(t+ 1)2 =

∆ẽ∗i,k+1(t+ 1)2 + 2ẽ∗i,k(t+ 1)∆ẽ∗i,k+1(t+ 1),

(43)

其中∆ẽ∗i,k+1(t+ 1) = ẽ∗i,k+1(t+ 1)− ẽ∗i,k(t+ 1).

对∆ẽ∗i,k+1(t+ 1)应用泰勒展开可得

∆ẽ∗i,k+1(t+ 1) =

∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ1,i,k(t)
∆ĜT

1,i,k+1(t) +

∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ2,i,k(t)
∆ĜT

2,i,k+1(t) +

∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ3,i,k(t)
∆ĜT

3,i,k+1(t), (44)

其中∆ĜT
a,i,k+1(t)=ĜT

a,i,k+1(t)−ĜT
a,i,k(t)(a = 1, 2,

3).

把式(27)带入式(44)可得

∆ẽ∗i,k+1(t+ 1) =

η1
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ1,i,k(t)
ẽ∗i,k(t+ 1)∆uk(t) +

η2
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ2,i,k(t)
ẽ∗i,k(t+ 1)∆uk(t− τ1(t)) +
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η3
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ3,i,k(t)
ẽ∗i,k(t+ 1)∆uk(t− τ2(t)). (45)

由式(41)和式(45)可得

∆ẽ∗i,k+1(t+ 1) = −ẽ∗i,k(t+ 1)li,k(t+ 1), (46)

其中

li,k(t+ 1)= η1
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ1,i,k(t)
(
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ1,i,k(t)
)T +

η2
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ2,i,k(t)
(
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ2,i,k(t)
)T +

η3
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ3,i,k(t)
(
∂ẽ∗i,k(t+ 1)

∂Ĝ3,i,k(t)
)T. (47)

将式(46)代入式(43)可得

∆E∗
i,k+1(t+ 1) =

∆ẽ∗i,k+1(t+ 1)2+2ẽ∗i,k(t+ 1)∆ẽ∗i,k+1(t+ 1)=

ẽ∗i,k(t+ 1)2[li,k(t+ 1)2 − 2li,k(t+ 1)], (48)

根据条件(39)可知0 < li,k(t+ 1) < 1,则由式(43)和
式(48)可得

∆E∗
i,k+1(t+ 1) 6 −li,k(t+ 1)ẽ∗i,k(t+ 1)2, (49)

根据式(43)进一步有

ẽ∗i,k+1(t+ 1)26 [1− li,k(t+ 1)] ẽ∗i,k(t+ 1)2, (50)

根据条件(39),存在正常数ρ满足0 < 1 − li,k(t +

1) 6 ρ < 1,式(50)可被简化为

ẽ∗i,k+1(t+ 1)
2 6 ρẽ∗i,k(t+ 1)

2
, (51)

于是有 lim
k→∞

ẽ∗
k+1(t+ 1) = 0.

2) 根据控制律式(37)–(38)与式(14)可得

e∗
k+1(t+ 1) =

e∗
k(t+1)−

γqG1,k+1(t)U
TĜmT

1,k+1(t)

r+q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

e∗
k(t+1)+

γqG1,k+1(t)U
TĜmT

1,k+1(t)

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

·

[Ĝm
2,k+1(t)∆um

k+1(t− τ1(t)) +

Ĝm
3,k+1(t)∆um

k+1(t− τ2(t))]−

G2,k+1(t)∆uk+1(t− τ1(t))−

G3,k+1(t)∆uk+1(t− τ2(t)) =

C+{I−
γqG1,k+1(t)Ĝ

T
1,k+1(t)

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

}e∗
k(t+1), (52)

其中

C =

γqG1,k+1(t)Ĝ
T
1,k+1(t)

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

[Ĝm
2,k+1(t) ·

∆um
k+1(t− τ1(t)) + Ĝm

3,k+1(t)∆um
k+1(t− τ2(t))]−

G2,k+1(t)∆uk+1(t− τ1(t))−

G3,k+1(t)∆uk+1(t− τ2(t)). (53)

由引理1可得

Dj =

{z∥z − 1 +

γq
n∑

i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,ji,k+1(t)

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

| 6

n∑
l=1,l ̸=j

|
γq

n∑
i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,li,k+1(t)

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

|}, (54)

其中: z是矩阵I −
γqG1,k+1(t)Ĝ

T
1,k+1(t)

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

的特征根;

Dj, j = 1, · · · ,m,是Gerschgorin圆盘.

利用三角不等式,式(54)可写为

Dj =

{z∥z| 6 |1−
γq

n∑
i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,ji,k+1(t)

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

|+

n∑
l=1,l ̸=j

|
γq

n∑
i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,li,k+1(t)

r+q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

|}. (55)

由重置算法式(28)–(29)和假设4可以得到以下两

个不等式:

1−
γq

n∑
i=1

∥g1,ji,k+1(t)∥ĝ1,ji,k+1(t)|

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

6

1− γq|g1,jj,k+1(t)∥ĝ1,jj,k+1(t)|
r + q∥Ĝm

1,k+1(t)∥2
6

1− γqb22

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

(56)

和

n∑
l=1,l ̸=j

γq
n∑

i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,li,k+1(t)

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

6

γq
n∑

l=1,l ̸=j

n∑
i=1

|g1,ji,k+1(t)| |ĝ1,li,k+1(t)|

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

6

γq

n∑
l=1,l ̸=j

|g1,jj,k+1(t)| |ĝ1,lj,k+1(t)|

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

+

γq
n∑

l=1,l ̸=j

n∑
i=1,i̸=j

|g1,ji,k+1(t)| |ĝ1,li,k+1(t)|

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

6
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γq

n∑
l=1,l ̸=j

|g1,jj,k+1(t)| |ĝ1,lj,k+1(t)|

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

+

γq

n∑
l=1,l ̸=j

|g1,jl,k+1(t)| |ĝ1,ll,k+1(t)|

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

+

γq
n∑

l=1,l ̸=j

n∑
i=1,i̸=j,l

|g1,ji,k+1(t)| |ĝ1,li,k+1(t)|

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

6

γq
2αb1b2(n− 1) + b21(n− 1)(n− 2)

r + q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

. (57)

将式(56)和式(57)相加可得

1−
γq

n∑
i=1

|g1,ji,k+1(t)| |ĝ1,ji,k+1(t)|

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 +

n∑
l=1,l ̸=j

γq
n∑

i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,li,k+1(t)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 6

1− γqb22

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 +

γq
2αb1b2(n− 1) + b21(n− 1)(n− 2)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 6

1− γq
b22 − 2αb1b2(n− 1)− b21(n− 1)(n− 2)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 6

1− γq
2αb21(n− 1)

2

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 . (58)

由重置算法式 (28)–(29)和假设4有: g1,ji,k+1(t) ·

ĝ1,ji,k+1(t) > 0.因此,存在一个rmin > 0,当r > rmin

时,下式成立:
n∑

i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,ji,k+1(t)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 6 α2b22 + b21(n− 1)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 6

α2b22 + b21(n− 1)

rmin + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 < 1. (59)

当r > rmin > 0和0 < γq 6 1时,下式成立:

0 < M 6 2αb21(n− 1)
2

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 <

b22

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 6 α2b22 + b21(n− 1)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 <

α2b22 + b21(n− 1)

rmin + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 < 1, (60)

其中M > 0是一个正常数.

由式(58)和式(60)可得

∣∣1− γq
n∑

i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,ji,k+1(t)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2

∣∣+
n∑

l=1,l ̸=j

γq
n∑

i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,li,k+1(t)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 =

1−
γq

n∑
i=1

∣∣g1,ji,k+1(t)
∣∣∣∣ĝ1,ji,k+1(t)

∣∣
r + q

∥∥Ĝm
1,k+1(t)

∥∥2 +

n∑
l=1,l ̸=j

γq
n∑

i=1

g1,ji,k+1(t)ĝ1,li,k+1(t)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 <

1− γq2αb21(n− 1)
2

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 < 1− γqM < 1. (61)

由式(55)和式(61)可得

s(I −
γqG1,k+1(t)Ĝ

T
1,k+1(t)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 ) <

1− γqM < 1, (62)

其 中: s(A)是 矩 阵A的 谱 半 径,即: s(A) =

max
s∈{1,2,··· ,m}

|zs|, zs(s=1, 2, · · ·,m)是矩阵A的特征值.

由矩阵的谱半径的知识可得,存在任意小的ε > 0,

使得下式成立:

0 6
∥∥I −

γqG1,k+1(t)Ĝ
T
1,k+1(t)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2

∥∥
υ
6

s(I −
γqG1,k+1(t)Ĝ

T
1,k+1(t)

r + q
∥∥Ĝm

1,k+1(t)
∥∥2 ) + ε 6

1− γqM + ε 6 d1 < 1, (63)

其中
∥∥A∥∥

υ
是矩阵A的相容范数.

对式(52)两端取相容范数可得

∥e∗
k+1(t+ 1)∥υ 6

∥I−
γqG1,k+1(t)Ĝ

T
1,k+1(t)

r+q∥Ĝm
1,k+1(t)∥2

∥υ∥e∗
k(t+1)∥υ+c 6

d1∥e∗
k(t+ 1)∥υ + c 6 · · · 6

dk+1
1

∥∥e∗
0(t+ 1)

∥∥
υ
+

c(1− dk1)

1− d1
, (64)

其中c为式(53)取相容范数后的结果.

由0 6 d1 < 1,式(64)可写为

lim
k→∞

∥∥e∗
k+1(t+ 1)

∥∥
υ
6

lim
k→∞

dk+1
1

∥∥e∗
0(t+ 1)

∥∥
υ
+

c(1− dk1)

1− d1
, (65)

将式(65)简化为

lim
k→∞

∥∥e∗
k+1(t+ 1)

∥∥
υ
6 c

1− d1
. (66)
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从不等式(66)可得当k→∞时跟踪误差e∗
k+1(t+

1)可收敛到界
c

1− d1
内. 证毕.

4 仿仿仿真真真

为了验证所提算法的有效性,考虑如下含未知时
滞的电机模型[44]:

ẋ(t) = v(t),

v̇(t) =
u(t− h(t))− ffric(t)− frip(t)

m
,

ffric(t) =

[fc + (fs − fc)e
−(v/vs)2 + fvv]sgn(v),

frip(t) = Arsin(ω0

w t

0
v(τ)dτ),

(67)

其中: x(t)为位置, v(t)为速度, u(t)为推力, ffric为摩
擦力, frip为推力脉冲, m为质量, fs为静态摩擦力,
fc为库仑摩擦力的最小值, vs为润滑参数, fv为粘滞
摩擦系数, Ar和ω0是推力脉冲中的两个参数. 电机模
型的仿真参数设置为: m = 0.59 kg, fc = 10 N, fs =
20 N, vs = 0.01 m/s, fv = 10 N·s·m−1, Ar = 8.5 N,
ω0 = 314 rad/s,采样周期为1 s. 时滞设置为: h(t) =
4, t ∈ [600, 1200); h(t) = 2, t ∈ [200, 400) ∪ [2000,

3000]; h(t) = 1, t ∈ [400, 800); h(t) = 3, t ∈ [800,

1200) ∪ [1600, 2000); h(t) = 5, t ∈ [1200, 1600), 上
述时滞不参与控制器的设计.

注注注 5 电机模型(67)仅是为了产生系统的输入输出数

据,且控制器的设计不使用电机模型的任何结构与参数信息.

在仿真中,将电机的速度v(t)作为系统的输出,电
机所跟踪的的期望轨迹为

yd(t) = 2sin2(πt/600), 0 6 t 6 3000, (68)

仿真中系统实际的运行时间长度在区间 [2500,

3200]范围内随机变化,如图2所示. 本文所提控制算
法式(37)–(38),参数估计算法式(27)–(29),以及预报
算法式 (30)–(33)的参数设置为: r = 0.15, q = 0.95,
α = 103, b1 = 10−7, b2 = 0.9 × 10−3, η1 = 0.1,
η2 = 0.1, η3 = 0.1, γ = 0.5, ℓ1 = 1, ℓ2 = 1, ℓ3 = 1,
σ1 = 0.5, σ2 = 0.5, σ3 = 0.5, np = 2, Ĝ1,0 = 0.5,
Ĝ1,1 = 0.5, Ĝ2,0 = 0.5, Ĝ2,1 = 0.5, Ĝ3,0 = 0.5,
Ĝ3,1 = 0.5, Λ1,0 = 0.2, Λ1,1 = 0.2, Λ2,0 = 0.2,
Λ2,1 = 0.2, N1,0 = 0.2, N1,1 = 0.2, N2,0 = 0.2,
N2,1 = 0.2, M1,0 = 0.2, M1,1 = 0.2, M2,0 = 0.2,
M2,1 = 0.2.

上述参数是保证系统在迭代轴上不发散且使控制

性能最优的参数. 为了展示本文所提算法处理时滞的
能力,将时滞上下界设置为: τ1(t) = 1, t ∈ [0, 3000],
τ2(t) = 5, t ∈ [0, 1200), τ2(t) = 6, t ∈ [1200, 3000].

此外,将本文所提算法分别与文献[27]中的高阶
ILC算法、时间域上经典的PD控制算法、经典PD型

ILC算法,以及文献[20]中基于模型的多点预测ILC算
法进行比较.
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图 2 30次迭代的运行时间长度

Fig. 2 Varying trial lengths of 30 iterations

文献[27]中的高阶ILC控制器为

uk+1(t) =
N∑
i=1

Wiuk−i+1(t) +
N∑
i=1

Liek−i+1(t+ 1),

参数设置为: N=2, W1=0.5, W2=0.5, L1=−0.15,
L2 = 0.3.

PD控制器为
uk+1(t) = D1[ek+1(t)− ek+1(t− 1)] + L1ek+1(t),
参数设置为D1 = 10, L1 = −1.

PD型ILC控制器为
uk+1(t) = uk(t)+D2[ek(t+1)−ek(t)]+L2ek(t+1),
参数设置为D2 = 0.04, L2 = 0.12.

上述3种算法若系统实际运行的时刻Tk < Td时,
则将区间(Tk, Td]缺失的数据进行补零.

文献[20]中的多点模型预测ILC控制器为

uk+1(t) =

Gu [yd(t+ 1)−Gxyk+1(t)− epk
(t)]

L+G2
u

+

L
te−ts+1∑

i=1

wi(uk(ts + i− 1))

L+G2
u

,

其中: L是可调的控制参数; Gu = B, Gx = A是线

性化后系统模型参数; 根据电机模型式 (67)可得
A = 1, B = 0.0119. epk

(t)是线性化后的建模误

差 且 epk
(t) = yk(t + 1) − Gxyk(t) − Guuk(t),

ts = max {t− lw, 1}, te = min{t− lw, Td}, lw是预

测窗口的大小, wi是权重系数且
te−ts+1∑

i=1

wi = 1. 仿真

中参数的选取为: L = 0.0004, lw= 20, wi(i = 1, 2,

· · · , te − ts + 1)的取值均为
1

te − ts + 1
.

上述4种所比较的算法所设置的参数同样也是保
证系统在迭代轴上不发散且使控制性能最优的参数.

图3为本文所提算法和文献[27]中的高阶ILC算
法、PD控制算法、PD型ILC算法以及文献[20]中的多
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点模型预测ILC算法的跟踪误差曲线图. 从图中可以
看出,由于时域的PD控制算法没有学习机制,因此无
论系统重复运行多少次,误差均得不到改善. PD型
ILC算法和文献[27]中高阶ILC算法中没有对未知的
时滞和缺失的数据进行有效的补偿.因此,相较于本
文所提算法,收敛速度较慢. 而文献[20]中的多点模
型预测ILC算法,由于其控制器中利用了较多的历史
运行时刻的输入数据信息,且在仿真时使用了本文所
提出的丢失数据补偿方法,因此,在初始的几次迭代
中控制效果较优,但其控制方法需要利用已知且时不
变的系统模型参数. 而本文所提方法中系统模型参数
是未知且可不断自适应更新与学习的,因此随着迭代
次数的增加,能够获得相对更优的控制效果.

此外,将本文对时滞的处理方法与文献[29]进行
对比,利用文献[29]对时滞的处理方法设计跟踪控制
器如下:

uk(t+ 1) =

kz(e
Ah(t)ek(t+ 1)+

t∑
s=t−h(t)

eA(t−s)Buk(s)). (69)

根据电机模型式(67)可得A = 1, B = 0.0119,其
中kz为可调控制增益.

图4为本文所提算法以及文献[29]在不同时滞下
的跟踪误差曲线图,图4(a)为时滞h(t) = 2下本文所

提算法以及文献[29]在增益kz为0.38, 0.40, 0.42情况
下的跟踪误差曲线图. 从图中可以看出当kz = 0.40

时跟踪效果最好,当增益kz增加或减少都会使跟踪误

差变大,因此增益kz = 0.40为时滞h(t) = 2下的最优

参数. 图4(b)以及图4(c)选取最优增益kz的方法与图

4(a)的方法相同.图 4(b)为时滞h(t) = 4, t ∈ [600,

1200) ∪ [1800, 2400); h(t) = 5, t ∈其他时刻下本文

所提算法以及文献[29]在增益kz为0.019, 0.021, 0.023
情况下的跟踪误差曲线图. 图4(c)为采用本文所提时
滞下本文所提算法以及文献[29]在增益kz为0.015,
0.020, 0.025情况下的跟踪误差曲线图. 与文献[29]方
法不同,本文所提方法充分利用时滞的上下界信息对
未知的时滞进行补偿,且控制器的增益可看做是迭代
可调整的. 因此,在保持仿真参数不变的情况下,不管
未知的时滞如何变化,所提方法均能够实现比文献
[29]更小的跟踪误差.
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15 20 25 30
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图 3 本文所提算法、文献[27]中的高阶ILC算法、PD控
制算法、PD型ILC算法,以及文献[20]中的多点模型
预测ILC算法的跟踪误差曲线

Fig. 3 Tracking error curves of proposed algorithm in this
paper, higher-order ILC algorithm in[27], PD control
algorithm, PD-type ILC algorithm, and multi-point
iterative learning model predictive control algorithm
in[20]
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图 4 本文所提算法以及文献[29]在不同时滞下的跟踪误差曲线

Fig. 4 Tracking error curves under different delays in[29] and proposed algorithm in this paper

图5是本文所提算法在运行时间区间变化的情况
下的实际输出与期望输出的曲线图,其中图5(a)是第
15次迭代的实际输出与期望输出的曲线图,图5(b)是
第30次迭代的实际输出与期望输出的曲线图.
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图 5 本文所提算法第15次与第30次迭代时的实际输出曲
线与期望曲线

Fig. 5 Actual and desired output curves of the proposed al-
gorithm at the 15th and 30th iterations

图6是在本文所提算法下系统在第15次迭代和第
30次迭代的控制输入,其中图6(a)是第15次迭代的控
制输入,图6(b)是第30次迭代的控制输入. 从图5可以
看出随着迭代次数的增加,跟踪性能越好.图3–6较好
地展示了本文所提算法的跟踪控制性能,图7将进一
步展示所提算法的建模性能.
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图 6 本文所提算法第15次与第30次迭代时的控制输入

Fig. 6 Control inputs of the proposed algorithm at the 15th
and 30th iterations

图7是第30次迭代运行的建模误差图,建模误差由
文中式(23)定义.从图7可以看出建模误差随着迭代次
数的增加逐渐减小,建模精度随着迭代次数的增加逐
渐提高.
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图 7 本文所提算法在迭代域上的建模误差
Fig. 7 Modeling errors of the proposed algorithm on the

iterative domain

5 结结结论论论

本文针对系统模型未知的非线性非仿射离散时间

系统,提出了一种能够同时处理运行时间区间迭代变
化以及未知时变时滞的预测迭代学习控制方法,并通
过理论分析给出了所提方法的收敛性质. 为处理运行
时间区间迭代变化引起的数据丢失问题,设计了一种
新型的数据补偿机制,利用历史数据信息和历史运行
对未来的预报信息对缺失的数据进行有效补偿,保证
控制算法的有效更新. 为了克服未知时滞对系统产生
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的影响,将时滞的上下界信息引入控制算法中对其进
行补偿.通过仿真比较进一步验证了本文所提方法的
有效性. 在未来的工作中,将进一步提高所提方法对
存在不确定性运行环境,如执行器故障、外部干扰的
适应能力.
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