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摘要:协同进化算法在求解大规模全局优化问题上具有较好的效果,其核心思想是利用分而治之的策略将一个
高维问题分解成若干个子问题,然后分别优化每个子问题.然而,现有的分解方法通常需要花费大量的计算成本来
获得精确的变量分组. 通过采用递归交互检测中的历史信息简化分组过程,能够避免检测某些集合的相互关系,本
文提出了一种新型三层递归差分分组策略(NTRDG).与其他4种现有的分组方法相比, NTRDG在不影响分组精度
的情况下计算成本消耗较低. 仿真结果表明, NTRDG在求解大规模全局优化问题时具有很强的竞争力.
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Abstract: The cooperative coevolution algorithm performs well in solving large-scale global optimization problems.
The core idea of cooperative coevolution is to utilize a divide-and-conquer strategy for decomposing high-dimensional
problems into multiple subproblems, which are then processed individually and separately. However, existing decomposi-
tion methods typically require significant computational cost to obtain accurate variable grouping. To address this issue, a
novel three-level recursive differential grouping strategy (NTRDG) is proposed in this paper, which simplifies the group-
ing process by utilizing historical information in recursive interaction detection and avoids the detection of relationships
among certain sets, leading to a lower computational cost without sacrificing grouping accuracy. Simulation results demon-
strate that compared to four existing methods, NTRDG exhibits a stronger competitiveness in solving large-scale global
optimization problems.

Key words: global optimization; cooperative coevolution; decomposition methods; three-level recursive differential
grouping; recursive search

Citation: LI Fei, LIU Xiang, XU Hongbin, et al. New three-level recursive differential grouping method for large-scale
optimization problems. Control Theory & Applications, 2024, 41(4): 691 – 700

1 引引引言言言

在自然科学与工程技术中,许多问题可以转化为
一个最优化问题.随着大数据、人工智能和互联网的

发展,许多优化问题往往涉及成百上千维决策变量,
此类问题被称为大规模全局优化问题 (large-scale
global optimization problem, LSGOP)[1–3]. 常规进化
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算法在求解低维单目标全局优化问题时具有较好的

效果,但是随着问题维数的增加,问题的搜索空间会
呈指数增长,进化算法的求解效果和效率都会急剧下
降,此类问题也被称之为“维数灾难”[4]. 因此,如何
求解大规模全局优化问题是自然科学和工程技术领

域的研究热点和难点.

进化算法(evolutionary algorithms, EAs)作为一类
基于种群的启发式算法,常被用于解决各种复杂问
题[5–9]. 近年来,学者们致力于大规模全局优化研
究[10–11],提出了许多性能优越的进化算法. 整体来看,
这些算法大致可分为两类: 基于非分解的进化算
法[12–14]和基于分解的进化算法[15–17].

基于非分解的进化算法与传统的进化算法一样共

同求解所有变量. 为了跳出局部最优解,基于非分解
的进化算法通常需要设计特殊方案来增强种群的多

样性. Cheng和Jin提出了粒子群优化算法(particle sw-
arm optimization, PSO)的两个变体:竞争学习粒子群
算法(competitive swarm optimizer, CSO)[18]和社会学

习粒子群算法(social learning PSO, SL-PSO)[19]. CSO
采用竞争学习机制来比较从当前种群中随机选择的

两个粒子. 在竞争后,获胜者直接进入下一代,而输家
则通过向获胜者和群体的平均位置学习来更新其位

置.在SL-PSO算法中,首先根据所有粒子的适应度值
来对其进行排序,然后除最佳粒子外,其余粒子则通
过向更好的粒子学习来更新其位置. LaTorre等[20]提

出了MOS算法,该算法在每一代中评估所有组合算
子,并使用性能最好的算子生成后代. Hansen和Oster-
meier开发的协方差矩阵自适应进化策略(covariance
matrix adaptation evolution strategy, CMAES)[21]是一

种先进的进化算法,它通过自适应调整协方差矩阵
和步长参数来引导种群演化,有效地维持了种群内
的遗传多样性. 此外, Molina等人[22]提出的MA-SW-
Chains算法,通过整合多种局部搜索启发式,为每个
个体实现了差异化的局部搜索强度,从而增强了算法
的搜索能力. 然而,随着LSGO问题的复杂化,上述方
法可能会出现优化种群过早停滞等问题,且随着问题
规模的扩大,这些算法通常需要大量的适应度评估
(fitness evaluations, FEs).

基于分解的进化算法,也称为协同进化算法[23–24],
首先采用分解方法将大规模全局优化问题划分为若

干小规模子问题,然后使用进化算法分别求解各个子
问题.由于子问题的规模通常小于原始问题的规模,
协同进化算法可以通过分解机制节省大量的FEs. 常
规的分解方法可分为动态分解方法和静态分解方法.

动态分解方法在演化过程中动态地将变量划分为

不同的组. Yang等[25]提出了随机分组(random groupi-
ng, RG),该算法在每一代中将所有变量随机分成相同

大小的组. 随后,根据历史适应度信息来确定分组大
小[26]. 然而,此类方法忽略了变量间相互作用的基本
结构,可能将存在相互关系的决策变量划分为不同的
组,从而导致算法的性能急剧下降.

静态分组方法在初始化过程时对决策变量进行分

组,演化过程中保持分组结果不变. Vanden Bergh和
Engelbrecht[27]将一个D维问题分解为k个小维子问

题.然而,这种分解方法没有考虑变量间的相互作用.
Omidvar等[4]提出了一种差分分组方法(differential
grouping, DG),该方法通过检测扰动变量时的适应度
变化来识别变量之间的相互作用,然后将存在相互关
系的变量放到到同一组中,大大增加了分组准确度,
但该方法难以检测变量之间的间接相互作用. 为了缓
解这一困境, Sun等[28]在其基础上提出了扩展差分分

组方法(extended DG, XDG),该方法考虑了变量间的
直接和间接相互作用. Mei等[29]通过引入交互结构矩

阵提出了一种全局差分分组(global DG, GDG),该分
解方法可以使用深度优先搜索或广度优先搜索来识

别变量之间的相互作用. 这些分解方法分解一个D维

问题时需要消耗大量的FEs来检测变量之间的相互作
用. 因此, Omidvar等[30]通过估计舍入误差的大小找

到一个可靠的阈值,节省了完全可分离函数上多达一
半的计算资源. Sun等[31]提出了递归差分分组方法

(recursive DG, RDG),该方法通过递归检测集合之间
的相互关系,极大地降低了FEs的消耗.受到RDG
的启发,三层递归差分分组算法 (three-level RDG,
TRDG)[32]改进了RDG的分解过程. TRDG在分组阶
段将一个集合分成3个子集合，分别检测每个子集合
与被测集合之间是否存在相互关系,减少了算法的递
归深度.

为了进一步降低计算成本,本文在TRDG的基础
上提出了一种新型三层递归差分分组方法 (new
TRDG, NTRDG).贡献如下: 1) NTRDG通过采用递
归交互检测的历史信息,判断被测集合是否只与其中
一个子集合存在相互关系,若是,则忽略与另外两个
子集合的相互关系检测;若否,则分别对被测集合与
3个子集合进行相互关系检测. 2) TRDG在检测两个
集合之间相互关系时,需要消耗3个FEs, NTRDG通过
改进交互过程,在检测相互关系时消耗两个FEs,能够
有效降低函数适应度评估次数.

2 背背背景景景介介介绍绍绍

2.1 大大大规规规模模模优优优化化化问问问题题题

一个大规模全局优化问题可定义如下:

min f(x), x = [x1 x2 · · · xD] ∈ RD, (1)

其中: x是一个D维决策向量; xi表示第i个变量; D表
示变量的数量(i ∈ {1, · · · , D}),通常等于或大于
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1,000; f(x)称为目标函数.

2.2 三三三层层层递递递归归归差差差分分分分分分组组组策策策略略略

设X = {x1, · · · , xD}是决策变量的集合, UX是

决策空间RD中单位向量的集合.对于任意的单位向
量u = (u1, · · · , uD) ∈ UX1

(UX1
是 UX的子集),如果

存在xi /∈ X ,则ui = 0.

如图1所示, X1是X的子集, X2是X中除X1外其

他决策变量组成的集合. TRDG在分组阶段首先对X1

与X2进行交互检测,在确定X1与X2存在相互关系后,
将X2平均分成3个大小相同的子集X3, X4, X5. 类似
的, TRDG会递归检测所有与X1存在相互关系的集

合,直到X1不与任何子集交互. TRDG根据以下定理
检测变量集合之间的相互关系.

1 3 1 4

1 2

1 5

1 7 1 8 1 9

图 1 TRDG的分解过程

Fig. 1 The decomposition process of TRDG

定定定理理理 1 设f : RD → R是所求目标函数; X1 ⊂
X和X2 ⊂ X是函数决策变量的两个互斥子集: X1∩
X2 = ∅. 如果在决策空间中存在两个单位向量u1 ∈
UX1
和u2 ∈ UX2

,两个实数l1, l2 > 0,以及一个候选
解x∗,满足

f(x∗ + l1u1 + l2u2)− f(x∗ + l2u2) ̸=
f(x∗ + l1u1)− f(x∗), (2)

则X1和X2中的决策变量之间存在相互作用.

由于浮点数的精度有限,式(2)不适合用在计算设
备上. 为此,将式(2)转化为

f(x∗ + l1u1 + l2u2)− f(x∗ + l2u2)−
f(x∗ + l1u1) + f(x∗) > ϵ. (3)

X1和X2中决策变量的相互关系对阈值ϵ非常敏感. 对
于不同的问题,识别变量间相互关系的最适阈值ϵ可

能会不同. RDG采用了与GDG一样的阈值策略,该策
略基于目标值的大小来估计阈值ϵ,但是这些阈值策
略可能不适合分解不平衡问题.受到 DG2的启发,
RDG2[31]通过导出计算舍入误差的上限来估计阈值ϵ,
该方法提高了识别变量间相互关系的准确性. TRDG
采用与RDG2相同的阈值策略.

为了检测X1和X2之间的相互关系, TRDG需要计
算∆1和∆2:

∆1 = f(x∗ + l1u1 + l2(u3 + u4 + u5))−
f(x∗ + l2(u3 + u4 + u5)), (4)

∆2 = f(x∗ + l1u1)− f(x∗). (5)

如果式(2)不成立, TRDG可以确定X1和X2之间

不存在交互作用. 否则, TRDG会把X2的变量划分为

3个大小相等互斥子集X3, X4和X5(如图1),并检测每
个子集与X1之间的相互作用.

为了检测X1和X3之间的相互关系, TRDG需要计
算∆

′

1和∆
′

2:

∆
′

1 = f(x∗ + l1u1 + l2u3)− f(x∗ + l2u3), (6)

∆
′

2 = f(x∗ + l1u1)− f(x∗). (7)

为了检测X1和X4之间的相互关系, TRDG需要计
算∆

′′

1和∆
′′

2 :

∆
′′

1 = f(x∗ + l1u1 + l2u4)− f(x∗ + l2u4), (8)

∆
′′

2 = f(x∗ + l1u1)− f(x∗). (9)

为了检测X1和X5之间的相互关系, TRDG需要计
算∆

′′′

1 和∆
′′′

2 :

∆
′′′

1 = f(x∗ + l1u1 + l2u5)− f(x∗ + l2u5), (10)

∆
′′′

2 = f(x∗ + l1u1)− f(x∗). (11)

重复上述过程,直到TRDG寻找到与X1有相互作

用的所有变量. 在搜索的过程中,如果X1与子集没有

相互作用, TRDG不会进一步检测X1与这个子集的关

系.

由于X2 = X3 ∪X4 ∪X5,上述各个相互关系检
测过程可能存在关联.

3 新新新型型型三三三层层层递递递归归归差差差分分分分分分组组组

3.1 降降降低低低计计计算算算成成成本本本

命命命题题题 1 如果满足(∆1−∆2) = (∆
′

1−∆
′

2),则X1

与X4和X5没有相互作用.

证 若(∆1 −∆2) = (∆
′

1 −∆
′

2),又∆2 = ∆
′

2,易
得∆1 = ∆

′

1,

∆1 = f(x∗ + l1u1 + l2(u3 + u4 + u5))−
f(x∗ + l2(u3 + u4 + u5)) =

f(x∗ + l1u1 + l2u3)− f(x∗ + l2u3), (12)

令x′ = x∗ + l2u3,则式(12)等价于

∆1 =

f(x′+l1u1+l2(u4 + u5))−f(x′+l2(u4+u5))=

f(x′ + l1u1)− f(x′). (13)

由式(13)可得X1与X4和X5没有相互作用.
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同理,如果满足(∆1−∆2) = (∆
′′

1 −∆
′′

2 ),则X1与

X3和X5之间没有相互关系.

由上述命题及推导可得

1) 当(∆1−∆2) = (∆
′

1−∆
′

2)时,不需要计算∆
′′

1 ,
∆

′′′

1 的值就可以确定X1与X4和X5不存在相互关系.

2) 当(∆1−∆2) = (∆
′′

1 −∆
′′

2 )时,不需要计算∆
′′′

1

的值就可以确定X1与X5之间不存在相互关系.

综上所述,可以根据先前的相互关系检测(X1与其

中的一个或两个子集的关系),进一步确定X1与其余

子集之间的相互关系.

在TRDG执行的过程中, X1与X3, X4, X5之间的

关系可以分为以下几种情况:

1) X1只与X3有相互作用,而与X4和X5没有相

互作用: (∆1 −∆2) = (∆
′

1 −∆
′

2);

2) X1与X3和X5没有相互作用,而只与X4有相

互作用: (∆1 −∆2) = (∆
′′

1 −∆
′′

2 );

3) X1与X3和X4没有相互作用,而只与X5有相

互作用: (∆1 −∆2) ̸= (∆
′

1 −∆
′

2) ̸= (∆
′′

1 −∆
′′

2 );

4) X1与X4和X5都存在相互作用: (∆1 −∆2) ̸=
(∆

′

1 −∆
′

2) ̸= (∆
′′

1 −∆
′′

2 );

5) X1与X3和X5都存在相互作用;

6) X1与X3和X4都存在相互作用;

7) X1与X3, X4和X5分别都存在相互作用; (情
况5)–7)同情况4)).

对于情况1),根据命题1可以确定X1与X4和X5没

有相互作用,避免了他们之间相互关系的检测,即避
免式(8)和式(10)中∆

′′

1 , ∆
′′′

1 的计算,且X1与X4和X5

之间的相互关系将不作进一步研究,这两个搜索分支
将被切断. 对于情况2),根据命题1可以确定X1与X3

和X5没有相互作用,即可以避免式(10)中∆
′′′

1 的计算,
此搜索分支也将被切断. 对于情况3), TRDG将X5划

分为3个大小相等且相互排斥的子集X6, X7和X8. 为
了能够进一步检测X1和X6,检测X7和X8之间是否

存在相互关系(如图1),在应用命题1前,需要知道∆
′′′

1

= f(x∗ + l1u1 + l2u5)− f(x∗ + l2u5)的值.

在X1与X2的相互关系检测中,计算∆1.

令x′ = x∗ + l2u5,则

∆1 = f(x′ + l1u1 + l2(u3 + u4))−
f(x′ + l2(u3 + u4)). (14)

如果X1与X3和X4没有相互作用,则

∆1 = f(x′ + l1u1 + l2(u3 + u4))−
f(x′ + l2(u3 + u4)) =

f(x′ + l1u1)− f(x′) =

f(x′ + l1u1 + l2u5)− f(x∗ + l2u5). (15)

因此,在情况3)中,根据命题1进一步检测X1与

X6, X7与X8之间的相互关系时,从式(15)可以看出,
可以使用等价的∆1来代替∆

′′′

1 ,此时不需要计算∆
′′′

1 .
在第(4)至第(7)种情况中,为了进一步检测相互关系,
仍然需要计算∆

′′′

1 .

对于上述的7种情况,有3种情况(即情况1)–3))可
以根据先前的相互关系的检测来确定X1与X4和X5

或者是X1与X5之间的相互关系.

3.2 NTRDG算算算法法法描描描述述述
表1和表4分别给出了NTRDG主程序和分组过程

的伪代码,其中ub和lb分别是目标函数f决策变量的

上界和下界. 在检测相互关系之前, NTRDG花费一次
适应度评估求值(算法1,步骤2). 每次算法1在调用算
法4时,都会消耗一个适应度评估来寻找变量的子分
量(算法1,步骤5). 在分组阶段, NTRDG首先检测第1
个变量x1和其余的变量(即X1和X2)之间的相互关系.
如果X1和X2之间没有相互作用, X1中的变量将被放

在一个单独的组中(算法1,步骤9),随后将X2中的第

一个变量移到X1中(算法1,步骤10). 如果X1和X2之

间有相互作用, NTRDG将与X1交互的变量放入X1,
并从X2中删除这些变量(算法1,步骤12). 重复上述过
程,直到检测完所有变量之间的相互关系(即X2为空).

表 1 NTRDG的主程序
Table 1 The main program of NTRDG

算法1: NTRDG的主程序

1 sets← ∅
2 xl,l ← lb和yl,l ← f(xl,l)

3 X1 ← {x1}和X2 ← {x2, · · · , xD}
4 while X2不是空集合 do
5 xu,l ← xl,l, xu,l(X1)← ub(X1), yu,l ← f(xu,l)

6 F ← {yl,l, yu,l, nan, nan};
7 (X∗, β̂) = Group(X1, X2, xl,l, xu,l, ub, lb, F )

8 if X∗与X1相同 then
9 sets← sets∪X1

10 将X2里的第一个变量添加到X1中并且删除X2里

的第一个变量;
11 else
12 将X∗里的变量添加到X1中并且从X2中删除X1的

变量;
13 end
14 end

表2和表3分别给出了NTRDG和TRDG算法中X1

和X2之间相互关系检测的算法伪代码. 在NTRDG中,
检测交互的算法4(如表4)需要调用算法2来判断X1和

X2之间是否存在相互关系(算法4,步骤1).

当X1和X2之间存在相互作用:

1) 如果X2中的变量数大于2个时, X2将被分成3
个子集X21, X22, X23(算法4,步骤6). 根据命题2.1,如
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果X1只与X21之间存在相互作用关系(即β=β1)(算
法4,步骤8), NTRDG不需要消耗冗余的适应性评估
就可以确定X1与X22和X23没有相互作用. 否则,将
进一步检测X1与X22之间的关系(算法4,步骤9),如
果X1只与X22相互作用,而与X21没有相互作用(即
β = β2)(算法4,步骤11), NTRDG直接可以确定X1与

X23之间不存在相互关系.如果X1与X21和X22没有

相互作用(算法4,步骤12),在算法2中的步骤2中,因
为F3不为非数,所以节省了用于检测X1与X23之间的

相互关系的计算成本(即在算法2中的步骤3–9). 对于
X1与X21, X22和X23的其他相互关系,必须执行步骤
15或步骤22.

表 2 NTRDG集合间相互关系的检测过程
Table 2 The procedure of detecting relationships

between collections of NTRDG

算法2: (flag, β)= INTERACT(X1, X2, xl,l, xu,l, ub, lb, F )

1将F1, F2, F3, F4置于同个集合中: F ={F1, F2, F3, F4};
2 flag← 1;
3 if F3 = nan; then
4 xm,l ← xl,l, xm,l(X2)← (lb(X2) + ub(X2))/2
5 xu,m ← xu,l, xu,m(X2)← (lb(X2) + ub(X2))/2;
6 F3 ← f(xm,l), F4 ← f(xu,m)

7 ∆1 ← (F1−F2), ∆2 ← (F1−F2), β ← (∆1−∆2)

8 if |β| 6 ϵ then
9 flag← 0
10 end
11 end

表 3 TRDG的交互过程
Table 3 The procedure of detecting relationships

between collections of TRDG

算法3: TRDG交互检测flag = INTERACT(X1, X2)

1 xu,l = xl,l;
2 xu,l = xl,l; xu,l(X1)← ub(X1)

3 ∆1 = yl,l − f(xu,l)
∗计算适应度值变化

4 xm,l ← xl,l, xm,l(X2)← (lb(X2) + ub(X2))/2
5 xu,m ← xu,l, xu,m(X2)← (lb(X2) + ub(X2))/2;
6 ∆2 = yl,l − f(xu,l)

∗计算适应度值变化

7 if |∆1 −∆2| > ϵ then
8 对集合X2进行3等分并递归检测集合间的交互
9 else
10 X∗ ← X1;
11 end

2) 如果X2中只有两个变量时,将X2分成2个大小
相等的子集X21, X22. 此时,如果X1与X21有相互作

用时(即β = β1)(算法4,步骤31),则不需要消耗多余
的FEs就可以确定X1与X22没有相互作用. 如果X1与

X21之间不存在相互关系(算法4,步骤32)(算法2,步
骤3), F3判定不为非数,所以节省了用于检测X1与

X22之间相互关系的计算成本(算法2,步骤3–9). 对于
X1与X21, X22都存在相互作用的情况,必须执行步骤
35. 若X2中只有一个变量,则不需要对X2进行划分.

3) 重复上述过程,直到NTRDG找到与X1交互的

所有变量. 此外, NTRDG将一个函数评估(即f(xu,l))
从TRDG适应度检测过程(算法3,步骤2)移至递归过
程外,在NTRDG上表现为(算法1,步骤5),这不会影
响分解过程. 因此,在每次交互检测的过程中, TRDG
共消耗了3个适应性评估方法(算法3,步骤2, 4, 5),而
NTRDG只消耗了两个适应度评估(算法2,步骤6).

3.3 NTRDG交交交互互互检检检测测测实实实例例例
以一个测试函数为例,比较NTRDG和TRDG在交

互检测阶段中的差异,这个测试函数为

f(x) = (x1−x2)
2 + (x3−x4)

2 + (x5−x6)
2 + x2

7.

分组过程如图2所示. 符号↔表示集合之间存在相互
关系,而带有斜线的↔表示集合之间不存在相互关系.
在这个例子当中, x1 ↔ x2, x3 ↔ x4, x5 ↔ x6,其中
x7为完全可分离变量.
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图 2 NTRDG交互检测实例

Fig. 2 The interactive detection example of NTRDG
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表 4 X2的分组策略

Table 4 The grouping strategy of X2

算法4: (X∗, β′) = Group(X1, X2, xl,l, xu,l, ub, lb, F )

1 (flag, β)= INTERACT(X1, X2, xl,l, xu,l, ub, lb, F )

2 if flag = 0 then
3 X∗ = X1

4 else
5 if |X2| > 2 then
6 将X2平均分成3个相同大小的集合X21,X22, X23

7 (X∗
11, β̂1) = Group(X1, X21, xl,l, xu,l, ub, lb

{F1, F2, nan, nan})
8 if β ̸= β̂1 then
9 (X∗

12, β̂2) = Group(X1, X22, xl,l, xu,l, ub, lb
{F1, F2, nan, nan})

10 if |X∗
11| = |X1| then

11 if β ̸= β̂2 then
12 if |X∗

12| = |X1| then
13 (X∗

13, β
′) = Group(X1, X23, xl,l, xu,l,

ub, lb, F )

14 else
15 (X∗

13, β
′) = Group(X1, X23, xl,l, xu,l,

ub, lb, {F1, F2, nan, nan})
16 end
17 X∗ ← X∗

11 ∪X∗
12 ∪X∗

13

18 else
19 X∗ ← X∗

11 ∪X∗
12

20 end
21 else
22 (X∗

13, β
′) = Group(X1, X23, xl,l, xu,l,

ub, lb, {F1, F2, nan, nan})
23 X∗ ← X∗

11 ∪X∗
12 ∪X∗

13

24 end
25 else
26 X∗ ← X∗

11;
27 end
28 else if X2中只存在两个变量 then
29 将X2平均分成两个相同大小的集合X21, X22

30 (X∗
11, β̂1) = Group(X1, X21, xl,l, xu,l,

ub, lb, {F1, F2, nan, nan})
31 if β ̸= β̂1 then
32 if |X∗

11| = |X1| then
33 (X∗

12, β
′) = Group(X1, X21, xl,l, xu,l,

ub, lb, F )

34 else
35 (X∗

12, β1) = Group(X1, X21, xl,l, xu,l,

ub, lb, {F1, F2, nan, nan})
36 end
37 X∗ ← X∗

11 ∪X∗
12

38 else
39 X∗ ← X∗

11;
40 end
41 else X∗ ← X1 ∪X2

42 end

NTRDG将集合{x2, · · · , x7}分为3部分,分别检
测x1与{x2, x3}之间的相互关系. x1与{x4, x5}, {x6,

x7}的相互关系检测过程满足式(5)的条件(x1只与

{x2, x3}交互),因此省略x1与{x4, x5}, {x6, x7}的交
互检测. 继续将{x2, x3}集合平分(因为被测集合中只
存在两个变量,不满足3等分的条件)并检测集合x1

与x2的交互,得到x1只与x2存在相互关系,进而省略
x1和x3的检测过程. 输出{x1, x2},继续检测{x3}与
剩余变量的相互关系.类似地,在接下来的步骤中,由
于{x3}和{x4}, {x5}和{x6}分别具有相互关系唯一
性,其余的检测步骤将被省略(省略检测的集合用红色
虚线标识). 最后,将具有相互关系的变量划分为一组,
将完全可分离变量{x7}分为一组. NTRDG处理此测
试函数省略了12次相互关系检测.

TRDG在解决此问题时需要检测除x1与x7外的所

有的被测集合以及子集合的相互关系 ({x1}与{x6,

x7}存在相互关系,而经检测{x1}不与{x6}交互,则
TRDG不需要对{x1}与{x7}进行检测).

4 实实实验验验

4.1 测测测试试试问问问题题题和和和指指指标标标

选择CEC’ 2010来验证算法的性能,函数具体信息
可参考文献[33]. 本文选择分组精度和FEs的平均值
作为算法的性能优化评价指标,算法独立运行25次.
分组精度的定义如下.

设G = {g1, · · · , gm}表示目标函数理想的变量分
组,而G̃ = {g̃1, · · · , g̃s}表示通过分解方法获得的变
量分组. 如果g1中的变量与G̃中的一组变量相同,则
定义变量si = 1;否则si = 0. 因此,分组精度表示为

Acc =

m∑
i=1

si

m
. (16)

4.2 分分分解解解性性性能能能比比比较较较

TRDG, RDG2, RDG和DG2分解方法的参数设置
与原文一致. NTRDG采用了RDG2的阈值策略.表5
给出了NTRDG, TRDG, RDG2, RDG和DG2在CEC’
2010测试函数上获得的结果对比.

从表5实验结果可以看出,除了f6, NTRDG, TR-

DG, RDG2, RDG和DG2获得相同的分组精度.在f6

上, RDG获得了理想的分组,而NTRDG, TRDG, RD-

G2和DG2的分组精度很低. 这是因为它们都把大量的

可分离变量放在了同一组. 注意到,对于完全可分函

数 f3, NTRDG, TRDG, RDG2, RDG和 DG2得到的

Acc等于0,原因是它们将所有1000个可分离变量放入

了一个不可分离组. 对于部分可分函数f11, 5种方法

得到的Acc都很低,这是因为它们都把所有的500个可

分离变量放在了一个不可分离组. 对于FEs这个指标,
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在f3−f20上, NTRDG的性能表现要优于RDG2. 在f1
和f2上, NTRDG和RDG2消耗的FEs是相同的,这是
由于在f1和f2上两个方法都不需要进行递归搜索. 与
TRDG, RDG和DG2相比, NTRDG在所有函数上消耗
的FEs均明显少于它们.

总的来说,就分组准确性而言, NTRDG, TRDG,

RDG2, RDG和DG2在测试问题上表现相当. 由于阈
值选取的不合适,测试算法在CEC’ 2010的某些函数
上没有得到理想的变量分组. 就FEs而言, NTRDG明
显优于TRDG, RDG2, RDG和DG2. 结合这两个指标,
与TRDG, RDG2, RDG和DG2对比,可以发现NTRDG
在CEC’ 2010上的表现具有很强的竞争力.

表 5 NTRDG, TRDG, RDG2, RDG和DG2在CEC’ 2010测试函数上的仿真结果对比
Table 5 The comparison of simulation results of NTRDG, TRDG, RDG2, RDG and DG2 on

CEC’ 2010 test functions

NTRDG TRDG RDG2 RDG DG2
函数

ACC FEs ACC FEs ACC FEs ACC FEs ACC FEs

f1 100% 2998 100% 3008 100% 2998 100% 3008 100% 500501
f2 100% 2998 100% 3008 100% 2998 100% 3008 100% 500501
f3 0% 3268 0% 4910 0% 5992 0% 6002 0% 500501
f4 100% 3422 100% 4109 100% 4198 100% 4208 100% 500501
f5 100% 3484 100% 4067 100% 4144 100% 4154 100% 501511
f6 0.73% 3607 0.11% 48848 0.11% 8563 0.11% 49880 8.73% 500501
f7 100% 3446 100% 4088 100% 4222 100% 4232 100% 500501
f8 100% 4193 100% 5435 100% 5599 100% 5609 100% 500501
f9 100% 7320 100% 12791 100% 14026 100% 14036 100% 500501
f10 100% 7188 100% 12665 100% 14008 100% 14018 100% 500501
f11 1.96% 6358 1.96% 11744 1.96% 13684 1.96% 13694 1.96% 500501
f12 100% 7568 100% 12770 100% 14308 100% 14318 100% 500501
f13 100% 13991 100% 23692 100% 29233 100% 29243 100% 500501
f14 100% 9072 100% 18053 100% 20554 100% 20564 100% 500501
f15 100% 9212 100% 18350 100% 20512 100% 20522 100% 500501
f16 100% 9166 100% 18341 100% 20908 100% 20918 100% 500501
f17 100% 9256 100% 18332 100% 20758 100% 20768 100% 500501
f18 100% 23006 100% 46976 100% 49852 100% 49862 100% 500501
f19 100% 3268 100% 4910 100% 5992 100% 6002 100% 500501
f20 100% 26776 100% 49364 100% 50866 100% 50876 100% 500501

4.3 NTRDG可可可扩扩扩展展展性性性研研研究究究
对于D维问题, DG2消耗的 FEs数量是固定的:

(D2 +D + 2)/2. RDG2与RDG采用了不同的阈值策
略, RDG在评估阈值时会花去少量的FEs. 综上,本文
仅研究NTRDG, TRDG和RDG2算法的可扩展性. 实
验选择CEC’ 2010的一些测试函数从1000维扩展到
了5000维: f1, f4, f8, f9, f18, f19. 对比实验结果如图
3所示.

如图3(a)所示,对于完全可分离的函数f1,由于所
有的变量都是完全可分离的, NTRDG, TRDG和RD-
G2都不需要通过递归搜索来确定相互作用的变量. 因
此, 3个算法的曲线几乎完全重合.如图3(b)–(f)所示,
对于具有1个不分离组的函数f4, f8. 具有20个不分离
组的函数f18和完全不分离的函数f19,随着维数D的

增加, NTRDG消耗的FEs少于TRDG和RDG2消耗的
FEs,而TRDG消耗的FEs少于RDG2消耗的FEs. 整体

来看, NTRDG与TRDG和RDG2 的对比实验结果表
明, NTRDG拥有更好的扩展性.

4.4 优优优化化化性性性能能能比比比较较较

在本节中,笔者将NTRDG算法分别嵌入CMAES-
CC和DECC两个合作协同框架,得到了NTRDG–
CMAES和NTRDG–DE两个算法,并与CMAES, MOS
和MA–SW–Chains进行比较. FEs的最大数量[25]设置

为3× 106. 所有参数设置与文献[24]设置相同.表6中
分别给出所有算法在CEC’ 2010测试函数上独立运行
25次所获得的适应度值的平均值和标准偏差.

如表 6所示, NTRDG–CMAES仅在 f5上消耗的

FEs高于CMAES.由于NTRDG在f3, f19和f20上将所

有决策变量存放在同一个不可分离的组中,两者得到
的结果几乎相同.可以发现NTRDG–CMAES比CMA-
ES更好,这验证了笔者的想法.
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图 3 NTRDG,TRDG和RDG2在f1, f4, f8, f9, f18, f19上高维对比实验

Fig. 3 High-dimensional comparison experiments of NTRDG,TRDG and RDG2 on f1, f4, f8, f9, f18 and f19

值得注意的是, NTRDG–DE将所有可分离变量放
置在一个子问题中, NTRDG–CMAES则进一步将它
们划分为20维的子问题.因此, TRDG–CMAES对f1,
f2, f4–f10, f12和f13使用的分解与NTRDG–DE所使
用的不同,而对于没有可分离变量的f14–f20,两种算
法使用的分组相同.相较于NTRDG–DE, NTRDG–
CMAES在更多函数上表现优异,这可能表明CMAE-
SCC框架使用的子优化器更有效.

可以发现在大多数测试问题上, NTRDG–CMAES
明显要优于MOS和MA–SW–Chains. 发生这种情况
是因为MOS和MA–SW–Chains将1000个变量一起演
化,这使得算法运行需要搜索大量空间. 因此, MOS

和MA–SW–Chains可能会过早停滞. 对于 f3, f19和
f20, NTRDG将所有1000个变量都放在同一个不可
分离的集合当中. 因此, NTRDG–CMAES和NTRDG–
DE在处理这些函数时也会遇到上述难题.对于f3,这
是因为在分解阶段选取的阈值不合适. 这意味着需要
对阈值策略进一步提高. 对于f19和f20,这也意味着即
使对于不可分离的函数,也需要进行适当的分解. 因
此, NTRDG需要克服这些限制.

总体而言,通过与 CMAES, NTRDG–DE, MOS
和MA–SW–Chains优化算法进行对比,可以发现
NTRDG–CMAES在处理CEC’ 2010测试函数时表现
最佳.
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表 6 CMAES, MOS, MA–SW–Chains, NTRDG–CMAES和NTRDG–DE在CEC’ 2010
测试函数上优化仿真结果对比

Table 6 The comparison of simulation results of optimization of CMAES, MOS, MA–SW–Chains,
NTRDG–CMAES and NTRDG–DE on CEC’ 2010 test function

函数 CMAES MOS MA-SW-Chains NTRDG-CMAES NTRDG-DE
f1 Mean 4.64e+06 1.50e–28 3.80e–14 4.89e–20 5.76e+05
f2 Mean 5.20e+03 0.00e+00 8.40e+02 1.61e+03 4.36e+03
f3 Mean 2.17e+01 0.00e+00 5.76e–13 2.16e+01 1.08e+01
f4 Mean 3.84e+13 5.16e+11 2.97e+11 9.82e+08 3.22e+10
f5 Mean 6.29e+07 4.93e+08 2.18e+08 1.21e+08 6.87e+07
f6 Mean 1.07e+06 1.97e+07 1.42e+05 2.16e+01 1.61e+01
f7 Mean 5.38e+08 3.54e+07 1.17e+02 2.34e–18 1.45e+04
f8 Mean 3.43e+08 3.75e+06 6.90e+06 4.99e+07 1.01e+06
f9 Mean 5.19e+06 1.13e+07 1.49e+07 5.66e–01 3.12e+07
f10 Mean 5.16e+03 6.28e+03 2.01e+03 1.81e+03 3.10e+03
f11 Mean 2.38e+02 3.08e+01 3.86e+01 7.23e+01 2.59e+01
f12 Mean 3.04e–19 4.39e+03 3.24e–06 8.27e–24 2.97e+04
f13 Mean 6.27e+04 3.32e+02 9.83e+02 1.02e+02 1.50e+04
f14 Mean 6.07e+06 2.05e+07 3.25e+07 6.60e–20 2.27e+07
f15 Mean 5.15e+03 1.29e+04 2.68e+03 1.99e+03 3.12e+03
f16 Mean 4.33e+02 3.96e+02 9.95e+01 9.10e+01 2.04e+01
f17 Mean 5.87e–11 8.45e+03 1.27e+00 1.38e–23 1.06e+01
f18 Mean 3.71e+03 8.96e+02 1.57e+03 1.37e+01 1.22e+03
f19 Mean 8.11e+05 5.49e+05 3.80e+05 1.04e+06 9.22e+05
f20 Mean 8.42e+02 9.23e+01 1.06e+03 7.94e+02 1.15e+08

5 结结结论论论

针对三层递归差分分组算法在求解大规模全局优

化问题时,分组过程函数适应度评价次数消耗较大的
难题,本文充分采用递归搜索过程中的历史信息降低
分解计算成本,提出了一种新型三层递归差分分组策
略(NTRGD).该分组策略在CEC’ 2010的仿真结果表
明, NTRDG的性能明显优于其他分组策略.此外,将
NTRDG嵌入到两个框架中去求解CEC’ 2010大规模
优化问题时,所得到的算法与相关算法对比更具有竞
争力.

未来研究将所提新型三层递归差分分组推广到大

规模多目标优化问题[34] 和大规模双层优化问题[35],
并尝试将算法与实践相结合[36–38] .
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