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摘要:无穷维系统主要由偏微分方程描述,可是大部分用偏微分方程描述的控制系统,无论是单纯的数值实验还
是需要应用到实际的问题中去,都需要对方程进行有限数值离散.本文考虑了端点带有质量的波动方程在边界反馈
控制下半离散格式的一致指数稳定性. 首先,原闭环系统通过降阶法变成低阶的等价系统,通过一种间接Lyapunov
函数方法证明了降阶等价的连续系统是一致指数稳定的. 其次,对等价系统空间变量离散得到半离散的差分格式.
平行于连续系统,间接Lyapunov函数方法证明了半离散系统的一致指数稳定性. 数值实验证明了基于降阶法的一
致指数稳定性和经典半离散格式的非一致指数稳定性.
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On uniform exponential stability of semi-discrete scheme for
1-D wave equation with a tip mass

ZHAO Xi†, GUO Bao-zhu
(School of Mathematics and Physics, North China Electrical Power University, Beijing 102206, China)

Abstract: Most of the infinite-dimensional systems are described by partial differential equations (PDEs). For PDEs,
discretization is most often necessarily for numerical simulation and applications. This paper considers the uniform ex-
ponential stability of a semi-discrete model for a 1-D wave equation with tip mass under boundary feedback control. The
original closed-loop system is transformed firstly into a low-order equivalent system by order reduction method and the ex-
ponential stability of the transformed system by an indirect Lyapunov method is established. The equivalent system is then
discretized into a series of semi-discrete systems in spacial variable. Parallel to the continuous system, the semi-discrete
systems are proved to be uniformly exponentially stable by means of the indirect Lyapunov method. Numerical simula-
tions illustrate why the classical semi-discrete scheme does not preserve the uniformly exponential stability while the order
reduction semi-discrete scheme does.
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1 引引引言言言

过去几十年,柔性结构被广泛应用于许多领域,如
航空航天、土木工程和机械工程. 振动电缆是最普遍
的柔性结构之一,可以抽象为端点带有质量的波动方
程系统.波动方程由偏微分方程描述,是一种典型的
无穷维系统.自由振动的波动方程有无穷的极点位于
虚轴上,其镇定控制是分布参数系统主要研究的问题
之一.一般来说,偏微分系统的控制要应用,就必须离
散化. 离散的方法有很多,最自然的一种是时间保持

连续,对空间变量进行离散,这样的离散称为半离散.
半离散的系统依赖于步长,因此由单一的无穷维系统
离散成无穷多的有穷维系统.在离散过程中,保持系
统物理性质不变的离散格式最为合理. 另外,从简单
使用的角度,有限差分的离散格式最为大多数工程师
所熟悉.其中一个重要的问题便是: 一个指数稳定的
偏微分系统,其半离散的格式是否能对步长保持一致
的指数稳定? 答案常常是否定的.

这一问题自从20世纪90年代以来受到广泛的研
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究.文献[1]首先指出,对于传统的有限差分和有限元
方法,离散化后系统能量的衰减率关于网格步长不是
一致的. 换句话说,虽然指数稳定的系统半离散的有
限差分系统在固定的步长下仍然是指数稳定的,但随
着步长的减小而逐渐衰减到零. 这种非一致性现象导
致了物理系统离散的合理性. 多年来的国际研究表明,
这种现象出现的根本原因是在半离散过程中出现了

高频伪振荡解,破坏了离散系统相对于空间步长的一
致指数稳定性质. 从系统学的角度,只有那些保持物
理特性的离散格式才值得被重视.

国内外研究人员提出了许多方法来解决这个问题,
如Tychonoff正则化方法[2]、双网格算法[3–4]、滤波方

法[2, 5]、数值粘性法[6]和混合有限元法[7–8],其中数值
粘性法最为普遍.数值粘性法虽然保持了差分格式的
简单性,但要加入数值粘性阻尼项.混合有限元法虽
然也可以,但取决于基函数的选择,不是大多数工程
人员熟悉的离散格式. 直到最近几年,文献[9]提出一
种新的基于降阶法的有限差分格式. 该格式不仅是一
个自然的半离散格式,且对任何类型的边界条件都能
保持一致的指数稳定性和可观测性. 特别是离散系统
一致指数稳定性的证明完全平行于连续偏微系统的

证明,极大简化了数值粘性法的复杂证明. 降阶法在
文献[10–11]中得到了非常有效的应用.

本文讨论端点带有质量的一维波动方程,即
wtt(x, t) = wxx(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0,

w(0, t) = 0, t > 0,

wx(1, t) +mwtt(1, t) = U(t), t > 0,

(1)

其中常数m > 0, U(t)是边界控制.

系统(1)的镇定问题最先在文献[12]中讨论.在反
馈控制

U(t) = −awxt(1, t)− αwt(1, t) (2)

下,闭环系统为
wtt(x, t) = wxx(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0,

w(0, t) = 0, t > 0,

wx(1, t) +mwtt(1, t) =

−awxt(1, t)− αwt(1, t), t > 0,

(3)

引入描述质点的状态变量

η(t) = awx(1, t) +mwt(1, t),

则系统(3)变为

wtt(x, t) = wxx(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0,

w(0, t) = 0, t > 0,

wx(1, t) = −m

a
wt(1, t) +

1

a
η(t), t > 0,

η̇(t) = −1

a
η(t)− aα−m

a
wt(1, t), t > 0,

(4)

在状态空间

H = {(f, g, η) ∈ H1
L(0, 1)× L2 × R},

H1
L(0, 1) = {f ∈ H1(0, 1)|f(0) = 0},

系统(4)可以写成在空间H如下发展方程的形式:
d

dt
(w(·, t), wt(·, t), η(t)) = A(w(·, t), wt(·, t), η(t)),

(5)
其中算子A定义为

A(f, g, η) = (g, f ′′,−1

a
η − aα−m

a
g(1)),

D(A) = {(f, g, η) ∈ H, A(f, g, η) ∈

H|f ′(1) = −m

a
g(1) +

1

a
η},

(6)

系统的能量函数为

E(t) =
1

2

w 1

0
(w2

x(x, t) +w2
t (x, t))dx+

η(t)2

2(m+ αa)
,

(7)
其对时间的导数满足

Ė(t)=− 1

(m+αa)
(aw2

x(1, t)+αmw2
t (1, t)), (8)

也就是说,系统的能量随着时间递减. 文献[12]证明
了E(t)指数衰减,即存在常数M,ω > 0使得

E(t) 6 Me−ωtE(0), ∀t > 0. (9)

系统(4)是一个常微与偏微耦合的指数稳定的系
统.但总的来说,都强烈依赖于Lyapunov函数的构造.
可是文献[12]对系统(9)的指数稳定的证明则并不是
直接的Lyapunov函数方法,是充分结合了能量乘子与
半群特性的方法. 本文的主要目的是把这种方法应用
于半离散格式的一致指数稳定性.

本文主要讨论系统(4)数值逼近问题.采用的证明
思路部分与文献[13]相似,是通过构造降阶格式的Ly-
apunov函数证明一致指数稳定性. 这方法可用于处
理其他偏微分方程系统 (partial differential equations,
PDEs),如基于观测器的控制耦合PDEs[14]. 虽然降阶
的半离散格式等价于连续系统半离散后的最终的

离散系统,但令人惊奇的是对降阶半离散格式构造
Lyapunov函数更为简单,在耦合PDEs[14]中起到了至

关重要的作用. 首先,本文通过引入了中间变量u(x,

t) = wx(x, t), v(x, t) = wt(x, t),进而得到系统(4)的
等价形式,即

ut(x, t) = vx(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0,

vt(x, t) = ux(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0,

v(0, t) = 0, t > 0,

u(1, t) = −m

a
v(1, t) +

1

a
η(t), t > 0,

η̇(t) = −1

a
η(t)− aα−m

a
v(1, t), t > 0,

(10)

系统(10)的能量E1(t)现在可以表示为

E1(t) =
1

2

w 1

0
(u2(x, t) + v2(x, t))dx+
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1

2(m+ αa)
η(t)2, (11)

并且有耗散性

Ė1(t) = − 1

(m+ αa)
(au2(1, t) + αmv2(1, t)),

(12)

由耗散性,很容易证明系统(10)在(L2(0, 1))2 × R中
对应C0–半群的解. 此外,式(9)中的指数衰减仍然成
立. 从数值分析的角度看,如何离散式(3)中右边界条
件下的偏导对有限差分格式的稳定性和收敛阶都是

至关重要的. 因为在式(10)的右边界条件中没有偏导
出现,这是考虑系统(10)而不是系统(3)最直接的好处,
也是降阶法的关键所在.

本文的剩余部分组织如下: 在第2节中,通过Lya-
punov函数法证明了等价连续系统(10)的指数稳定性;
在第3节中,为等价系统(10)构造了一个标准的空间半
离散有限差分格式. 此外,本文得到了原系统(3)的半
离散有限差分格式;第4节证明了系统(10)的半离散系
统的一致指数稳定性,这导致了原系统(3)的半离散系
统的一致指数稳定性;第5节展示了传统离散格式和
降阶离散格式的数值实验比较;第6节中叙述了本文
的结论.

2 连连连续续续系系系统统统的的的指指指数数数稳稳稳定定定性性性

本节中,构造Lyapunov函数证明系统(10)的指数
稳定性. 尽管这与系统(4)的证明相似,但本文在此提
出Lyapunov函数,为了与下一节证明其半离散格式一
致指数稳定性构建相关函数的1–1对应做准备. 定义
Lyapunov函数

V (t) = tE1(t) + 2
w 1

0
xu(x, t)v(x, t)dx. (13)

为了证明系统(10)的指数稳定性,文章依赖于如下引
理1–2.

引引引理理理 1 由系统(10)定义的能量E1(t)的导数满

足

Ė1(t)=− 1

(m+αa)
(au2(1, t)+αmv2(1, t)). (14)

证 对以式(11)定义的E1(t)两边对 t求导,可以
得到

Ė1(t) =w 1

0
(u(x, t)ut(x, t) + v(x, t)vt(x, t))dx+

η(t)η̇(t)

m+ αa
=

u(x, t)v(x, t)|10 +
η(t)η̇(t)

m+ αa
=

−(au(1, t) +mv(1, t))(u(1, t) + αv(1, t))

m+ αa
+

u(1, t)v(1, t) =

− 1

m+ αa
(au2(1, t) + αmv2(1, t)). (15)

证毕.

引引引理理理 2 存在仅仅与常数α,m, a有关的正数T ,
使得V̇ (t) 6 0, ∀t > T .

证 对于式(13),根据柯西不等式

(t− 2)E1(t) 6 V (t) 6 (t+ 2)E1(t), (16)

对式(13)直接求导,由系统(10)可知

V̇ (t) =E1(t) + tĖ1(t)+

2
w 1

0
x(vx(x, t)v(x, t) + u(x, t)ux(x, t))dx,

(17)

对上式最后一项分部积分得

2
w 1

0
x(vx(x, t)v(x, t) + u(x, t)ux(x, t))dx =

v2(1, t) + u2(1, t)−
w 1

0
(u(x, t)2 + v(x, t)2)dx,

(18)
另外,由式(10)可知,

η2 6 2a2u2(1, t) + 2m2v2(1, t), (19)

将式(11)–(12)(18)–(19)代入式(17)可知

V̇ (t) 6− 1

2

w 1

0
(v(x, t)2 + u(x, t)2)dx−

1

(m+ αa)
(at− a2 − aα−m)u2(1, t)−

1

(m+ αa)
(αmt−m2 −m− αa)v2(1, t),

因此存在常数T >max{a
2+αa+m

a
,
m+m2+αa

am
},

使得

V̇ (t) 6 0, ∀t > T. (20)

证毕.

定定定理理理 1 存在与初值无关的正数M1, ω1,连续系
统(10)的能量E1(t)满足

E1(t) 6 M1e
−ω1tE1(0), ∀t > 0.

证 由式(16)(20)可知

E1(t) 6
T − 2

t− 2
E1(0), t > max(2, T ), (21)

令T0 = max(2, T ),由式(21)有

E1(t) 6
T − 2

t− 2
E1(0), t > T0, (22)

因此,存在常数t0 > 0, 0 < γ0 < 1,使得

E1(t0) 6 γ0E1(0), (23)

由半群性质, E1(t)是指数衰减的,即存在不依赖于初
值的正常数M1, ω1使得以下式子成立:
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E1(t) 6 M1e
−ω1tE1(0), ∀t > 0. (24)

证毕.

3 降降降阶阶阶半半半离离离散散散有有有限限限差差差分分分格格格式式式

在这一节中,首先构建等价系统(10)的半离散有

限差分格式. 取定正整数N ,令空间步长h=
1

N+1
,

将区间[0, 1]等距划分如下:

0 = x0 < · · · < xj = jh < · · · < xN+1 = 1,

为了简化符号,引入一些记号:用 {zj}N+1
0 表示序列

{zj}j ,并且引入平均算子 zj+ 1
2
,一阶算子 δxzj+ 1

2
和

二阶算子δ2xzj表示如下:

zj+ 1
2
=

zj + zj+1

2
, δxzj+ 1

2
=

zj+1 − zj
h

,

δ2xzj =
δxzj+ 1

2
− δxzj− 1

2

h
=

zj+1 − 2zj + zj−1

h2
,

令uj(t) = u(xj, t), j = 0, 1, · · · , N+1,并且“′”代表

关于时间的偏导数. 系统(10)的前两个等式在xj+ 1
2
处

可以表示为

u′(xj+ 1
2
, t) = vx(xj+ 1

2
, t),

v′(xj+ 1
2
, t) = ux(xj+ 1

2
, t),

其中xj+ 1
2
= (j +

1

2
)h. 用微分算子替换后得到u′

j+ 1
2
= δxvj+ 1

2
+O(h2),

v′
j+ 1

2
= δxuj+ 1

2
+O(h2),

(25)

忽略方程(25)中的无穷小项,可以得到系统(10)的有

限差分空间半离散格式为

u′
j+ 1

2
(t) = δxvj+ 1

2
(t), 1 6 j 6 N, t > 0,

v′
j+ 1

2
(t) = δxuj+ 1

2
(t), 1 6 j 6 N, t > 0,

v0(t) = 0, t > 0,

uN+1(t) = −m

a
vN+1(t) +

1

a
η(t), t > 0,

η̇(t) = −1

a
η(t)− aα−m

a
vN+1(t), t > 0.

(26)

注注注 1 通过以上有限差分格式的构建过程,可以看到

半离散有限差分格式(26)是连续系统(10)的二阶精度的离散.

引引引理理理 3 因为在式(26)中, {uj}j, {vj}j是额外引
入的中间变量,现在消掉{uj}j, {vj}j得到和式(26)等

价的原系统(3)的半离散有限差分格式如下:

1

2
(w′′

j+ 1
2
+ w′′

j− 1
2
) = δ2xwj, 1 6 j 6 N,

h

2
w′′

N+ 1
2
+ δxwN+ 1

2
= −m

a
w′

N+1 +
1

a
η,

η̇ = −1

a
η − aα−m

a
w′

N+1.

(27)

证 因为

uj+ 1
2
= δxwj+ 1

2
, vj+ 1

2
= w′

j+ 1
2
, (28)

式(26)第2个式子两边同乘
h

2
得

uj+1 − uj

2
=

h

2
v′j+ 1

2
, 0 6 j 6 N, (29)

结合式(28)可得
uj+1 = δxwj+ 1

2
+

h

2
w′′

j+ 1
2
, 0 6 j 6 N,

uj = δxwj+ 1
2
− h

2
w′′

j+ 1
2
, 0 6 j 6 N,

(30)

然后消掉变量uj ,可以得到系统(27)第1个方程,即
1

2
(w′′

j+ 1
2
+ w′′

j− 1
2
) = δ2xwj, 1 6 j 6 N, (31)

对于式(30)第1个方程,令j = N得

uN+1 = δxwN+ 1
2
+

h

2
w′′

N+ 1
2
, (32)

结合式(26)的右边界条件,可以得到式 (27)的第3个

方程. 式(27)的第4个方程则是显然的. 反过来,从式

(28)(30)倒推回去,就从式(27)得到式(26). 所以式(27)

和式(26)等价. 证毕.

显然,系统(26)与系统(27)是等价的. 与文献[13]

的证明思路相似,系统(26)一致指数稳定的证明比系

统(27)简单容易的多,这是降阶差分格式的另外的优

势.

4 一一一致致致指指指数数数稳稳稳定定定性性性

在这一节中,将证明原系统(3)半离散格式(27)的

一致指数稳定性. 既然系统(26)和系统(27)等价,只需

证明系统(26)的一致指数稳定性即可.正如本文已经

指出的,这个简单可行得多. 系统(26)的能量定义为

Eh(t) =
1

2

N∑
j=0

h(uj+ 1
2
)2 +

1

2

N∑
j=0

h(vj+ 1
2
)2 +

1

2

η2

m+ αa
, (33)

接下来的引理4–5对系统(26)的一致指数稳定性的证

明至关重要.

引引引理理理 4 [13] 对于任意网格函数 {Uj}j, {Vj}j和
{Wj}j

h
N∑
j=0

δxUj+ 1
2
Vj+ 1

2
+ h

N∑
j=0

Uj+ 1
2
δxVj+ 1

2
=

UN+1VN+1 − U0V0 (34)

和

h
N∑
j=0

δxUj+ 1
2
Vj+ 1

2
Wj+ 1

2
+

h
N∑
j=0

Uj+ 1
2
δxVj+ 1

2
Wj+ 1

2
+
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h
N∑
j=0

Uj+ 1
2
Vj+ 1

2
δxWj+ 1

2
=

UN+1VN+1WN+1 − U0V0W0−
1

4

N∑
j=0

(Uj+1 − Uj)(Vj+1 − Vj)(Wj+1 −Wj). (35)

引引引理理理 5 系统(26)的离散能量满足

Ėh(t) = −a(uN+1)
2 +mα(vN+1)

2

m+ αa
. (36)

证 用huj+ 1
2
乘以式(26)的第1个方程并对于j从

0到N求和,得
N∑
j=0

hu′
j+ 1

2
uj+ 1

2
−

N∑
j=0

hδxvj+ 1
2
uj+ 1

2
= 0, (37)

由式(37)和引理1中的式(34)得
d

dt

1

2

N∑
j=0

h(uj+ 1
2
)2 + h

N∑
j=0

δxuj+ 1
2
vj+ 1

2
−

uN+1vN+1 = 0, (38)

同理,用hvj+ 1
2
乘以式(26)的第2个方程并对于j从0到

N得

d

dt

1

2

N∑
j=0

h(vj+ 1
2
)2 − h

N∑
j=0

δxuj+ 1
2
vj+ 1

2
= 0, (39)

将式(38)–(39)合并得

d

dt

1

2
(

N∑
j=0

h(uj+ 1
2
)2 +

N∑
j=0

h(vj+ 1
2
)2)−

uN+1vN+1 = 0, (40)

整理uN+1vN+1得

−uN+1vN+1 =

−(m+ αa)uN+1vN+1

m+ αa
=

−muN+1vN+1 − αauN+1vN+1

m+ αa
=

−(auN+1 +mvN+1)(αvN+1 + uN+1)

m+ αa
+

a(uN+1)
2 +mα(vN+1)

2

m+ αa
=

ηη̇

m+ αa
+

a(uN+1)
2 +mα(vN+1)

2

m+ αa
=

d

dt

1

2

η2

m+ αa
+

a(uN+1)
2 +mα(vN+1)

2

m+ αa
.

证毕.

由引理5得知,只要a,m, α是正常数,系统(26)的

离散能量Eh(t)随着时间是衰减的. 为了证明离散能

量的一致指数稳定衰减性,构造如下Lyapunov函数:

Vh(t) = tEh(t) + 2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
uj+ 1

2
vj+ 1

2
. (41)

定定定理理理 2 存在于不依赖h的常数M2 > 0, ω2>0,

对于任意的初值,使得Eh(t)是一致指数衰减的,即

Eh(t) 6 M2e
−ω2tEh(0).

证 令

Vh(t) = tEh(t) + 2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
uj+ 1

2
vj+ 1

2
=

t

2

N∑
j=0

h(uj+ 1
2
)2 +

t

2

N∑
j=0

h(vj+ 1
2
)2 +

t

2

η2

m+αa
+2h

N∑
j=0

xj+ 1
2
uj+ 1

2
vj+ 1

2
, (42)

由柯西不等式得

|2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
uj+ 1

2
vj+ 1

2
| 6

N∑
j=0

h(uj+ 1
2
)2 +

N∑
j=0

h(vj+ 1
2
)2 6

N∑
j=0

h(uj+ 1
2
)2 +

N∑
j=0

h(vj+ 1
2
)2 +

η2

m+ αa
= 2Eh(t), (43)

也就是说

(t− 2)Eh(t) 6 Vh(t) 6 (t+ 2)Eh(t). (44)

式(41)求导可得

V̇h(t) =

Eh(t) + tĖh(t) + 2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
u′
j+ 1

2
vj+ 1

2
+

2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
uj+ 1

2
v′
j+ 1

2
. (45)

对于式(45)的第3项和第4项,由引理4中的式(35)得

2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
u′
j+ 1

2
vj+ 1

2
+ 2h

N∑
j=0

xj+ 1
2
uj+ 1

2
v′
j+ 1

2
=

2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
δxvj+ 1

2
vj+ 1

2
+

2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
δxuj+ 1

2
uj+ 1

2
=

−2h
N∑
j=0

(vj+ 1
2
)2 − 2h

N∑
j=0

(uj+ 1
2
)2 +

2v2N+1 + 2u2
N+1 − 2h

N∑
j=0

xj+ 1
2
δxvj+ 1

2
vj+ 1

2
−

2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
δxuj+ 1

2
uj+ 1

2
−

h

4

N∑
j=0

(vj+1 − vj)
2 − h

4

N∑
j=0

(uj+1 − uj)
2. (46)

由式(33)(46)得

2h
N∑
j=0

xj+ 1
2
u′
j+ 1

2
vj+ 1

2
+ 2h

N∑
j=0

xj+ 1
2
uj+ 1

2
v′
j+ 1

2
=

−h
N∑
j=0

(vj+ 1
2
)2 − h

N∑
j=0

(uj+ 1
2
)2 + v2N+1 + u2

N+1 −
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h

8

N∑
j=0

(vj+1 − vj)
2 − h

8

N∑
j=0

(uj+1 − uj)
2 6

−2Eh(t) +
η2

m+ αa
+ v2N+1 + u2

N+1. (47)

因为

η = auN+1 +mvN+1,

由柯西不等式得

η2 6 2a2u2
N+1 + 2m2v2N+1, (48)

根据式(45)(47)–(48)得

V̇h(t) 6 − 1

2

N∑
j=0

h(uj+ 1
2
)2 − 1

2

N∑
j=0

h(vj+ 1
2
)2+

1

2

η2

m+ αa
− t

au2
N+1 +mv2N+1

m+ αa
+

u2
N+1 + v2N+1 6

− 1

2

N∑
j=0

h(uj+ 1
2
)2 − 1

2

N∑
j=0

h(vj+ 1
2
)2−

(at− a2 − αa−m)2u2
N+1

m+ αa
−

(amt−m2 − αa−m)2v2N+1

m+ αa
. (49)

由此存在T > max{a
2 + αa+m

a
,
m+m2 + αa

am
},

使得当t > T时有

V̇h(t) 6 0, t > T. (50)

由式(44)–(50)得

Eh(t) 6
T + 2

t− 2
Eh(0), t > max(2, T ), (51)

与连续系统证明相似,由半群理论可知,存在于不依
赖h的常数M2, ω2 > 0,对于任意的初值,使得Eh(t)

是一致指数衰减的.

Eh(t) 6 M2e
−ω2tEh(0), ∀t > 0. (52)

需要指出的是,对一致指数稳定性的论证是通过
C0–半群的性质进行的间接Lyapunov论证,这与在文
献[14]中使用的直接Lyapunov函数方法有很大不同.

5 数数数值值值实实实验验验

由系统(26)–(27)的等价性,可知原系统(3)的半离
散格式(27)的一致指数稳定性. 为了阐述为什么原系
统(3)的半离散格式(27)一致指数稳定,将降阶半离散
格式与传统半离散格式进行数值实验对比. 首先,降
阶半离散有限差分格式写成如下形式:

1

2
(w′′

j+ 1
2
+ w′′

j− 1
2
) = δ2xwj, 1 6 j 6 N,

h

2
w′′

N+ 1
2
+ δxwN+ 1

2
= −m

a
w′

N+1 +
1

a
η,

η̇ = −1

a
η − aα−m

a
w′

N+1,

(53)

而系统(3)的传统半离散有限差分格式可写成如下形
式:
w′′

j =
wj+1 − 2wj + wj−1

h2
, 1 6 j 6 N,

w0 = 0,

wN+1−wN

h
+mw′′

N+1=−a
w′

N+1−w′
N

h
−αw′

N+1,

(54)
当参数选取α = 2,m = 2, a = 1,本文考虑降阶半离
散系统和传统半离散系统在特征值上的不同.

图1–2展示了当N = 100,即步长h =
1

101
时,半

离散系统(53)–(54)的特征值分布情况. 如图所示,半
离散系统(53)的高频趋于无穷大,而半离散系统(54)
的高频则累积到虚轴. 这解释了为什么半离散系统
(27)保留了一致指数稳定性.
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图 1 系统(53)的特征值分布

Fig. 1 Eigenvalue distribution of system (53)
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图 2 系统(54)的特征值分布

Fig. 2 Eigenvalue distribution of system (54)

图3–4展示了当N从50到100时,半离散系统(53)–
(54)特征值实部的最大值的变化情况. 可见半离散系
统(54)特征值实部的最大值随着N的增大而增大,并
逐渐趋向于零,表明衰减率也逐渐趋向于零. 系统
(53)的最大实部保持在一定范围内变化,这保证了一
致指数稳定性.
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图 3 系统(53)的特征值实部的最大值

Fig. 3 The maximum value of the real part of the eigenvalue

of the system (53)
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图 4 系统(54)特征值实部的最大值

Fig. 4 The maximum value of the real part of the eigenvalue

of the system (54)

6 结结结论论论

在本文中,考虑端点带有质量的波动方程半离散
有限差分格式的一致指数稳定性. 用降阶法把原连续
系统 (3)转变成等价的系统 (10). 对于转变后的系统
(10),本文构建了一个空间半离散化有限差分格式
(26),并由此推导出原系统(3)的半离散化有限差分格
式(27). 利用半群性质由间接的Lyapunov函数方法,
证明了半离散格式(26)的一致指数稳定性,这与转换
后的连续系统(10)的证明是平行的. 这是第一次展示
了间接Lyapunov函数方法的应用. 根据式(26)–(27)之
间的等价关系,得到对于原始连续系统(3)半离散有限
差分格式的一致指数稳定性.
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