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摘要: 不同于传统滤波方法, 因子图为传统的导航信息融合计算提供了另一种解决途径, 成为近年来的研究热点.
本文对因子图方法在导航定位领域的应用进行了梳理, 分析了因子图模型的数学推导方法, 在此基础上阐述了基于

因子图的定位与多传感器组合导航方法, 详细分析了因子图在同时定位与建图(SLAM), 全球卫星导航系统(GNSS),
协同定位、组合导航以及故障检测领域的应用现状, 给出了相关模型, 并指出了现有方法的局限性. 最后, 文章进行

了总结与讨论, 为因子图方法进一步的深入研究提供了一些建议.
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Abstract: Different from the traditional filtering methods, factor graph provides another solution for the traditional
navigation information fusion calculation, and has become a research hot-spot in recent years. This paper combs the
application of factor graph method in the field of navigation and positioning. We analyze the mathematical derivation
method of factor graph model, and on this basis, we describe the method of location and multi-sensor integrated navigation
based on factor graph. Then we analyze the application status of factor graph in the fields of SLAM, GNSS, cooperative
positioning, integrated navigation and fault detection in detail, give the relevant models, and point out the limitations of the
existing methods. Finally, we make a summary and discussion, and provide some suggestions for the further study of factor
graph method.
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1 引引引言言言

任务与作业环境的复杂多变对导航、定位和授时

提出了新的更高要求. 目前, 解决组合导航问题时, 多
采用基于卡尔曼滤波 (Kalman filter, KF)及其各种变

体的方法. 卡尔曼滤波理论在1960年由Kalman提出,
该理论基于状态空间模型, 能实时进行滤波计算. 卡
尔曼滤波理论的核心思想是将系统视为一个线性高

斯系统, 通过建立信号与噪声的空间状态模型, 利用

过去的测量值和当下的测量值来更新状态变量的估

计值, 从而求出当前的估计值. 这种滤波算法大大提

高了滤波的实时性. 然而, 卡尔曼滤波理论主要适用

于线性高斯系统, 对于非线性系统则有较大局限性.
为了解决这个问题, 扩展卡尔曼滤波 (extended KF,
EKF)在20世纪90年代被提出, 它将非线性模型分为

若干线性区域, 对每个线性区域使用卡尔曼滤波算法.
虽然EKF对于弱非线性系统能得到不错的滤波结果,
但对于强非线性系统的滤波效果并不理想. 为了更好

地解决强非线性问题, 粒子滤波 (particle filter, PF)与
无迹卡尔曼滤波(unscented KF, UKF)被先后提出, 虽
然在一定程度上较好地解决了系统的强非线性问题,
但也使得算法复杂度增加, 消耗了更多的计算资源.

在滤波框架下, 通常选择捷联惯性导航系统(strap-
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down inertial navigation system, SINS)为主系统, 将全

球卫星导航系统(global navigation satellite system, G-
NSS)等多源信息进行融合, 从而对SINS进行修正, 进
而获得最优导航解. 该方案主要有以下不足之处.

1) KF/EKF或PF方法在强非线性环境下的高精度

导航中存在不足. 在强非线性、非高斯环境中, 对系统

的鲁棒性也提出更高的要求. EKF存在线性假设与高

斯逼近的不足, 而PF容易出现粒子退化问题, 且计算

量庞大. 这使得传统滤波解算精度下降的同时, 计算

成本也在逐步升高.

2) 量测异常问题. 在KF/EKF框架下, 较难确定各

历元测量值之间的时间相关性, 因此异常量测将严重

影响系统的鲁棒性. 以GNSS为例, 当GNSS出现离群

点时, 将影响预测轨迹的光滑与稳定.

3) 组合导航过程中各传感器传输速率的异步问

题, 难以满足即插即用, 需要通过其他方法对齐数据,
自适应性较差. 导航定位领域涉及的部分信息融合方

法如表1所示.

表 1 惯性基组合导航信息融合算法
Table 1 Information fusion algorithm for inertial-based integrated navigation

信息融合算法 特征

CKF
(Centralized KF)

将所有的被估计量都集中在一个滤波器中, 根据已知的系统方程进行误差递推.
适用于线性系统, 计算量大, 容错性差.

FF
(Federal filter)

先在子滤波器进行信息融合, 后将各子系统的估计值进一步融合到主滤波器. 计
算量小, 容错性好, 存在局部最优问题.

EKF
将非线性函数进行一阶线性化, 适用于弱非线性模型. 需要获取准确的系统模型

参数以及噪声特性.

UKF 用Sigma点来获得状态变量的统计特性, 适用于高阶非线性模型.

PF
产生随机粒子对概率密度函数进行逼近, 以此搭建模型, 适用于非线性模型. 难以

选取最佳重采样密度.

H∞
不依赖于系统的数学模型以及信号的统计特性, 适用于干扰状态下的系统模型, 鲁
棒性好. 实际应用中滤波可能无法收敛.

FG
(Factor graph)

非线性优化算法, 可以对过去的系统状态进行估计, 但计算量较大.

美国国防高级研究计划 (defense advanced resear-
ch program of america, DARPA)曾在2010年提出一种

概念[1]: 全源定位与导航. 该方法旨在全方位整合各

种有用的导航信息, 弥补单一导航方法的不足, 这便

需要自适应性强、精度高、鲁棒性好、即插即用的信

息融合框架. 近年来, 基于因子图优化的方法引起了

导航领域的关注, 其在处理非线性问题和异步数据传

输问题时展现出独特的优势.

因子图方法是一种用于处理多变量全局函数优化

的概率图模型, 用来表示因子和变量的关系. 每个因

子对应于全局函数的一个局部函数, 而每个变量则对

应于因子图中的节点. 通过这种方式, 全局函数被分

解为一系列局部函数, 每个局部函数对应于因子图中

的一个因子. 与滤波方法不同, 因子图利用概率推理

对变量进行数据融合和参数估计. 这种方法特别适合

处理异构非周期数据融合问题, 并且能够以即插即用

的方式组合传感器, 实现较高的灵活性. 因此, 因子图

方法在多源融合组合导航、机器人姿态估计、多种信

号融合等领域中得到了广泛应用. 文献[2]利用因子图

方法实现了无人机的多传感器组合导航, 同时利用边

缘化处理减少了计算量. 因子图在导航各个领域都有

应用, 例如: 文献[3]验证了因子图方法即插即用的特

性, 当处于遮挡环境中GNSS信号失锁时, 实现了剩余

传感器之间的异步融合. 文献[4]中, 通过对地球自转

角速度进行补偿, 改进了IMU(inertial measurement
units)预积分模型, 进一步提升了因子图优化的精度.
在协同导航领域, 将因子图方法应用于无人机协同定

位, 提升了定位精度[5].

本文对因子图在导航定位领域的应用进行了概述,
并分析了现存的一些问题. 本文组织如下: 首先对因

子图数学原理进行了简要分析, 然后重点阐述了在定

位、组合导航、故障检测领域中因子图方法的应用, 最
后进行了总结与讨论.

2 因因因子子子图图图理理理论论论

因子图的分解原理是将多变量全局函数分解为多

个子函数相乘[6–7]. 该方法可直观反映各状态间的传

递关系, 因此在最优估计[8–10]、人工智能[11–12]、信号

处理[13]等领域得到了广泛的应用.

2.1 概概概率率率模模模型型型

因子图是将概率分布分解为有因子节点和变量节

点组成的图结构. 因子节点表示因子函数; 概率节点
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代表随机变量. 因子图可以反映变量间的相互依赖关

系, 从而方便进行概率推断.

假设运动物体状态为x(假设此处为姿态), 对应的

概率密度函数为p(x), 则有w
p(x)dx = 1. (1)

如图1所示, 假设x1, x2, x3, x4表示载体的4个状

态, 若以GNSS作为外部量测, 则对应有量测信息z1,
z2, z3, z4. 各节点通过箭头进行连接.

1 2 3 4

1 2 3 4

图 1 贝叶斯网络

Fig. 1 The Bayes net

概率推断依赖于条件概率密度, 具体表达形式依

赖于传感器配置与应用场景. 最常用的概率密度函数

为多元高斯分布概率密度函数, 其表达形式为

Conf(var, µ,Σ) =

1√
2π|Σ|

exp{−1

2
∥var− µ∥2Σ}, (2)

其中: var表示贝叶斯网络的节点变量; µ表示随机变

量均值; |Σ|表示变量的协方差矩阵所对应的行列式.

1) 概率观测模型.

理想条件下, 假设量测噪声为零均值高斯白噪声

ω, 量测函数为h(x), 则量测模型可表示为

z = h(x) + ω. (3)

若令量测协方差矩阵为R, 则概率模型可表示为

p(z|x) = Conf(z, h(x),R) =

1√
2π|R|

exp{−1

2
∥h(x)− z∥2R}. (4)

在复杂场景下, 某些传感器噪声并不满足高斯分

布. 针对此类问题, 通常采用鲁棒量测概率密度或对

量测噪声进行白化处理[14].

2) 概率运动模型.

对于SINS而言, 导航原理基于航位推算, 通常采

用概率运动建模为

p(xt+1|xt,ut) =

1√
2π|Q|

exp{−1

2
∥g(xt,ut)− xt+1∥2Q}, (5)

其中: xt, xt+1表示连续两个时刻的导航状态; g表示

运动模型; ut表示陀螺仪、加速度计的控制输入;
|Q|为过程噪声协方差矩阵的行列式.

2.2 因因因子子子图图图推推推断断断

常用的概率推断方法为最大后验概率估计(maxi-
mum A posteriori, MAP). 根据数理统计知识, 状态的

最大后验估计可表示为

XMAP = argmax
X

p(X|Z) =

argmax
X

[p(Z|X)
p(X)

p(Z)
], (6)

其中: p(X)表示状态的先验概率; p(Z)表示观测量

的先验概率. 由于观测量与状态量无关, 因此式(6)可
简化为

XMAP = argmax p(Z|X)p(X). (7)

将图1简化为因子图模型, 如图2所示. 由图2可知,
因子节点表示与状态相关的后验概率, 连接节点的边

则用来表示节点间的约束. 式(7)可进一步表示为乘积

形式, 即

XMAP = argmax
X

∏
i

f(xi). (8)

若所有因子节点满足如下形式:

f(xi) ∝ exp{−1

2
∥hi(xi)− zi∥2Σi

}, (9)

此时可将式(8)–(9)合并后取对数, 转换为非线性最小

二乘问题为

XMAP = argmin
X

∑
i

∥hi(xi)− zi∥2Σi
. (10)

对应到导航领域, 在对上式进行求解时通过组合量测

变量以及先验信息对各传感器的信息进行融合, 以此

确定最大后验概率解. 而hi(xi)往往是非线性的, 这就

需要利用非线性优化方法获取式(10)的一系列线性近

似解, 以此求得最小值, 进而实现最优信息融合.

1 2 3 4

图 2 因子图模型一般形式

Fig. 2 General form of factor graph model

2.3 优优优化化化算算算法法法

对于线性量测方程, 通常采用Cholesky, 正交三

角QR分解等方法直接进行求解; 而对于非线性量测

方程, 可通过高斯牛顿法[15]、LM (Levenberg-Marqua-
rdt)算法[16]、Dogleg最小化[17]等方法进行迭代求

解[14]. 这里主要介绍正交三角QR分解和LM算法.

1) 正交三角QR分解.

结合式(10), 假设最优估计的修正值∆可表示如

下形式:

∆∗ = argmin
∆

∥J(Λ̂k)∆− b(Λ̂k)∥
2
, (11)
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其中: Λ̂表示线性化点; J(Λ̂k)表示稀疏雅可比矩阵;
b(Λ̂k)表示观测信息的残差.

对于求极小值问题, 利用偏导数为零, 可得到以下

关系:
J∆ = b. (12)

对于高维复杂矩阵, 正交三角QR分解可有效减小

计算量[18]. 假设矩阵J满足正交三角QR分解, 则有

J = QR, QTJ =

[
R

0

]
, (13)

结合式(13)可得

R∆ = d, (14)

其中: R为上三角矩阵; d = QTb为已知量.

在因子图算法框架中, 该过程即为变量消除[19].
得到了上三角矩阵R后, 通过回代法对各概率密度函

数求最大值, 即可获得各变量的修正量∆.
以图3为例, 根据图3得到的雅可比矩阵J与矩

阵R, 如式(15)所示:

J =


⊗

⊗
⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗
⊗

 , R =


⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗
⊗ ⊗

⊗

 . (15)

1 2

1 2

1 3 5

2 4

图 3 因子图示例

Fig. 3 Example of factor graph

根据式(15)可得到图4所示分解关系, 整体的结构

可根据联合概率密度函数进行因式分解, 即

p(x1,z1,x2,z2) =

p(z2)p(x2|z2)p(z1|x2, z2)p(x1|z1,x2). (16)

( 1| 1 1)

1

( 2| 2)

2

1 2

( 1| 2 2) ( 2)

图 4 因子图分解模型

Fig. 4 Model of factor graph decomposition

图中的箭头则代表了分解过程. 根据上述模型, 按
照变量消除的相反顺序, 在图4中反映为z2, x2, z1,
x1通过联合概率得到最大值.

2) LM算法.

对于非线性最小二乘问题, 为提高迭代效率,
Levenberg探索了一种方法, 通过在正规方程的对角线

上增加一项非负值, 表示为如下形式:

(JTJ + λI)∆ = JTb, (17)

这里主要讨论λ > 0的情况. 当λ趋接近无穷大时, 可
将式(17)改写为如下形式:

λI∆ = JTb ⇒ ∆ =
1

λ
JTb. (18)

通过调整单位矩阵的对角线元素, Marquardt对其

作了进一步改进, 使算法能更好地收敛, 即

(JTJ + λdiag{JTJ})∆ = JTb. (19)

与高斯–牛顿法相比, LM算法有更好的自适应

性[20]. 当梯度值过小或过大时, 该方法通过调整比例

系数可对应产生较大或较小的迭代步长. LM算法通

过设置比例系数, 在一定程度上避免了系数矩阵的非

奇异等问题, 使求解的迭代步长更为准确稳定.

3 基基基于于于因因因子子子图图图的的的组组组合合合导导导航航航信信信息息息融融融合合合算算算法法法

因子图方法给不同传感器之间的异步融合提供了

较好的解决方案, 而且由于因子图方法具有很好的扩

展性, 可实现多传感器的灵活配置.

3.1 因因因子子子图图图组组组合合合导导导航航航框框框架架架

通过因子图进行组合导航, 其基本思想是在一段

时间内使系统的状态与导航信息互相关联, 根据后验

估计实现多传感器的信息融合. 当获取外部所有的量

测信息时, 通过求取所有状态的联合概率密度函数即

可获得最大后验估计. 这里以无人船组合导航为例进

行分析.

假设无人船的传感器配置为: INS(inertial naviga-
tion system)和GNSS, 多普勒计速仪(Doppler velocity
log, DVL)、磁强计(magnetometer, MAG)、超短基线

定位系统(ultra-short baseline, USBL)等低频传感器.
通过因子图方法对所有的可用信息进行融合, 进而计

算出最优导航解. 以x表示状态向量, 具体包括无人船

的位置p、速度v和姿态; 用c表示IMU的校正参数, 具
体表示惯性传感器的零偏值. 假设在i时刻无人船的状

态向量和校正参数分别为xi, si, 定义k时刻前的所有

状态向量和校正参数的集合为

Xk={xi}ki=1, Sk={si}ki=1, Λk={Xk,Sk}, (20)

若以Zk表示k时刻前所接收到的所有观测信息, 则联

合概率分布函数可表示为p(Λk|Zk).

已知联合概率分布函数可以通过因式分解, 以此
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获得先验信息、量测模型等[21]. 令p(prior)表示可用

的先验信息, 则因式分解可表示为如下形式:

p(Λk|Zk) =

p(prior) p(si|si−1)
k∏

i=1

p(xi|xi−1, si−1, z
IMU
i−1 )×∏

zj∈Zi/zIMU
i−1

p(zj|Λj
i ), (21)

其中: p(zj|Λj
i )表示量测模型; 在无人船组合导航模

型中, zj表示为GNSS, DVL等传感器的测量值, 此时

Λj
i 可表示为某一导航状态; zIMU

i−1 表示 SINS获取的

惯性原始数据, 即陀螺仪与加速度计的测量值;
p(xi|xi−1, si−1, z

IMU
i−1 )表示 IMU的后验概率密度;

p(si|si−1)表示惯性器件零偏的后验概率密度.

通过上述概率因式分解, 可得到图5所示的因子图

模型. 式(21)中的每个独立部分在因子图中可表示为

因子节点, 因此可得到以下关系:

p(Λk|Zk) ∝
∏
i

fi(Λ
i
k), (22)

其中Λi
k表示部分变量节点.

组合导航的直接目的在于尽量减小导航误差, 假
设误差函数为er(Λi

k, zi), 对于每个因子fi 而言便是

要使误差函数最小. 若以d(·)表示代价函数, 则可得到

如下形式:

fi(Λ
i
k) = d(eri(Λ

i
k, zi)), (23)

根据式(8)–(10)可将式(23)转化为非线性最小二乘函

数进行求解.

USBL DVL

IMU

bias

1 2 3

1 2 3

GNSS

+1 +2

+1 +2

prior MAG

图 5 无人船多源组合导航因子图框架

Fig. 5 Factor graph framework of multi-source integrated navigation for unmanned ship

3.2 量量量测测测模模模型型型

1) 一元量测因子.

式(23)可视为传感器的量测模型. 当利用一元量

测因子处理量测信息时, 量测方程可表示为如下形式:

zun = hun(xk) + nun, (24)

其中: hun(xk)表示量测函数; nun表示量测噪声; 结
合式(23)可将一元量测因子fun(xk)表示为

fun(xk) = d(zun − hun(xk)). (25)

2) 二元量测因子.

二元量测因子反映了两个状态之间的关联, 状态

的时间更新可通过求导表示为

ẋ = hb(x). (26)

若此时传感器的量测为zbin
k , 对相邻导航状态进

行离散化, 则有以下关系:

xk+1 = h(xk, z
bin
k ), (27)

式(27)通过二元量测因子连接相邻两个导航状态, 即
利用传感器的量测信息与当前时刻的状态估计来对

下一时刻的状态进行预测. 二元量测因子的雅可比矩

阵可表示为如下形式:

Jbin(xk+1,xk) = (
∂fbin

∂xk

,
∂fbin

∂xk+1

). (28)

3) 多元量测因子.

与二元量测因子相比, 多元量测因子与多个时刻

的状态相关联, 建模方法也与一元、二元量测方法类

似.

利用不同类型的量测因子, 即可建立不同应用场

景中多传感器组合导航的因子图模型.

4 基基基于于于因因因子子子图图图的的的导导导航航航定定定位位位应应应用用用

定位问题是因子图的一个重要研究领域, 早期多

用于小型机器人(无人车)的同时定位与建图(simul-
taneous localization and mapping, SLAM)问题. 近年

来, 因子图方法在GNSS定位、协同定位等领域也逐渐

得到重视.

4.1 SLAM方方方法法法

SLAM的概念可以表述为机器人根据自身的运动

模型和传感器获取的外部环境信息进行定位, 同时对

周围环境进行地图描述的过程[22–23]. SLAM过程主要

包括前端与后端两部分, 前端负责对传感器采集的数
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据进行预处理, 后端则主要是对前端的结果进行最优

估计. 因此, SLAM后端处理可利用滤波或因子图优

化进行实现[24].

滤波多用于松耦合模式, 主要有基于KF/EKF和

PF两类, KF/EKF计算简单, 适用于小场景线性模型,
不能满足大规模的非线性环境求解, 收敛性较差;

PF支持非线性、非高斯系统, 但存在粒子退化现象, 在
高维状态空间采样时效率较低. 因子图法在前、后端

匹配优化的基础上增加了回环检测, 以修正误差累积.
适用于室内外的复杂环境, 鲁棒性好, 但计算量较大.
目前, 因子图优化在SLAM中应用更为广泛. 滤波和

因子图的对比如表2所示.

表 2 滤波与因子图在SLAM中的对比
Table 2 Comparison of filter and factor graph in SLAM

时间/年 方案 优化原理 主要特点

1987 EKF-SLAM 滤波 计算复杂, 鲁棒性差, 适用于小范围线性环境

2002 Fast-SLAM 滤波 将EKF与PF结合, 提升了鲁棒性, 内存消耗大, 粒子退化严重

2007 Gmapping 滤波 适用于低特征环境, 对里程计信息依赖较大

2014 LOAM 因子图 最早的3D激光SLAM, 实时性好, 未添加回环检测模块

2018 VINS-Mono 因子图 更好地感知外部环境, 稳定性较差, 精度略显不足

2020 LIO-SAM 因子图 采用紧耦合方式融合了多传感器信息

2021 T-LOAM 因子图 鲁棒性显著增强, 有效抑制了离群点

SLAM因子图模型如图6所示. 在基于图优化的

SLAM问题中, 将载体的位姿表示为因子图节点, 观
测信息作为外部约束, 表示连接节点的边. 未知状态

变量X包括xt(t = 1, · · · , i)和lt(t = 1, · · · , i), 分别

表示移动载体的位姿和路标. 因子节点(黑色和灰色实

心圆)分别代表里程计因子和路标观测因子, 表示位姿

与路标之间的相互概率关系. 在获得较为准确的初始

值后, 利用高斯–牛顿迭代法或LM算法进行求解, 进
而获得全局最优值[25].

1 2 3

1 2 3

图 6 基于SLAM的因子图模型

Fig. 6 SLAM based factor graph model

2010年, 因子图方法首次应用于SLAM[26]. 为解

决稀疏性问题, 提升求解效率, 可考虑多因子图组合

法, 对需要估计的变量进行有效分解[27]. 为解决因子

图优化带来的庞大计算量的问题, 目前已出现基于混

合预积分的方法[28], 该方法通过混合建模, 删减了优

化变量的数量, 以此减小计算量. 此外, 也可利用滑动

窗口解决数据的关联问题[29]. 在图优化框架中纳入已

有的地图信息一起参与评估, 能够有效提升计算效率.

利用因子图进行目标检测重点需解决高漂移与低

鲁棒性问题, 进而实现稳定建图. 相关探索如下: 参考

文献[30]设计了一种联合估计器, 利用互相关变量对

目标进行跟踪, 同时实现传感器校准. 参考文献[31]中
提出了一种基于因子图优化的方法, 在三维空间中进

行目标跟踪的同时实现任务分配. 在水下SLAM领域,
通常利用DVL、声呐等多传感器辅助建图[32]. 参考文

献[33]基于因子图框架, 使用声呐作为主要传感设备

进行水下SLAM实验, 并利用滤波方法对声呐数据进

行了预处理. 对于无人机小交会角下的绝对定位问题,
可利用影像匹配和视觉平差方法实现[34], 在因子图框

架下进行增量式信息优化融合. 在激光–惯性里程计

(liDAR-inertial odometer, LIO)方面, 参考文献[35]对
紧耦合的SLAM算法进行了研究, 利用因子图优化了

LIO的矢量漂移问题, 避免回环检测失效. 参考文献

[36]提出一种紧耦合模式下的车辆动力学扩展LIO方

法–LIO Vehicle, 该方法利用轮速计和转向角传感器

的测量值建立二自由度车辆动力学模型, 在此框架下

构造预积分因子. 参考文献[37]优化融合了GNSS/重
定位和轮式里程计, 得到增强型LIO-LIO Fusion, 可
在复杂环境中提供鲁棒的6自由度运动估计.

4.2 GNSS定定定位位位

当前, 因子图优化方法也已经逐渐深入GNSS领
域. 其主要应用包括: 1) GNSS异常量测值的检测与剔

除; 2) 在GNSS观测短期不可靠时, 对轨迹进行稳定估

计.

由于非视距(non-line of sight, NLOS)与多路径效

应的影响, 伪距、载波相位会产生较多的异常量测[38],
在复杂城市环境中表现得尤为明显. 基于传统滤波

的GNSS定位方法鲁棒性较差, 对异常值较为敏感. 这
是因为在KF/EKF框架下无法同时对历史测量值之间

的时间相关性进行确定. 而因子图可结合多个GNSS
历元, 采用非线性估计方法, 性能更为优异.

为了缓解GNSS接收机出现的异常量测问题, 参考
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文献[39]提出一种渐进式非凸因子图优化 (graduated
non-convexity factor graph optimization, GNCFGO)的
方法来提高GNSS定位性能, 通过为GNSS测量值分配

不同的权重来削弱离群点的影响. 参考文献[40]提出

了一种改进的GNSS定位方法, 在因子图框架下对

GNSS接收机进行状态估计, 基于低成本GNSS接收

机分别实现了1.76 m和2.96 m的平均定位误差. 相关

实验平台如图7所示. 此外, 在车载环境还可引入零速

更新 (zero-velocity update, ZUPT)法[41], 将ZUPT信息

作为位置约束可对因子图进行辅助.

Xiaomi Mi 8 Google Pixel 5

Huawei P40

Ublox 
ZED-F9P(1)

Ublox 
ZED-F9P(2)

图 7 基于因子图的GNSS定位部分实验平台[38]

Fig. 7 Partial experimental platform for GNSS positioning
based on factor graph[38]

在隧道、桥梁等环境中, GNSS信息会出现短期退

化, 在基于KF的状态估计框架中, 预测轨迹的平滑性

与鲁棒性将受到严重影响[42–43]. 而因子图框架可表

示载体的所有状态, 并将载体状态与地标状态建立联

系, 利用地图进行优化, 确保轨迹的光滑稳定. 参考文

献[44]提出了一种基于连续时间FGO的状态估计算

法, 重点针对短时间内GNSS观测不可靠的问题, 以此

对预测的轨迹进行平滑, 与KF相比, FGO估计轨迹的

精度和平滑度提高了30%. 参考文献[45]提出一种因

子图模型, 可将原始GNSS数据与惯性数据紧耦合, 还
可以选择激光雷达作为外部观测因子, 以此实现卫星

信号稀疏的条件下移动机器人的流畅定位. 针对城市

峡谷环境中GNSS定位的问题, 参考文献[46]研究了

GNSS/INS在因子图框架下的松、紧耦合集成问题, 利
用EKF进行对比. 实验表明: EKF的二维平均误差为

9.14 m/250 s, 而FGO仅为7.01 m/250 s, 但FGO的计算

时间有所延长.

4.3 协协协同同同定定定位位位

相对于单一定位模式, 协同定位方法可以有效提

高定位精度. 由于因子图适应性较强, 它在协同定位

领域也有相当的应用潜力.

若j到k(k > j + 1)时刻没有接收观测信息, 而从

k时刻开始接收观测信息, 由于难以获得j–k区间段的

位置估计, 从而导致算法难以估计速度误差ṽj与航向

误差φ̃j
[47]. 在较短时间内, 可对速度误差和航向误差

做以下假设: {
ṽ = ṽj = · · · = ṽk,

φ̃ = φ̃j = · · · = φ̃k,
(29)

则位置误差分量可表示为如下形式:{
δxj= x̄j−xj= ṽj∆t cosφj−vj∆tφ̃j sinφj,

δyj= ȳj−yj= ṽj∆t sinφj−vj∆tφ̃j cosφj.
(30)

由于假设j–k区间段没有接收观测信息, 此时通过

先验估计进行位置更新. xk, yk表示k时刻位置信息,
即 

x̄k = xk − vj+1∆tφ̃j+1 sinφj+1+

ṽj+1∆t cosφj+1 + · · · −
vk∆tφ̃k sinφk + ṽk∆t cosφk,

ȳk = yk + vj+1∆tφ̃j+1 cosφj+1+

ṽj+1∆t sinφj+1 + · · ·+
vk∆tφ̃k cosφk + ṽk∆t sinφk.

(31)

将式(29)代入式(31)可得

x̄k = xk + ṽ(∆t cosφj+1 + · · ·+
∆t cosφk)− φ̃(vj+1∆t sinφj+1+

· · ·+ vk∆t sinφk),

ȳk = yk + ṽ(∆t sinφj+1 + · · ·+∆t sinφk)+

φ̃(vj+1∆t cosφj+1 + · · ·+ vk∆t cosφk),

(32)

此时, k时刻的误差可表示为如下形式:{
δxk = ṽδxṽ

k + φ̃δxφ̃
k ,

δyk = ṽδyṽ
k + φ̃δyφ̃

k ,
(33)

其中:
δxṽ

k = ∆t cosφj+1 + · · ·+∆t cosφk,

δxφ̃
k = vj+1∆t sinφj+1 + · · ·+ vk∆t sinφk,

δyṽ
k = ∆t sinφj+1 + · · ·+∆t sinφk,

δyφ̃
k = vj+1∆t cosφj+1 + · · ·+ vk∆t cosφk.

(34)

协同问题非线性度较高, 其算法主要包括两类: 滤
波估计与因子图优化. 基于KF的协同定位方法的观

测方程具有固定的状态维数, 需要强行同步各类观测

信息, 不适用于解决观测信息不同步、不连续的协同

定位问题. 而因子图方法可将状态信息与观测信息转

换为图中的节点, 可实现即时增删灵活性较强. 因此,
图优化方法在解决复杂环境中的协同定位问题时更

具优势.

将相邻节点之间的信息矩阵进行集成, 以此评估

节点间的测距性能, 可有效解决协同定位中的通信复

杂问题[48], 并有效降低成本. 对于水下协同问题, 利
用因子图法可将统计图映射到网络拓扑中. 以此获得

概率函数, 协同定位精度与因子图节点个数成正比,
但计算量也会显著提升. 针对该问题可结合高斯参数

来构建加权粒子来实现节点间的信息转移[49], 通过合
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理分配粒子权重减轻计算负担.

除水下环境外, 协同的重点研究领域还有遮挡环

境下的连续定位以及无人机集群定位. 参考文献[50]
研究了基于因子图优化的分布式协同导航方法, 利用

因子图全局优化的特点解决了遮挡环境中观测信息

无法同步、连续性较差等问题, 同时可以实时补偿陀

螺仪的零偏. 参考文献[51]提出了一种基于带周期因

子图(cycle factor graph, CFG)的协同定位算法, 通过

引入距离和方位角信息构建CFG. 实验表明: CFG的

二维RMSE= 5.11m/2000 s, 而EKF的二维RMSE=

5.64m/2000 s. 参考文献 [52]针对无人机集群的高精

度协同定位问题, 将因子图和KF进行结合. 通过在每

架无人机上建立分布式卡尔曼滤波器, 融合惯性与

GNSS信息修正定位误差.

4.4 多多多源源源组组组合合合导导导航航航

惯性基组合导航通过引入多种外部观测信息与惯

性信息融合, 进而抑制惯性导航系统误差, 提升导航

精度. 由于因子图算法具有多次迭代和重线性化的特

点, 这是相对于传统KF算法的优势, 其优良的灵活性

与扩展性为多传感器信息融合提供了合适的框架[53].
相关研究表明, 对于INS/GNSS这一典型组合系统而

言, 使用因子图方法进行组合导航的性能最佳[46]. 此
处主要介绍因子图在水下/水面组合导航, 视觉(激光)/
惯性组合导航以及复杂遮挡环境组合导航中的应用.

1) 水下/水面组合导航.

对于多源的水下/水面组合导航问题, 相较于传统

的联邦滤波方法, 因子图方法能够更好地解决各传

感器采样频率异步的问题[54]. 文献[55]利用因子图

构建了基于AUV的多源信息融合框架, 对IMU, DVL,
MAG, 地形辅助等异频信息进行融合. 通过仿真实

现了水下高精度导航. 文献 [56]提出一种基于增量平

滑因子图的船用导航系统信息融合及容错算法, 将
SINS, DVL, 北斗系统(bei dou, BD)以及天文导航(ce-
lestial navigation system, CNS)的数据进行融合. 半物

理仿真实验体现了因子图即插即用的特性.

为进一步提高基于AUV的因子图组合导航的精度

与平滑度, 文献[57]利用等效IMU因子替代相邻量测

值之间的几个连续的IMU因子, 适用于高采样率的组

合导航问题. 根据和积算法可分别实现前向与后向的

消息传递, 通过对前、后向所传递消息的结果进行加

权平滑, 可求得最优导航解. 文献[58]介绍了一种基于

因子图优化的INS/USBL组合导航方案. 在考虑了地

球自转以及坐标系转换的前提下, 提出了一种适用于

高精度惯性传感器的改进的预积分模型, 实验平台搭

建如图8所示. 水下实验结果表明, 相较于传统KF方
法, 因子图优化方法可获得更高的组合导航精度.

GPS

PHINS

IMU

USBL

图 8 基于因子图的水下组合导航实验平台[58]

Fig. 8 Experimental platform of underwater integrated nav-
igation based on factor graph [58]

2) 无人驾驶中的组合导航.

随着对惯性基组合导航以及SLAM领域的研究逐

渐深入, 因子图优化算法在无人驾驶的组合导航领域

中也得到了长足的发展.

文献 [59]提出了一种基于因子图优化的惯性/地
磁/激光雷达组合导航方案. 采用因子图算法, 对惯性

信息、运动约束信息、地磁匹配信息、激光雷达(Li-
DAR)点云匹配信息进行异步融合, 在点云匹配失效

时可继续提供可用的先验信息. 针对地下封闭空间的

导航问题, 由于此时卫星信号失锁, 可在因子图框架

下对Lidar、里程计(odometer, OD)以及IMU信息进行

紧耦合[60], 同时估计机器人的状态和传感器参数. 此
外, 还可利用激光雷达与红外相机融合以进行目标识

别, 适用于弱光环境下的检测定位.

文献[61]提出了一种基于地图交通信标数据的基

于因子图的SLAM方法. 该方法采用局部滑动窗口实

时处理数据, 有效提升了定位精度. 针对特征稀疏的

室外导航问题, 文献[62]通过引入一种偏振光相机

(Polcam), 利用偏振光获取绝对偏航角信息作为外部

量测. 稀疏场景下, 根据IMU因子, 激光雷达里程计

(lidar odometer, LO)因子、Polcam因子以及运动约束

因子搭建因子图, 有效提高了姿态估计精度. 文献[63]
提出了基于非线性优化的卫星–视觉–惯性(GNSS-
visual-inertial navigation system, GVINS)系统, 该方

法通过在因子图框架下对GNSS伪距、多普勒频移、

视觉以及惯性信息进行紧耦合, 用于状态的实时估计.
该方法提高了系统的鲁棒性, 较好地抑制了视觉–惯
性里程计(visual-inertial odometer, VIO)的漂移. 文献

[64]将GNSS的精确点定位(precise point positioning,
PPP)技术与VIO进行结合,设计了基于PPP/INS/Visual
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SLAM 的紧耦合系统: P3-VINS. 该系统在因子图框

架下将GNSS原始数据、视觉信息和惯性信息进行融

合, 在显著降低系统噪声的同时以提高状态估计的精

度. 针对复杂场景下UAV的精准定位的问题, 文献

[65]基于因子图框架和 iSAM推理算法, 建立了IMU/
GNSS/VIO多源信息融合模型, 通过选择合适的滑动

窗口大小, 实现了UAV的实时定位, 与传统联邦滤波

方法相比, FGO算法的导航精度提高了1.5–2倍.

3) 复杂遮挡环境组合导航.

智能生活的到来使得人们对复杂遮挡环境(如室

内)的导航需求日益增加, 复杂遮挡环境的导航定位技

术已成为热门研究领域[66]. 针对传统滤波方法扩展性

差, 以及变结构多模型方法成本高昂、计算复杂等问

题, 研究人员已开始将因子图方法应用于复杂遮挡环

境下的导航问题.

针对室内复杂场景中进行导航时无法接收确定的

超宽带(ultra-wideband, UWB)测距信息的问题, 文献

[67]提出一种基于因子图的INS/UWB室内行人紧组

合定位算法, 并通过坐标变换的方法对传统因子图进

行改进. 仿真试验表明该方法优于变结构多模型EKF,
位置精度提高约14.94%. 针对卫星拒止环境中智能车

的可靠定位需求, 文献[68]提出了一种基于因子图的

低成本导航方法. 在构建基于因子图的UWB/INS动
态信息融合框架的基础上, 制定自适应融合规则对不

同情况下UWB/INS的信息进行融合, 输出导航最优

解. 该方法在抑制了非视距误差的同时, 可靠性与自

适应性也得到显著提高.

对于室内行人定位, 文献[69]设计了一个基于深

度神经网络 (depth neural network, DNN)的Wi-Fi/行
人航位推算 (pedestrian dead reckoning, PDR)室内定

位系统, 用于智能手机的室内定位. 此外, 文中还提出

了一个带有自适应鲁棒性调整的因子图模型来融

合Wi-Fi和PDR的定位结果, 它分别克服了Wi-Fi和
PDR的采样率低、误差随时间累积等不足, 使系统具

有更好地鲁棒性和准确性. 表3给出了部分文献中滤

波方法与因子图方法的精度对比.

表 3 部分参考文献中滤波与因子图精度对比
Table 3 Comparison of the accuracy of filter and factor diagram in some references
参考文献 滤波算法 滤波RMSE 因子图RMSE 传感器配置

文献[2] EKF 7.32 m/120 s 3.87 m/120 s IMU/GPS
文献[3] FF 4.52 m/1350 s 2.52 m/1350 s IMU/BDS/ODO
文献[36] EKF 16.21 m/1200 s 10.89 m/1200 s GNSS/IMU
文献[52] FF 2.29 m/1550 s 1.82 m/1550 s IMU/GNSS/DVL/TAN/MCP/DM
文献[54] FF 0.88 m/3600 s 0.74 m/3600 s SINS/BD/DVL/CNS
文献[56] UKF 1.69 m/400 s 1.48 m/400 s IMU/GPS/USBL

根据表3中的文献可知, 在无外部干扰的情况下,
因子图算法的导航解算精度与联邦滤波精度相当; 但
因子图方法可灵活组合异步量测信息, 实现即插即用,
尤其当处于大规模复杂环境或存在外部干扰时因子

图方法优势更明显.

要比较因子图和其他改进滤波的精度, 需要具体

问题具体分析. 不同的滤波算法和优化技术适用于不

同类型的数据和问题, 其精度取决于问题的特性、数

据的特性以及算法的适用性. 一些改进的滤波算法可

能使用更复杂的模型或更多的数据信息, 与因子图方

法相比, 这些算法可能拥有更高的精度.

5 基基基于于于因因因子子子图图图的的的组组组合合合导导导航航航故故故障障障检检检测测测

在组合导航过程中, 由于外界的电磁干扰或震荡

的环境, 传感器容易出现异常量测甚至故障的情况.
某些复杂环境下, 导航设备会出现误差突然增加, 甚
至解算故障的情况[70]. 因此, 导航过程中故障的检测

与隔离是十分必要的.

基于组合导航的框架模型, 因子图方法在故障检

测领域也能够发挥其独特优势. 当前的故障检测应用

主要基于INS/GNSS组合导航系统, 利用惯性原始数

据与GNSS伪距信息进行故障检测[71]. 结合故障检测

结果, 对故障因子节点进行自适应隔离或分配较小的

权重因子, 减少故障量测对导航最优解的影响, 以此

提升导航系统的精度与鲁棒性. 在INS/GNSS组合导

航系统下, 可利用因子图即插即用的优点, 对卫星伪

距故障或惯性导航系统故障进行检测甄别, 在因子图

框架下具有更好的隔离效率, 在故障情况下保持较高

精度的导航, 提升了系统的可靠性.

6 总总总结结结与与与讨讨讨论论论

因子图通过概率的方法来表示函数的分解, 由于

其特有的数学性质, 对于某些问题的建模与状态估计

可展现出独特的优越性. 本文首先分析了因子图的概

率推断方法, 重点介绍了因子图方法在定位以及组合

导航领域的应用, 并对因子图在故障检测领域中的发

展作了简要阐述, 可得出以下几点结论:

1) 因子图方法适用于强非线性环境中的后端优

化, 可解决多传感器信息融合中的异步、多速率等问

题, 相对于基本滤波框架(KF/EKF)具有较好的鲁棒性

与容错性;

2) 因子图虽能较好解决非线性优化问题, 但仍然
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具有一些缺点. 因子图算法复杂度高, 尤其当问题规

模较大时, 其计算复杂度与节点数呈正相关, 且需要

大量预处理工作以便将问题转换为因子图形式, 需要

额外分配计算时间与空间, 同时为了避免引入过多的

噪声与偏差, 需要仔细地选择变量与模型. 此外, 在使

用因子图进行优化时可能陷入局部最优;

3) 对于因子图在导航定位领域的发展趋势, 一方

面可利用因子图与滤波方法互补, 设计两者相结合的

导航前后端滤波器. 此外, 当前针对导航领域因子图

的研究多集中于理论方面, 考虑到工程实践应用, 应
加大基于因子图的导航硬件平台开发. 未来计算机信

息处理技术, 如并行计算的发展或许能使得因子图方

法在实时导航定位应用中有更好的应用前景.
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