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摘要:仿照时不变系统的次优模型匹配解的存在性证明方法,可以得到J–谱分解条件下时变系统的Nehari型模
型匹配问题的次优解存在性. 如何针对双边模型匹配的次优问题证明解的存在性还没有有效的方法. 本文在套代
数框架下研究了时变线性系统的次优模型匹配和跟踪问题.首先,应用Douglas值域定理证明了耦合J–谱分解条件
下次优模型匹配解的存在性,然后指出应用双参数控制器同时镇定n个系统,并且要求跟踪指标小于r的次优跟踪

问题等价于同时强r镇定n− 1个相关四块问题,最后给出了次优解的参数化.
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Abstract: The existence of suboptimal solutions to the Nehari-type model-matching problem of time-varying system
has been obtained by employed the same method used in the time-invariant case. Unfortunately there is no effective way
to prove the existence of suboptimal solutions to the bilateral model-matching problem of time-varying case. This paper
deals with the suboptimal model-matching problem and the suboptimal tracking problem using two-parameter controller for
discrete time-varying linear systems in the frame work of nest algebra. According to Douglas’s range inclusion theorem, the
existence of two coupled J-spectral factorizations determined by the models implies the existence of suboptimal solutions
to the model matching problem. Furthermore, it is proved that the problem of simultaneously stabilizing n plants by
two-parameter controller with the tracking performance less than a prescribed level r is equivalent to the problem of
simultaneously strongly-r stabilizing n− 1 associated four block systems.
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1 引引引言言言(Introduction)
线性系统的模型匹配问题已在多种框架下研

究[1–3]. 关于H∞控制中的最优模型匹配何时有解的问

题最早被B. A. Francis和G. Zames[3]解决. 数量值H∞
控制中,模型匹配的最优性能指标等于某Hankel算子
的范数. 然而对于矩阵值情形,最优指标还没有很好
的刻画. 随着H∞控制理论的发展和完善,开始考虑更
一般的时变线性系统的控制理论.在算子理论框架下,
稳定的、关联的离散时变线性系统集构成一个离散套

代数. 20世纪80年代,数学家和控制学家们开启基于
套代数理论的无穷维时变线性系统(即系统有无穷多
个状态)的控制理论研究.至今,这一领域已吸引众
多学者并得到大量的成果[4–6]. A. Feintuch和B. A.

Francis[1]给出时变线性系统的模型匹配问题的最优性

能等于一族算子范数的上确界.

针对次优模型匹配问题,得到有限维时不变线性
系统的Nehari型模型匹配问题的次优解存在当且仅
当J–谱分解存在,在此条件下给出次优控制器的参数
化[7]. 这个结果从简单的Nehari–型推广到一般的标准
H∞问题中[8]. 而后针对时不变线性系统, M. Green
和K. Glover[9]摒弃Ball-Helton-Verma构造的传统J–
谱分解理论,给出一对耦合J–谱分解条件并证明这组
耦合的J–分解存在性和双边模型匹配次优解存在性
等价. A. Feintuch[2]强调J–谱分解是时变Nehari型模
型匹配次优解存在的充分非必要条件,这与时不变情
形不同.
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本文在套代数框架下分析无穷维时变线性系统的

模型匹配和跟踪问题.首先,给出单边模型匹配的次
优解的参数化. 在耦合的J–谱分解条件下,应用
Douglas值域定理证明双边模型匹配问题存在次优解.
这些结论本质上推广了Nehari型次优模型匹配的结
论[2]. 然后给出满足次优跟踪指标的双参数镇定控制
器的参数化. 进而,根据同时H∞镇定问题[10] 构造多

个系统的双参数控制器跟踪问题,并且借助两个时不
变线性系统的同时H∞镇定控制器的设计等价于强

H∞镇定问题[11]的思想,在J–谱分解存在的条件下,
将跟踪指标小于r的n个时变系统的双参数镇定控制

器设计转化为n− 1个四块系统的强r镇定控制器设

计.最后,给出所有这种类型的双参数控制器的描述.

2 基基基础础础知知知识识识(Preliminaries)
设输入输出信号空间H为平方可和的复Hilbert空

间:
H = {(x0, x1, · · · ) : xi ∈ C,

∞∑
i=0

|xi|2 < ∞}.

B(H)是H上的全体有界线性算子构成的集合.算子
范数为

||T || = sup
x∈H,||x||61

||Tx||, T ∈ B(H),

若存在(ε > 0)ε > 0使得

〈Tx, x〉 > ε||x||2, ∀x ∈ H,

称T是(严格)正算子. “∗”表示算子的共轭.

本文研究的时变线性系统L是H上满足PnLPn

= PnL的线性变换,其中Pn是H上的截断投影算子,
n > 0. H上的有界下三角算子即稳定的时变线性系
统.记L为全体时变线性系统构成的集合.稳定的时变
线性系统构成的集合记为S , S是一个离散套代数.

符号B(H⊕H)表示以B(H)中的元素为元的2×
2算子矩阵构成的集合.符号Mm×n(S)表示以S中的
元素为元的m× n算子矩阵构成的集合. Un(S)表示
Mm×n(S)中的可逆元构成的集合.

引引引理理理 1 [12] 设T是H上的一个正算子,则T存在

外谱分解T = MM∗,其中M ∈ U1(S).

设W ∈ B(H⊕H), Q ∈ B(H). 单应变换定义为

HM(W ;Q) := (W11Q + W12)(W21Q + W22)−1.

引引引理理理 2 [13] 设W1,W2 ∈ B(H⊕H), U1, U2 ∈
B(H). 则

1) HM(W1; HM(W2;U1)) = HM(W1W2;U1);

2) 若W ∈ B(H⊕H)可逆且HM(W ;U1) = U2,
则U1 = HM(W−1;U2).

针对系统L,若存在一个控制器C ∈ L使得

[
I C

−L I

]−1

∈ M2×2(S),则称L ∈ L可镇定. 系统

的素分解是刻画镇定控制器的重要工具. 设M, N,

M̂, N̂ ∈ S . 如果L = NM−1并且M, N在S中右互
素,称NM−1是L的右素分解. 如果L = M̂−1N̂ 且

M̂, N̂在S中左互素,称M̂−1N̂是L的左素分解.
下面是刻画镇定控制器的Youla参数化定理.

定定定理理理 1 [1] L ∈ L可镇定当且仅存在M, N, X,

Y, M̂ , N̂ , X̂, Ŷ ∈ S 使得M̂−1N̂与NM−1分别为L

的左、右素分解且满足双Bezout恒等式[
Y X

−N̂ M̂

][
M − X̂

N Ŷ

]
=

[
M − X̂

N Ŷ

][
Y X

−N̂ M̂

]
=

[
I 0
0 I

]
. (1)

C ∈ L镇定L当且仅当C有如下形式:

C = (X̂ + MQ)(Ŷ −NQ)−1 =

(Y −QN̂)−1(X + QM̂),

其中Q ∈ S .

3 模模模型型型匹匹匹配配配问问问题题题(Model-matching problem)
给定算子A,B, C ∈ B(H)及常数r > 0. A表示欲

被BQC匹配的“模型”. 模型匹配问题旨在研究满
足||A + BQC|| < r的算子Q ∈ S的存在性及形式刻
画.
本文将基于假设1讨论问题:

假假假设设设 1 1) B在B(H)中左可逆. 2) C在B(H)
中右可逆.

为了方便后面的书写,下面给出几个记号和说明.

Jr :=
[
I 0
0 − r2I

]
, G :=

[
B A

0 I

]
.

针对可镇定系统L,不做特别说明时,默认M̂−1N̂

和NM−1是满足双Bezout等式(1)的左右素分解.

引引引理理理 3 [2] 给定T ∈ B(H), Ĝ =
[
I T

0 I

]
. 如果

W ∈ U2(S)满足Ĝ∗JrĜ = W ∗JrW且W11 ∈ U1(S),
则满足||Q + T || < r的算子Q∈ S有如下形式:

Q=Q1Q
−1
2 ,

[
Q1

Q2

]
=W−1

[
U

I

]
, U ∈S, ||U ||<r.

首先考虑C = I或者B = I的单边模型匹配问题.

定定定理理理 2 如果W ∈U2(S)满足G∗JrG=W ∗JrW

且W11 ∈ U2(S),则

d(A,BS) := inf
Q∈S

||A + BQ|| < r.

证证证 记W−1 = V =

[
V11 V12

V21 V22

]
∈ M2×2(S). 简
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单整理得[
W11 W12

W21 W22

]
=

[
I 0

W21W
−1
11 I

][
W11 0
0 W22 −W21W

−1
11 W12

]
·

[
I W−1

11 W12

0 I

]
,

因此

V −1
22 = W22 −W21W

−1
11 W12 ∈ S.

令Q = V12V
−1
22 ∈ S ,则[

A + BQ

I

]
=

[
B A

0 I

][
Q

I

]
= GV

[
0

V −1
22

]
.

整理得

(A + BQ)∗(A + BQ)− r2I =[
0

V −1
22

]∗
V ∗G∗JrGV

[
0

V −1
22

]
=

−r2(V −1
22 )∗V −1

22 < 0,

故||A + BQ|| < r.

定定定理理理 3 如果W ∈ U2(S)满足W11 ∈ U1(S)且
G∗JrG = W ∗JrW ,则满足||A + BQ|| < r的算子Q

∈ S有如下的形式:

Q=Q1Q
−1
2 ,

[
Q1

Q2

]
=W−1

[
U

I

]
, U ∈S, ||U ||<r.

证证证 由B的左可逆性得B∗B > 0. 根据引理1,存
在B0 ∈ U1(S)满 足B∗B =B∗

oBo. 令Bi =BB−1
o ,易

见B = BiBo, B∗
i Bi = I且

[
B∗

i

I −BiB
∗
i

]
是等距. 观

察得

‖A + BQ‖ < r ⇔

‖
[

B∗
i

I −BiB
∗
i

]
(A + BiBoQ)‖ < r ⇔

r2I − (B∗
i A + BoQ)∗(B∗

i A + BoQ)−
A∗(I −BiB

∗
i )A > 0 ⇔

∃M, M−1 ∈ S,

s.t. r2I −A∗(I −BiB
∗
i )A = r2M∗M,

r2M∗M > (B∗
i A + BoQ)∗(B∗

i A + BoQ).

则Q ∈ S满足||A + BQ|| < r当且仅当Q满足

||B∗
i AM−1 + BoQM−1|| < r,

其中M ∈ U1(S)且

r2 −A∗A = r2M∗M −A∗BiB
∗
i A.

因此刻画满足||A + BQ|| < r的算子Q,只需刻画满
足条件||B∗

i AM−1 + BoQM−1|| < r的算子Q. 令X

= W

[
B−1

o 0
0 M−1

]
,则X11 =W11B

−1
o 在S中可逆. 记

Ĝ =

[
I B∗

i AM−1

0 I

]
. 易证Ĝ∗JrĜ = X∗JrX .

根据引理3,满足

||B∗
i AM−1 + BoQM−1|| < r

的Q̂ = BoQM−1形如Q̂ = Q̂1Q̂2

−1
,其中:[

Q̂1

Q̂2

]
=X−1

[
U

I

]
=

[
Bo 0
0 M

]
W−1

[
U

I

]
,

U ∈ S, ||U ||< r.

设

[
Q1

Q2

]
= W−1

[
U

I

]
,则

[
Q̂1

Q̂2

]
=

[
BoQ1

MQ2

]
. 因 此

BoQM−1 = BoQ1Q
−1
2 M−1,进而可得Q = Q1Q

−1
2 .

下面的结果是定理2和定理3的对偶形式.

定定定理理理 4 设A,C ∈ B(H)且H =

[
C 0
A I

]
. 如果

V ∈ U2(S)满 足HJrH
∗=V JrV

∗且V11 ∈ U1(S),
则

d(A,SC) := inf
Q∈S

||A + QC|| < r,

且满足||A + QC|| < r的Q ∈ S有如下形式:

Q=Q−1
2 Q1, [Q1 Q2]=[U I]V −1, U ∈S, ||U ||<r.

下面考虑J–谱分解与双边次优模型匹配解的关
系.

引引引理理理 4 如果存在可逆元W ∈ B(H⊕H)满足
W11在B(H)中可逆且G∗JrG = W ∗JrW成立,则满
足||A + BQ|| < r的算子Q ∈ B(H)有如下形式:

Q=Q1Q
−1
2 ,

[
Q1

Q2

]
=W−1

[
U

I

]
, U ∈B(H), ||U ||<r.

引理4的证明类似于定理2和定理3的证明.

Douglas值值值域域域定定定理理理[14] 设X, Y ∈ B(H)且常数
r > 0,则下列条件等价:

a) 存在H上的算子U满足XU =Y并且||U ||6r.

b) Y Y ∗ 6 r2XX∗.

下面证明当“模型”确定的一对耦合J–谱分解存
在时, A到集合BSC的距离小于r,并且刻画所有次优
解.

定定定理理理 5 假设B(H⊕H)中的可逆元W满足:

1) G∗JrG = W ∗JrW ;
2) W11在B(H)中可逆.
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如果V ∈ U2(S)满足V11 ∈ U1(S)且

HJrH
∗ = V JrV

∗,

其中: H =

[
C 0
0 I

]
ĴW−1Ĵ∗, Ĵ =

[
0 − I

I 0

]
,那么存

在Q ∈ S满足||A + BQC|| < r.

满足||A + BQC|| < r的Q ∈ S形如
Q=Q−1

2 Q1, [Q1 Q2]=[U I]V −1, U ∈S, ‖U‖<r.

证证证 令W−1 = K =

[
K11 K12

K21 K22

]
∈ B(H⊕H).

根据引理4,满足||A + BQ̂|| < r的Q̂ ∈ B(H)有如下
形式:

Q̂ = (K11Û + K12)(K21Û + K22)−1, ||Û || < r.

(2)

令V −1 = F =

[
F11 F12

F21 F22

]
∈ M2×2(S). 那么

V −1H = F

[
C 0
0 I

]
ĴKĴ∗ =

[
F11CK22−F12K12 F12K11−F11CK21

F21CK22−F22K12 F22K11−F21CK21

]
.

由HJrH
∗ = V JrV

∗得V −1HJr(V −1H)∗ = Jr. 比
较等式V −1HJr(V −1H)∗ = Jr的(2, 2)位置,

(F21CK22 − F22K12)(F21CK22 −
F22K12)∗ − r2(F22K11 − F21CK21)(F22K11 −
F21CK21)∗ = −r2I.

整理得

(F21CK22 − F22K12)(F21CK22−F22K12)∗ <

r2(F22K11−F21CK21)(F22K11 − F21CK21)∗.

根据Douglas值域定理,存在Û0 ∈ B(H)满足||Û0||<
r及

F21CK22−F22K12 =(F22K11−F21CK21)Û0. (3)

由条件V ∈ U2(S)及V11 ∈ U1(S),得F22 ∈ U1(S)S .
因而,式(3)可重写为

F−1
22 F21C(K22 + K21Û0) = K11Û0 + K12.

令Q = F−1
22 F21 ∈ S . 于是

QC = (K11Û0 + K12)(K21Û0 + K22)−1, ||Û0|| < r.

观察式(2)得||A + BQC|| < r.

次优解Q的参数化证明类似于文献[9]中定理2.6
的证明,这里省略.
注注注 1 1) 定 理 5中 的 第 1个 J–谱 分 解 因 子 属 于

B(H⊕H)即可,不要求因子属于M2×2(S). 这不同于H∞控

制中的时不变情形,时不变系统的J–谱分解因子要求是关联
的时不变系统.

2) 时不变系统的模型匹配次优解存在性与J–谱分解的

存在性是等价的. 而对于时变系统而言, J–谱分解的存在是

模型匹配次优解存在的充分非必要条件,详细可见文献[2].

4 双双双参参参数数数控控控制制制器器器的的的跟跟跟踪踪踪问问问题题题(Tracking pro-
blem using two-parameter compensator)
跟踪问题中,系统L的输出y跟踪参考信号r. 单参

数控制器的最优跟踪问题是选取适当的控制器最小

化下面的跟踪指标

JC = sup
r∈H,||r||61

||r − y|| =

sup
r∈H,||r||61

||(I − L(I + CL)−1)r|| =

||I − L(I + CL)−1||.
M. Vidyasagar[15]指出在处理跟踪问题上,双参数

控制器优于单参数控制器.

图 1 双参数控制器

Fig. 1 Two-parameter compensator

考虑图 1中的双参数控制器装置.设r是参考信号,
d和u是传感噪声. 双参数控制器[K C]镇定L ∈ L,

意指由




r

d

u


到

[
e1

e2

]
的变换是M2×3(S)中的元素.

引引引理理理 5 [15] 设L∈L. 则存在双参数控制器
[K C]镇定L当且仅当L存在左、右素分解满足

Bezout等式(1). 镇定控制器形如

[K C] = (Y −QN̂)−1[S X + QM̂ ],

其中S,Q ∈ S .

下面根据引理5,刻画一族系统的双参数同时镇定
控制器.

引引引理理理 6 设L0, L1,· · ·, Ln可镇定. 如果M̂−1
i N̂i,

NiM
−1
i 分别是Li满足双Bezout等式的左、右素分解.

则[K C]同时镇定L0, L1, · · · , Ln当且仅当

[K C] = (Y0 −Q0N̂0)−1[S0 X0 + Q0M̂0],

其中: S0, Q0 ∈ S满足Ri + Q0Ti在S中可逆,

Ri = Y0Mi + X0Ni,

Ti = −N̂0Mi + M̂0Ni, i = 1, · · · , n.
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注注注 2 图1中的装置在C = K时是一个标准的反馈装

置.根据引理5,使用双参数控制器镇定L相比于单参数控制

器而言并没有优势,而双参数控制器在处理最优和次优问题

上有着显著的优势.

双参数控制器的跟踪指标是

J[K C] = sup
r∈H,||r||61

||r − y|| =

sup
r∈H,||r||61

||(I − L(I + CL)−1K)r|| =

||(I − L(I + CL)−1K)||.
应用镇定控制器的参数化定理得

||I − L(I + CL)−1|| = ||I −NY + NQN̂ ||
和

||I − L(I + CL)−1K|| = ||I −NS||.
显然,

min
[K C]镇定L

J[K C] 6 min
C镇定L

JC .

M. Vidyasatar给出了一族系统L满足

min
[K C]镇定L

J[K C] < min
C镇定L

JC .

详见文献[15].

下面考虑双参数控制器的次优跟踪问题.

定定定理理理 6 设L ∈ L可镇定,且Ĝ =

[
−N I

0 I

]
在

B(H⊕H)中左可逆. 假设W ∈ U2(S)满足Ĝ∗JrĜ

= W ∗JrW . 如果W11 ∈ U1(S),则[K C]镇定L并满

足J[K C] < r当且仅当

[K C] =

(Y −QN̂)−1[HM(W−1;U) X + QM̂ ],

其中U,Q ∈ S且||U || < r.

定定定义义义 1 给定W ∈ M2×2(S)及常数 r > 0. 如
果 存 在K ∈ S满 足HM(W ;K) ∈ S , ||K|| < r及

||HM(W ;K)|| < r,则称W为强 r可镇定的.

n个系统的同时镇定问题可以转化为n− 1个系统
的强同时稳定问题.借由这个思想,下面将n个系统的

同时跟踪问题转化为同时强r镇定n− 1个四块系统
的问题.

定定定理理理 7 设L0, L1∈L可镇定,且Gi =

[
−Ni I

0 I

]

在B(H⊕H)中 左 可 逆. 假 设Wi ∈ U2(S)满 足
Gi

∗JrGi = Wi
∗JrWi, i=0, 1. 如果Wi的 (1, 1)元在

S中可逆,则[K C]镇定L0和L1并满足J[K C] < r当

且仅当存在下列条件成立:

1) 存在Q0 ∈ S使得R1 + Q0T1在S中可逆;

2) W1W
−1
0 是强 r可镇定的.

此类双参数控制器有如下形式:

[K C] =

(Y0 −Q0N̂0)−1[HM(W−1
0 , U0) X0+Q0M̂0],

其中: U0, Q0 ∈ S, ||U0|| < r, ||HM(WiW
−1
0 , U0)||

< r且R1 + Q0T1在S中可逆.

证证证 根据引理6, [K C]可同时镇定L0, L1当且仅

当存在Q0, S0 ∈ S使得R1 + Q0T1在S中可逆,且



C = (Y0 −Q0N̂0)−1(X0 + Q0M̂0),

K = (Y0 −Q0N̂0)−1S0,

||I −NiS0|| < r, i = 0, 1.

(4)

由定理4的假设条件知式(4)成立当且仅当存在Ui

∈ S满足||Ui|| < r,使得

S0 = HM(W−1
0 ;U0) = HM(W−1

1 ;U1). (5)

根据引理2,式(5)等价于U1 = HM(W1W
−1
0 ;U0). 因

此U0 ∈ S强r镇定四块系统W1W
−1
0 .

定定定理理理 8 设L0, L1, · · · , Ln ∈ L可镇定. Gi =[
−Ni I

0 I

]
是B(H⊕H)中的可逆元, i = 0, 1, · · · , n.

假设Wi ∈ U2(S)满足Gi
∗JrGi = Wi

∗JrWi. 如果Wi

的(1, 1)元在S中可逆,则[K C]同时镇定L0, L1, · · · ,

Ln,并满足J[K C] < r当且仅当下列条件成立:

1) 存在Q0∈S使得Ri1+Q0Ri3在S中可逆;

2) WiW
−1
0 是强r可镇定的.

此类控制器有如下形式:

[K C] =

(Y0 −Q0N̂0)−1[HM(W−1
0 , U0) X0 + Q0M̂0],

其中: U0, Q0 ∈ S , ‖U0‖<r, ‖HM(WiW
−1
0 , U0)‖ <

r且Ri + Q0Ti ∈ U1(S)中可逆, i = 1, · · · , n.

5 实实实例例例(Examples)
通过下面的例子说明定理5中的参数化方法的有

效性和可行性.

例例例 1 令 r = 1. 算子A,B, C ∈ B(H)有如下矩
阵表示:

A=




0
1
2

0
1
3

0
1
4

0
. . . . . .




, B=




4
−1 4

−1 4
−1 4

. . . . . .




,
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且C =




0 1
0 2

0 1
0 2

. . . . . .




.容易验证G∗JrG有J–谱

分解W ∗JrW ,其中:

W11 =


4

− 2√
22−1

2× 4√
22−1

− 3√
32−1

3× 4√
32−1

− 4√
42−1

4× 4√
42−1
. . . . . .




,

W21 =


1√
22 − 1

−4√
22 − 1
1√

32 − 1
−4√
32 − 1

1√
42 − 1

−4√
42 − 1
. . . . . .




,

W22 =




√
22 − 1
2 √

32 − 1
3 √

42 − 1
4

. . .




,

且W12 = 0. 计算得

H =

[
C 0
0 I

]
ĴW−1Ĵ∗ =

[
CW−1

22 CW−1
22 W21W

−1
11

0 W−1
11

]
,

其中:

W−1
11 =




1
4
1
42

√
22 − 1
2× 4

1
43

√
22 − 1

2× 42

√
32 − 1
3× 4

1
44

√
22 − 1

2× 43

√
32 − 1

3× 42

√
42 − 1
4× 4

...
...

...
...

. . .




且

W−1
22 =




2√
22 − 1

3√
32 − 1

4√
42 − 1

. . .




.

类似地, HJrH
∗有J–谱分解

V JrV
∗ =

[
V11V

∗
11 − V12V

∗
12 V11V

∗
21 − V12V

∗
22

V21V
∗
11 − V22V

∗
12 V21V

∗
21 − V22V

∗
22

]
,

其中:

V11 =




1
2

1
2

. . .




,

V21 =




0
0 0
1

3× 4
0 0

1
3× 42

1
4× 4

0 0

1
3× 43

1
4× 42

1
5× 4

0 0

...
...

...
...

. . . . . .




,

V22 =




1
4
1
42

√
22 − 1
2× 4

1
43

√
22 − 1

2× 42

1
4

1
44

√
22 − 1

2× 43

1
42

1
4

1
45

√
22 − 1

2× 44

1
43

1
42

1
4

...
...

...
...

. . . . . .




且V12 = 0. 根据定理5,设

[Q1 Q2] = [U I]V −1 =

[U I]

[
V −1

11 0
−V −1

22 V21V
−1
11 V −1

22

]
=

[UV −1
11 − V −1

22 V21V
−1
11 V −1

22 ], U ∈ S.

那么,满足‖A + BQC‖ < 1的算子Q ∈ S有如下形
式:

Q =

V22(UV −1
11 − V −1

22 V21V
−1
11 ) =
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V22UV −1
11 −



0
0 0
1

3× 4
0 0

1
3× 42

− 1
2× 42

0 0

1
3× 43

− 1
2× 43

1
5× 4

0 0

1
3× 44

− 1
2× 44

1
5× 42

− 1
3× 42

0 0
...

...
...

...
. . . . . .




,

其中U ∈ S, ‖U‖ < 1.
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