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摘要：对一类非线性对象提出了定性稳定性的定义，并对其闭环自治系统的定性稳定性提出一个充分性判据， 

然后给出一种用变量梯度法构造李亚普诺夫函数的步骤．最后以一个二阶非线性对象为例，给出了一种以全部定 

性状态作为反馈的定性控制，讨论了闭环控制系统的定性稳定性 
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l 引言(Introduction) 

考虑如下形式的连续时间时不变单输入单输出 

非线性对象： 

= f( ，“，[口])， y=h( ，[0])， (1) 

式中 C-- 为状态向量， C-- 和 y∈ 分别为系 

统的输入和输出，，和h为已知非线性函数，0=0 

∈ 为常值模型参数，仅知其范围为定性量：口]． 

文献[1 3]对定性控制的发展现状及控制方法 

作了详细研究，本文以全部定性状态[ ]作为反馈， 

对一类非线性对象做定性控制系统的稳定性分析 

2 定性稳定性概念(Qualitative stability COI1． 

cept) 

对式(1)所示的非线性对象，采用定性控制器 

后，“依然可表示 为状态变量的函数，即 “= 

u( )．则式(1)可转化为自治系统 

： F( ，[口])． Y=h( ，[0 )， (2) 

不失一般性．假定 =0时 “= (0)．且 

F(O．[0])=0， h(0，[口])=0， (3) 

*收稿丑期：1998—07—07：收修改稿日期：1999—03—19 

即 =0(y=0)为闭环系统的平衡点． 

考虑 ∈[0]．即状态在定性零点的系统特性． 

定性控制器使得对所有 ∈[0]，都有“=“(0)．此 

u值虽然可使式(3)成立，但是当 不在平衡点，并 

且式(2)在平衡点不稳定时，定性控制器则无能为 

力；只有当 [0]时，定性控制器才可以起作用． 

因此，定性控制系统的稳定性与通常意义下的稳定 

性(即李亚普诺夫意义下稳定)是不一样的．定性控 

制系统在 ∈[0]内能否稳定取决于“=“(0)时非 

线性对象式(1)本身的性质，与定性控制器无关． 

Ralsch对以连续时间线性系统为对象的定性控 

制系统给出了定性稳定性的定义 J̈．本文则给出式 

(2)所示闭环系统的定性稳定性概念．假设闭环系统 

式(2)的初值为 (0)．解为 ( ． (0))，噩 c 为 

平衡点 =0的邻域，那么 

定义 l 如果对所有的 (0)∈ ，都有 (z， 

(0))∈ E，则称 置 是 ( )的一个不变集 

定义 2 称不变集置 是吸引的，如果对所有的 
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(0)∈ 都存在对应的 r值，使得当 ￡>r时， 

( ， (0))∈ ． 

定义 3 闭环系统式(2)被称为是定性稳定的， 

如果存在一个不变集Xe[ 而且墨是吸引的．此 

时 置 被称为定性平衡域． 

因此，对式(1)所示的非线性对象，定性控制器 

的设计需要保证所选择的控制 u能使得闭环系统 

式(2)定性稳定． 

3 一类定性控制系统的稳定性分析(Stability 

analysis of a class of qualitative control sys一 

) 

对于式(1)描述的非线性对象，如果能将定性控 

制 的表达式给出，则定性控制系统式(2)的定性 

稳定性问题便可转换为 [0]时的李亚普诺夫意 

义下的稳定性闻题． 

定理 1 对于式(2)，式(3)所示的自治系统，定 

性零点‰ =[0]是包含平衡点 =0的一个有界闭 

集，‰ 的边界r上没有式(2)的任何平衡状态，若存 
] I"l 

在正定纯量函数 ( )，满足：1) 是连续的；2) 

当 ll =0时，V( )=0；当 ll ll≠0时，V(x) 

>0；3)ll 一 时，V( )一 ，而且 V( )对时 

间 的微分 ( )满足在 ∈ 且 [0]时有 

( )= ( )<0；或者 W(x)≤0，但满足 ( )= 

W( )=0的 (￡)不是方程式(2)的解，那么必然存 

在一个不变集墨 ]XO，使得自治系统式(2)在定性 

平衡域 兄 是定性稳定的． 

证 设系统的初始状态 (0) [0]，运动轨迹为 

(t)．先考虑 W( )<0的情况．对 V 2> I> 0，有 
rf． 

V( (f2))一V( (fI))=I P( (r))dr，因为 ( )= 
fl 

W( )<0，所以 V(x(t2))< ( (￡I))，即 V( (t)) 

关于 f单调递减，现假定f一 时，有 ( ) 凰，则 

必有 ￡一 时V( (￡))>0．由于单调递减有下界的 

函数必有极 限，因此 limV(x(￡))存在，记 f= 

lim ( (f))，则 f>0．因为 一 ∞时，有 (f)套 0， 

则必存在一个充分大的正数 ，使得 V f≥T时都有 

(f)芒Xo．当￡≥T时 V( (f))≥z≥0．由V( )的 

连续性及 v(o)=0，故存在卢>0，当 ( )≥f时有 

ll ≥ ．又由于f≥T时 ( )为负定函数，故必 

存在b>0，在 ll ll≥ 时有 ( )≤一b，则对任 

意￡≥T有 ( (￡))≤ ( (T))一b( —T)，当f一 

时 ( (T))< ( (0))为常值，则有 ( ( )) 

一 一  
，这与 ( (￡))>0相矛盾，故假定是错误的． 

因此必有 ￡一 ∞时 (￡)∈‰，故有 ￡一 ∞时 ¨) 

∈墨．当初始状态 (0)∈[0]时，假定在某个时刻 

f ，有￡> 时 (f) [0]，则由前面的推导可知，当 

一  时仍有 (￡)∈X0，即状态 (f)在有限的时间 

内仍会回到 ‰ 内，由 (￡)的连续性可知 ( )有界． 

因此必存在一个充分大的置 ]Xo，使得墨为一个不 

变集．因此自治系统式(2)在 墨 是定性稳定的． 

对于 ( )= ( )=0的情况，根据巴拉巴辛． 

克拉索夫斯基(Brabashin．Krasovskii)的研究结果可 

知，若w(x)：0，即x=F(x，[ ])切于V( )= 的 

超曲面．如果 (*)=0的 ( )不是 =F( ，[口]) 

方程的解，那么动点不会停留在 ( )： 的曲面上， 

对于 f> ，总有 V( ( 1))>V( ( 2))，式中 I< 

2．这仍然可导出渐近稳定的结论． 证毕． 

定理 1虽然给出了一种定性稳定性的判别方法， 

但并没有给出定性平衡域 的求解法．一般情况下， 

墨是包含[0]的一个小邻域，[0]越小，墨越小． 

以下给出一种用变量梯度法构造李亚普诺夫函 

数 V( )的步骤： 

1)先假定一个如下形式的梯度向量 

V n 

V 

n ll I + 012X2 + ⋯ + d1 n 

Ⅱ2lX2 + a22X2+ ⋯ + d2 n 

i l：l 
v J L‰I +n，l 

2)计算 ：[v ( )] ； 

3)利用 V V( )的雅可比阵的对称性质决定 

个系数 ％ ； 

4)在 [0]时限制 是负定的； 

5)采用下式求积分，算出 V( )， 

( )：『 l 2 3 ⋯_ 。 v Id I+ 
。 ⋯  ～

v d 2 ．+ 

’ 口_l一  ’

v d 

6)检查是否在 ll 一 时有V( )一 ，以 

及使 ( )正定的定性稳定范围 

4 举例(Illustration) 

以下以一类二阶非线性对象为例来讨论定性控 

制系统的稳定性．假定对象方程为 

r 1 2' 

{；2=，( ，[ ])+g( ，[口])· ， (4) 
【y： ，

． 

式中 =( I，X2) C- [ 为系统的状态向量，f 
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和 g为已知的非线性函数，对于 ∈ 有g( )> 

0．0 E 为常值模型参数，仅知其范围[0]．控制的 

任务是设计定性控制器，对任何初始状态 x(O)，在 

所有信号有界的约束下，将状态 ( )调节到定性平 

衡域．假设 =( 2， I) 使得多项式 h(s)： + 

．s+k，的根位于左半开平面上．如果参数0为精确 

已知，取控制律为 

u = 南 [一几)一k'rx]， 
代人式(4)得 

Y+kly+k2y=0， (5) 

取式(5)为闭环系统输出的期望曲线．取定性控制为 

( ，[日])= [一，(y)一 ( ) ，(6) 

式中y=[ ，y日] ， E 为 对应的中值向量， 

E 为[日]的中值向量．假定将‰(0，[o )代人 

式(4)后能使 =0为闭环系统的平衡点．将式(6) 

代人式(4)，可得 ， 

f z， 

l； = ])+ ])_ [ y) + 
1 g。‘ } } [ ( — )]+ 
l )]_ 

(7) 

以下讨论自治系统式(7)在定性平衡域的定性 

稳定性． 

首先假定函数，和g分别对 ，0在 E ，0 E 

[0]上是李普希滋连续的，并分别有一致的李氏常 

数 ， ．即 

f f(x，日)一f(y， II≤ II —Y II， 

I II，( ，o-)一，( ，02)II≤ Jl o 一ozII． 

1 II g( ， 一g( ， 1I≤ 一Y II， 
【II g( ，oI)一g( ，o2)II≤Lg II oI—o2 l!， 

(8) 

其中 II取为最大范数．以下分两步来讨论式(7) 

的定性稳定性问题： 

1)假设 o：o 为精确已知时分析式(7)的定 

性稳定性． 

对于式(8)，经过几步直接的推导，可得 

I )+ {[一，( )]+ 
一  

≤ 

( j。I — II， 【9) 

式中 

)^I · + 

(-+ · )．善 ·， 
： ]T=[21，]T1设V =【 ： ， 

V 的雅可比阵为 ( )：【 ：： J2]要求 ( ) 
对称，故有 。12=。2l，此时有： 

is(x)=(V ：( 一3 一 

z嬲 。 )XlX2 z “ 
( 一， 。 )如 

( )·{ + [一 )]+ 
一 叫≤ 

( 一，嬲 alz-2 。 ) 一 

z嬲 (， 。 )如 
I口I2 I+口 2 I·口( )·II 一 II． 

(10) 

令 口I2=。22>0，取 

= ，嬲 +：嬲⋯s ． 
因为 ll — 为( 一 )的任意范数，再假定 - 

和 2有相同的划分，则当 

1。I[ _]I>I[ 2]I时，若有 

)·II 一 II< -I ⋯ ) 

成立，则 ( )<0； 

2。I[ 1]I<I[ 2]I时，若有 

)·II — II {(3 一1) z I 
(12) 

成立．则 ( )<O； 

3。I #I]I：I[ 2]I时，若有 

口( )·ll 一y eI< 

min[2嬲 (，嬲 一-) 1] 
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成立，则 ( )<0． 

在式(11)，式(12)和式(13)中，a( )， ， 

3 书一1都应为正数，因此只要II 一 It充分 
小，也即对状态 的划分足够细，总可以使式(11)， 

式(12)和式(13)成立． 

( )=』 。 ( ) 。d +~12XlX2+ {， 
(14) 

若取 口II( )>口≥ 12，则可使得 V(x)> a 2l+ 

。 2 + l为正定．此时有约束 

嬲  l2' 
即 

等 >o．2， (15) g( ) ’ 、 

因为3 一l 。，即詈 1，故式(15)恒成 
立．总之，当o=o 为精确已知时，式(7)是定性稳 

定的，如果以下条件成立：O 口I2=。2I= 22>O； 

② 劳 了1；③ ：s ；④ 一和 ：有 
相同的划分；⑤ 式(11)，式(12)，式(13)分别成立． 

由以上 5个条件可以看出，只要合理划分状态 ，总 

可以使式(7)定性稳定． 

对所有的 ，记E=rain}I 一 ．由以上推导 

可以看出，如果有 

0—0 0<E， (16) 

则上述定性稳定性结论是不变的．现在问题是，在式 

(16)不满足时，能否通过对 ‰( )的初值 的补偿 

△ 来使闭环系统式(7)定性稳定．△ 为定性控制 

器在线自学习时产生的修正值． 

2)o∈[o]时式(7)的定性稳定性分析． 

设 为[o]的中值，定性控制的初值为 

[一 ， )+kT(一yI)]- 

(17) 

假设 。取真实值o 时，状态 的合理划分 |1 — 

y ll可以使式(7)定性稳定，此时 

。 
一  

， )+ (一 )]， 

(18) 

那么如果 的补偿值为 

Au叫 一 = + + 

g 0 一 g ， ( ， ) ( ， )’ ⋯ 

则控制 u (I)=‰o+△Ⅱ可以使定性控制系统武 

(7)定性稳定．由式(16)可知，Au不需要精确补偿 

为式(19)，只要能使式(16)成立，式(7)即可定性稳 

定． 

由式(19)知，对每一个定性状态[ ]，Au均为 

和 有关的常数，因此对于未知常系数[0]总可以 

通过 △ 的补偿使式(7)定性稳定．也就是说，不管 

[0]的范围如何，只要对状态 的定性划分是合理 

的，那么通过对控制 ( )的在线学习 ( )= o 

+△u，总可以使闭环系统式(7)定性稳定．另外，状 

态 的定性零点的随意选择可使控制的精度得到保 

证 ． 

事实上，上述采用变量梯度法对状态划分 

『I 一 ll的约束是过于严格的，而且有许多参数 

的选择具有随意性．如果划分 {I 一 ll不满足上 

述约束，定性控制系统式(7)也未必就是定性不稳 

定的．另外定性控制 ‰o也未必一定要取式(6)的形 

式，若取为其它的形式，也就有不同的定性划分可使 

式(7)定性稳定．但是至少我们可以得出这样一个结 

论：非线性对象式(4)是可以采用定性控制器设计并 

能保证闭环系统定性稳定的． 

以下举例来说明如何进行定性划分．假定非线 

性对象为： 

f ‘= 

{ 2=0x}+Ⅱ， (20) 
【y： 。

． 

式中状态变量 l， 2的论域均为[一l，1]，控制 Ⅱ的 

论域为[一lO，1O]，参数0=0 =0．8为常系数，但 

仅知0为定性量，0∈[0．4，0．8]．取 =[k2，klIT= 

[2，3] ，则闭环系统的理想曲线为 +3 + =0， 

取定性控制 =一 ’y：．一2 。一 ， ．， ，分 

别为 l， 2对应的中值， =0．6为 0的中值．式 

(20)中．，( ，[0])=0· }，取李氏常数为 =1．6， 

则式(8)满足．g( ，[0])=1，故不考虑g(·)项，此 

时 

— L 

口( )= + I k l=6．6． (21) 

假定 l和 2有相同的划分，则由式(11)一(13)知， 

当 
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1。I Ix,]I>I 2]f n,-t，I r 一 II 6_61 I xi I； 

(22) 

2)I[xj]I<I[ 2]I时，II 一 II< I 2 I； 

(23) 

I Ex,]I_I[ 2]I时，II 一 II 2 I I I
． 

(24) 

分别成立时，则定性控制闭环系统是定性稳定的． 

考虑式(22)成立的情况，假设 的一个划分为 

[6，n]．n>6，若已知 口，则由式(22)知， < 

6+6、即6>君n．以此为依据，将 。和 均不等距 
离划分为23份，则充分条件式(22) (24)成立，闭 

环系统在定性平衡域置=【 ：：：：：：：： 】是定性稳 
定的．取初值 。(0)=0．5，X2(O)=1，定性控制系统 

闭环输出Y( )及其理想曲线分别如图1中曲线 n和 

c所示．事实上，上述充分条件是过于严格的．仿真 

表明，只需将 。和 2均不等距离划分为负太、负中、 

负小、零、小、中、太共计7份，闭环系统在 Z依然是 

定性稳定的，闭环输出y( )如图1中曲线6所示．由 

图中可以看出，曲线n，b，c在 时几乎是重合 

的．即动态性能基本 E是一致的． 

图1 闭环系统输出 

Fig 1 Output of close-loop system 

5 结论(Conclusion) 

本文对形如式(1)的一类非线性对象给出了定 

性稳定性的定义，并对闭环系统式(2)的定性稳定性 

给出一个充分性判据，然后给出一种用变量梯度法 

构造李亚普诺夫函数 ( )的步骤．最后，以二阶非 

线性对象式(4)为例，取定性控制为式(6)，讨论了 

闭环系统式(7)的定性稳定性，并得出“只要对状态 

的划分充分小，那么通过对控制 u的在线学习u： 

0+△ ，总可以使闭环定性控制系统式(7)定性稳 

定”的结论．本文关于二阶非线性对象式(4)的定性 

稳定性的详细讨论对 n阶非线性对象式(1)的稳定 

性研究有指导性意义，对于其它类型的定性控制系 

统的稳定性研究也具有参考意义． 
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