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摘要：研究具有两个未知参数 D和 的 一类反应扩散系统的参数辩识与反演同题．对其中未知系数函数 D= 

D( )，采用时空有限元数值方法进行辨识，给出其数值逼近解 ．将此常数数值逼近解 作为控制参数，利用反 

演方法确定系统的另一个未知参数 k． 
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l 弓l言(如∞ i0n) 

本文考虑如下非线性反应扩散系统： 

^：D + (r)s， 0< <1， t>0，(1．1) 

5 ： (r)s， 0< <1， t>0，(1．2) 

r( ，0)：1， s( ，0)：1， 0< <1，(1．3) 

r(0，t)：0， r (0，t)：gI(f)， 

‘(1，t)：0， f>0， (1．4) 

r1 

g2(￡)：1 r( ，t)dx， (1．5) 
u  

其中 r= r( ， )， ： s( ，t)， ：a r／Ot，Sf= 

~sA?t，r ：a r／Ox， ： r／c~x ，D=D( )为常数 

或函数， 为不依赖于 的参数，(1．5)为附加条件， 

g2(f)有界． 

为论述问题简明起见，我们将称初边值问题 

{(1 1)～(1 4)}为正问题．而把{(1．1)～(1 4)， 

(1．5)：称为反问题．{(1 1) (1 5)}是未知系数D 

= D( )和参数 k的辨识与反演问题 此处 (r)( 

= 1，2)是 r的给定的线性或非线性函数， ( )(i= 
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1，2)为 豹确定豹函数． 

反问题{(1．1)一(1．5)}在化学工业l】．2 中有应 

用摸型 在文献[1，2]中，Friedman研究了化学工业 

中描述彩色胶片显影技术的一反应扩散摸型的一类 

反演问题．它是我们这里研究的参数辨识问题 

{(1．1)一(1．5)}的一些特殊情形(即当 D和k均为 

未知常数的情形)．文献[3—8]也讨论了一些其它数 

学摸型的参数辨识问题，这些参数辨识问题基本上 

可归结为相应的无穷维优化问题．因此，在[3，4]中， 

Banks首先提出了所谓的“有限维逼近”的方法．在 

5，6]中某些其它问题的参数辨识的数值方法被加 

以研究，在文献[7，8]中，来自控制论中的一些数学 

模型的参数辨识问题首先被转化为对应的变分形 

式．然后对此进行了系统的分析和研究 在一些工程 

技术领域中，也常常产生各种分布参数的辨识闻题 

例如．文献[9]陈述了地下水的水动力弥散系统的反 

求问题，并给出了求解此类问题的一些数值计算格 

式；又如文[10]论述和研究了来自于石油勘探和开 

采技术中的若干油藏数值模拟中几个数学问题．这 
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些问题有的也可以归结为未知参数的数值反演问 

题．最近，文[11]的作者和文[12]的作者分别研究了 
一 类单个抛物型方程的单个未知参数的数值辨识问 

题 ． 

本文的主要目的是决定系统{(1．1)～(1．5)}的 

未知参数 D=D( )和 ．因此，我们将采用如下框 

架进行论述． 

在§2中，我们先就 D =D( )为常数的特殊 

情形，利用函数变换方法，把正问题}(1．1)～(1．4)} 

转化为热传导方程的初边值问题，由此得到正问题 

的解的存在唯一性和正则性结果；在 §3中，首先对 

热方程的未知系数 D =D( )不是常数的情形，建 

立～种数值逼近格式，亦即其时空有限元计算格式， 

然后证明辨识参数 的可解性．由此得到 D( )的 

有限元逼近解 ， 实际上是依赖于系统另一未 

知参数^的新的常数参数．对于时空有限元逼近解 

，我们给出ll D—D̂ 的误差估计定理．最后 

在 §4中利用时空有限元逼近 ，得到另一未知参 

数 的反演表达式．如果原反应扩散系统中的未知 

参数 D和 都是常数参数，则不必利用有限元数值 

方法，就可直接进行辨识和反演． 

2 当 D和j}都为常数参数时的正问题的可 

解性(Solvability of the direct problem as D 

and^are constant parameters) 

本节先设 D和 为待求常数．由(1．1)～(1．3) 

易得 
rl 

=exp (r( ，r))打 ， 

rI 

1一Dk=矾(，)exp{ J (， ，r))dr}垒F )， 
0< <1， t>0 (2．1) 

为讨论方程(2．1)的带有初边值条件 

r( ，0)：1， 0< <l， (2．2) 

r(o， )：0， (0，f)：gl( )， 

(1， )：0， >0 (2．3) 

的定解问题，我们令 

(州)：{ dp， (2．4) 
√ 0 

并令 

r= 一  ̂ +ku． (2．5) 

注意到 
2 

( ， )：一—圭 e一志， 

) e靠 ， 
} tn 

f=口 ( >0， >O) 

和 

w(o，t)=O， (0，t)=1／ 4Dt， ，0)=1． 

则正问题 {(1．1)～(1．4)}可转化为 

一 Du =̂(r)e I 止(r( ，r))dr+ 

F (u)， ( ， )∈(0，1)×[0，Tj， 

(2．6) 

u(O，t)=0， >0 (2．7) 

)={[gl( )一1 -k~  1 )． 
(2．8) 

(1， )=[t一1／k] (1，t)=g2(t)， 

(2．9) 

u( ，O)=0， 0< <1． (2．JO) 

显然当 一0时有g2(f)一0．这说明相容性条件成 

立，因此，容易推得如下可解性和正则性： 

定理 1 设^(r)≥O，gl( )≥O且g2(t)有界． 

则对 VI9∈(0，1)，T>0，问题{(2．6)～(2．10)}有 

唯一解u∈ C2+ ([0．1]×[0，T])． 

证 利用不动点原理【13j和最大值原理【8．13~，我 

们容易得到定理 1的证明(事实上，在文献[14，15 

中已有关于某些半线性抛物型方程和方程组的解的 

存在性，唯～性和正则性的论述．定理 1的证明类同 

于[14，15]中有关结论的证明)．故这里不详述． 

注2．1 由定理 1，我们易知正问题{(1．1)～ 

(1．4)I具有可解性和正则性． 

注2．2 若 D =D( )不为常数，则我们不能 

得到 (2．6)～(2．10)．因此我们不作变换(2．4)和 

(2 5)，但直接考虑问题{(2．1)～(2．3)}，由文献 

[13～15]可知：问题{(2．1)～(2．3)}存在唯一正则 

解，因而正问题{(1．1)～(1．4)}仍有可解性和正则 

性． 

注 2．3 当D和 均为常数参数时，由定理 l的 

正则性结果可知 有界，若结合 和 的表达式， 

则可求 g ( )并反演 D(见 §4中所述)． 

注2．4 当D=D( )不是常数时，我们不能利 

用变换(2．4)和(2．5)．为此，我们试图采用有限元方 

法．给出D( )的常数有限元数值逼近解 ，然后利 

用 反演另一未知参数 ． 
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3 D=D( )的时空有限元格式(Time—space 

fi te element scheme as D = D( )) 

本节建立当 D=D( )不为常数时，反应扩散 

系统}(2．I) (2．3)l的参数辩识的时空有限元格 

式．为此，首先提出如下基本假设： 

(H．)对于问题{(2．1)～(2．3)l的解 r( ，t)， 

存在正的常数 和非负常数m，使得 

害·ff~)ir⋯ 0， 
0≤ ≤ ，V ∈[0，】 ，其中 为常数． 

注 3．1 假设条件(H．)确保了{(2．1)～(2．3)} 

的参数 D =D( )的可辨识性． 

为求解 D( )，定义 为D( )的容许集，即这 

个集合 村包含了事先能够计算或观测出来的信息 

数据．假定 Jw是L (：0，1])中的紧子集，且 

M[ D( )1 0(D (D( )(D ，存在常 

数K>0，使得 II D( )II +I(K，对几乎所有的 

∈(0，1)成立：． (3．1) 

此外，令 

r1(D)：l I。I r( ，f；D)一。1 2d dt， 

(3．2) 

其中 r( ，t；D)是系统；(2．1)～(2 3)：相对于参数 

D( )的精确解(即理论解)，且。：。( )是关于( ， 

t)C-[O，1]×[0，T]的r的观察数据．因此D( )的 

厦演可被转化为求j)∈ ，满足 

r1(D)： inf r1(D( ))． (3．3) 

优化问题(3．3)可利用所谓“有限维逼近”方法 

和技巧来研究．例如，利用时空有限元方法来研究 

(见文献[3～8，16，17]等)． 

在本文论述过程中，还作如下基本假设： 

D：D( )∈ “， 0(D (D( )(D ． 

(3．4) 

r∈ L (0， ； )， r ∈工 (0， ； )， 

一 ∈L (0， ；H )， (3．5) 

其中r：r( ，t)为系统{(2．1)一(2．3)}的解．这里 

的SN~olev空音 和函数空间￡ (0， ； )，￡ (0， 

r： )等的记号与定义可见文献[13～l5]之论述． 

我们对时间区间[0，T]和空间区域[0，1]分别 

作如下剖分： 

厶=( ，ta)， e．=( ， )， (3．6) 

其中 

d ： 1，2，·“，S； 0 = ()( ⋯ ( z ： T； 

i= I，2 ⋯ ，N 0 = o( ( ⋯ ( 1 

此外，引进剖分参数 

r：max{r ：ta—z ．1 I口：1，2，‘“，S}， 

h=max{h ： 一 ．1 I i：1，2，⋯，N} 

记s 。[ H ([0，1])是 m+l阶普通有限元空 

间[ ·。 ，则时空有限元空间可以表示为： 

．  ：{V I ( ，f)：∑ ̈ ( ) ； ∈L， 
，；0 

， 
(-- +1}， ． ：{ ； IL∈ ． }， 

(3．7) 

对参数 D：D( )，记 D和巩 分别为D( )在 

中的投影和逼近的辨识参数．此外，记 r，，r和r 分 

别是相应于参数D( )分别为D，mD和D̂时的系统 

(2．1)～(2．3)：的精确解，而记 尺， ，尺 为相应 

于参数 D( )分别是 D， 和 D̂ 时系统}(2．1)～ 

(2．3)}的有限元逼近解． 

叉记 

心 =R(to)， 尺 
。
尺(f)， 

帆 =M n “． 

显然 仍是L ([0，1])的紧子集．因此，对任给 C- 

H‘([O，1])，可得系统{(2．1)～(2．3)}的等价变分 

形式： 

(r ， )+(D( ) ， )=(F(r)， )+gI( )口(O)， 

(3．8) 

(r( )， )+(D( )l df， )= 

(f F(r)d ， )+ (o)』 占。( )d ． (3．9) 
在(3_8)和(3．9)中，r是}(2．1)～(2．3)}的精确解． 

，r和r 的变分形式与(3．8)和(3．9)类似，故不 

列出． 

利用[1l，l2，16，l7]中的方法，可建立问题 

{(2．1) (2．3)}的如下时空有限元格式：求 尺∈ 

． 
， 满足 

J，[ ， )+∞ ) ， )]d + I--尺 ．-， ．-)= 

l[(F，V)+ (o)g1]dt， (3．10) 

V ∈ ， =1，2，⋯，S， R(0)=0． 

把(3 3)转化为问题 ( )：求 巩 ∈ ，满足： 

r’( ̂) Di 0r(D 
目 
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r(Dh)：f f‘I尺(D̂)一 I d d > 
J 0J 0 

尺(Dh)C- ． 

且 

r l[ 
，V)+(D以 ， )]d + ：一l一心一1， ：一1)= 

r 1
．

[F， )+v(o)gI]dl， 
’  

V V∈ 魄． ， 口=1，2，一一，S， R(o)=0． 

由于问题 ( )是由一些非线性方程组约束的 

优化问题．因此，( )可用共轭梯度方法(参见文献 

[5，6，16，17]及其引述的有关文献等)来求解． 

定理2 在条件(3．1)和(3．2)下，问题(Ph)可 

解(即( )至少存在一个解 )． 

证 假设 D̂ ， ∈坼，(3．10)的相应解为尺， 

，则有 

』，{([尺一 ， )+( [尺一 ， )+ 
([Dh一 ]毋， )}dt 

(尺：-I--詹：-1--咒一I+底。一I， ：一1)：0． (3．11) 

令 V：R一』i，则由(3．11)可得到 

{』 II咒一免II ：d 一 1 II尺：一．一 ：一 II}+ 

l{( [R一詹] ，[R一 ] ) 
』
口 

([Dh一 ]见，[R—ji] )}dt 

(尺：一I一 ：一1一心一I+ji 一I，尺：一l一詹：一1)=0． 

(3．12) 

其中 

』，( [R—ji R—ji ≥D 』，1R一矗l 2dl' 
(3．13) 

1．([ 一 ]尼，，[尺一詹 d ≤ 

D I I R一 l}d l I毋1,2dt， (3．14) 
Jt J ， 

这里I·I表示 ([0，1])中的半模 

(R：一l一袁：一l一心一I+ 一l，R：一1一 ：一1)≥ 

{II尺：一．一ji：一 II ：一_21 II咒一-+应一ii}． 
(3．15) 

由(3．12)一(3．I5)，我们可推得 

II尺一 II ， ；￡ )≤ 
。一
sup R 一底 il ≤ 

肼 II 一 II￡：． 

假设ID￡I c地 且 

r(D )= inf r(D( ))， 
口【 ∈ 

且 

r(D1)≥r(Di)≥⋯≥r(D2)≥⋯， 

则易见r( )一撼 r( )，n一∞-由 的假设 
条件知：存在 五h∈ |!lfh和子列{D }，满足 

f1 D；》一玩 II f一0 ( 一 *)． 

从而得到 

r( )一r(D̂ )= 

J。J。I尺(D：})一：1 2dxdf— 

I l I尺( )一：12dxdt≤ 
U U 

ll R(D≯)一R( )̂ll￡z(0， ； )≤ 

II D；}一 I 一0， 

对 一 *成立．因此．我们得到 

r(巩) 粤r(D；}) r(D；=) ‘ )_ 
上式说明 为( )的一个解．故定理 2得证． 

对于时空有 限元逼近 ，我们 可以证 明 

I D( )一D̂ I ([0,1])具有如下估计定理： 

定理3 若 (ttI)及(3．4)，(3．5)成立，则对给 

定的常数g∈(0，1)以及充分小的剖分参数 h，有 

如下估计式： 
r r 

II(D—D̂)(1 I d l+h l I r啦d l+ 
J U U 

⋯+ l +，dt I)ll￡ (_0l1Jj≤ 

重{r一{hm+ + + + + 

h一 +r一{￡+ 一̂ ￡}， 

其中￡>0为观察误差，常数 f∈[0，m]为整数． 

注 3．2 定理 3的证明需要分四个步骤进行． 

并要用到一系列基本引理，受篇幅所限，此处从略． 

4 系统f(1．1) (1．5)l的参数k的反演(In— 

version ofthe parameter k for system }(1．1) 

～ (1．5)}) 

在§2，§3的基础上，若系统{(1．1) (1．5)} 

中扩散系统 D=D( )为函数，则可用时空有限元 

方法求得其常数值逼近解 D̂(D 与另一参数 有 

关)．在 (1．1)中令D：D̂ 并根据 (1．5)，(2．4)和 

(2．5)可得到 
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由713， 和 

a 

ktl dx 

的表达式： 

kl wdx一 

+ J。n d 

II)= 
0 

e 

：

却 
iⅡ 

川)=一志7~Lshz e一南 

” (川)=一 1 e一南’ 
Ⅱ u  

以及u满足{(2．6)～(2．10)}，因而满足定理1的结 

论可知 有界．因而有 

(I)：一√ (1一e一南)+0(1)， 
对 f一0成立．亦即 

：一 +0(1)， 
1一C-4Oht 

(4．1) 

注 4．1 将 D =D̂ 代人(2．4)，使 ( ，t)可 

定，因而由定理1可知I dx有界．由此推得下面的 

结果： 

定理 4 设定理1，2,3的基本条件被满足，则当时 

间 z充分小时，未知参数D=D( )(常数或函数)和 

可由给定数据 (r)和＆( )(i=l，2)唯一地识别． 

证 由于 
rl I 

g；(i)=』。 ( ，f)d +后J。nn( ，f)d + 

√ [吉一吉e一南( + 1 
我们可以得到 

√ ‘ 

J。mud 
- 南( + )+ a (4．2) 

容易看出：当参数 D为常数时，直接可得(4 2) 

且(4．2)中 D =D，当D( )不为常数时，可用有限 

元方法求出D的数值逼近解仇 ，然后 ，另一未知参 

数 k也可由(4．2)反演确定． 

至此定理 4证毕． 
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