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摘要：应用单调迭代法和上下解的方法讨论 r『 义非线性系统的极限值问题，给出了解存在性的构造性证明 

所构造的逼近序列是线性系统的解，因此较易实现数值计算．并且所得结果推广了非线性微分系统的结果 
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The External Problems of Nonlinear sjngIl】ar Systems 
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Abstract：Inthis paper，the ml pro~ms of nonlinear siI】g【llar system~ale discu．,~d by ngm∞0toneil~t"ative 

technique and the method of upper and lower solutions We have proved the i ： of external solutions to nonlinear sin刚al" 

syslems in a const~ructiveⅡmnner．Our sequences constructed are the solutions of linear systems，thelefore it is easy to ze the 

numerical calctdation．And il lIas extended to nonlinear differential syslems． 

Key words-[17~nololle iteralive teclmiqlae；the n 10d of upper and lower soltaions~the external problems nonlinear sin· 

gvlar systems 

1 引言(Introduction) 

由于在工程实践中，存在着大量的问题不能用 

简单的线性模型来描述，而必须由非线性模型来刻 

划，例如，电力系统，受限机器人系统等．因此对广义 

非线性系统进行研究，是有重要的理论价值和广泛 

的实际意义的． 

单调迭代法和上下解的方法结合是证明非线性 

系统解存在性的强有力的工具，在解决非线性微分 

系统中起着重要的作用，Lakshmikantham等人所著 

的“Monotone iterative technique for nonlinear differen— 

tial eqtmlions”一书中已有系统的介绍 ．使用这种 

方法研究非线性问题的解，不仅可以得到扇形区域 

上解的存在性结果，而且还可以提供求数值解的方 

案．因为所构造的逼近序列是线性系统的解，因此较 

易实现数值计算． 
一 般说来，使用逼近法证明非线性系统解的存在 

性，依次按以下三个步骤进行：1)构造某类近似解序 

列：2)证明所构造的近似解序列的收敛性；3)证明 

近似解序列的极限函数即为已知同题的解．在这三个 

步骤中，最值得研究的是第2)个步骤，对第2)个步骤 
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的研究就导致了单调迭代法的产生和发展． 

迄今为止，单凋迭代法已经推广到有限区间上 

定 常系数矩阵的广义 系统初值问题和边值问 

题[2,3]，以及矩形系数矩阵的边值同题l ．文[5]利 

用微分不等式，首先通过变量变换将二阶广义系统 

的边值问题，降为一阶广义积分微分系统的初值问 

题，讨论了降阶系统解存在性的构造性证明．然后将 

所得结果还原到原二阶系统上，从而将文[4]的降阶 

思想引入到广义系统中，促进 了单调迭代法在广义 

系统中的发展． 

本文研究广义非线性系统极限值问题．在第 2 

节中，给出了基本概念；在第 3节中，应用单调迭代 

法讨论了广义非线性系统在有限区间上极限值问题 

解的存在性． 

2 预备知识(PTelirIlinary knowledge) 

考察广义非线性系统如下l1 J： 

( )：f( ， ( )，“( ))， z∈[Ⅱ，6]，(1) 

0=g(t， (￡)，M(￡))， (2) 

其中 ∈ ，／／,∈ ，f．[0，b]× × 一 及g： 

[Ⅱ，6]× × 一 
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广义非线性系统(1)，(2)，当g；0时，变成非 

线性微分系统；当f；0时．变成非线性代数系统 

本文应用单调迭代法讨论广义非线性系统(1)， 

(2)满足初始条件： 

(z0)= 0 (3) 

的问题，所得结果推广了非线性微分方程的极限值 

问题和非线性代数系统的结果． 

本文所需要的主要假设是： 

} )存在 0=(口 ， ) ， 0=( ， )T其中 

， ∈ [[o，b]， ]， ， ∈ [[a，b]， ]，有 

0(t)≤ 0(t)， ∈[0，b]； 

H1)存在非负 Mi(t)∈ LI[o，b]和 (t)> 

0( =1，⋯，r； =1，⋯，s)有 

(t， l，⋯， ，⋯， ，“I，⋯， )一 

(t， 】，⋯， ，⋯， ，“I，⋯，H，J≥ 

一  (t)( 一 f)； 

毋( ， I，⋯， ，Ul，⋯， ，⋯， )一 

所(t，Xl，⋯ ，U1．⋯， ，⋯， )≥ 

一 Ni(t)(H 一 ，)； 

H2)对任意t∈[Ⅱ，b]，有 ≥，(t， ， )，且 

(t0)≤ 0，以及对任意 ∈[o，b]，有0≤g( ， ， 

)； 

m)对任意f∈[。，b]．有 ≤l厂(t， ， )，且 

(t0)≥ 0，以及对任意 t∈[口，b]，有0≥g(t， 

峨， )； 

H4)对固定的 t∈ [0，b]， (t， “． ，H】， 
⋯ ，H )关于 j，⋯， ， ，⋯， ，u “，H 单调 

非减， (z， I'⋯， ，，H 一． )关于 Xl，⋯， ，H】， 
⋯ ， 一I，M +I，⋯， 单调非减； 

H5) I (t， 】，⋯， ，H J，⋯，地) I≤ (t J 

I 。I，i：1，⋯，r， ∈L [n，b J． 

定义 如果’p( )和 7( )满足下列条件： 

1)p(t)和7(t)皆为广义系统初值问题(1)～ 

(3)的解，且 (t)≤ P(t)≤ (t)≤ 0(t)，t∈ 

[口，b]； 

2)对于广义系统初值问题(1)～(3)的任意解 

e(t)满足： 0(￡)≤e(t)≤ 。(f)，t∈[口，6]，都有 

( )≤ (t)≤7(t)，t∈[口，b]； 

则称 p(t)和 7(t)分别为广义系统初值问题 

(1)～(3)在扇形区域{(t， (t))l ∈[Ⅱ，b]， 0(t) 

≤：(t)≤ 0(t)}上的最小解和最大解． 

注 在上述定义中，一般地， o(t)和 0(t)为 

满足140)的函数． 

3 主要结果(Main result) 

下面我们应用单调迭代法讨论了广义非线性系 

统在有限区问上极限值问题解的存在性． 

定理 假设条件 } )一H5)成立，则存在单调序 

列 { (t)}，{ ( ){在[o，b]上单调收敛于广义非 

线性系统(1)，(2)满足初值条件(3)的最小解p(t) 

和最大解7( )，记为lira ( )=p(z)，lira (z)= 

(t)，且满足 0(t)≤P(t)≤ (t)≤ 0(t)，t∈ 

[。，b]． 

证 对任意 =( ，7 ) ∈[ 。]={( ， 

H ) ： ≤ ≤ H ， ∈ 。‘[[0，b]， ]， ≤H≤ 

，“∈。[[。，b]I ]}． 

考虑广义非线性系统的初值问题 

=  (t， (t))一Mi(z)( 一 )， (t0)= 0 ， 

(4) 

0=簖(t， ( ))一 Î( )( 一 十J)， (5) 

其中 (t0)≤ 哦≤ f( 0)． 

先讨论(4)．由于(4)关于越是线性的，所以(4)在 

[口，b)上存在唯一解t(t)(i=1，⋯，r)． 

其次讨论(5)．对上述 ，由(5)可唯一地确定解 

(f)= ‘(z)岛(t， ( )) 哺 ( )， =1，⋯，s． 

(6) 

定义映射 T如下： =( ， ) ，其中 =( “， 

) ，“=(“ 一， ) 是线性系统(4)，(5)的唯一 

解． 

我们可以证明映射 满足下列性质： 

a) 0≤ ， 0≥Two； 

b)对任意叩t，叩2∈[珊， 0]，且叩t( )≤叩2(f)， 

『(￡0)， 2(t0)存在，则有 I≤ 2． 

首先证明a)．令 妒(t)= I一 0，其中 l是(4) 

当取 ： 0时所得的唯一解，则对 ：1，⋯，r，有 

(t)= f(t)一 (t)≤ 

(t， 0(t))一尬(t)( 一 

0f( ))一 (t， 0(t))：一Mi(t) (t)， 

且 (t0)≥0，故 
r 

(f)≥ 。(to)exp(I M (s) )≥0． 

即 

l (t)≥ (t)， i=l，⋯，r． 

又对 ：1，⋯，s，由(6)及条件 H2)得 

vt(r+J)( )= (t) (t， ( ))+Vo(_+Jj(t)≥ 
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r十J)(t)， ：l，⋯， ， 

类似可得， 0≥ 0． 

其次证明 b)．令 ≠(t)=。2一。l，其中 口I： 

l， 2 = 2，则对 =1，⋯，r，有 

≠ (c)= 2 ( )一 l (t)= 

( ， 2(t))一幔(f)( 2。(t)一啦 ( ))一 

(t， I(t))+村 (t)(口l。(t)一 l (t))． 

由条件 H4)及 H1)，有 

(f)≥ ( ， 2l，⋯， ，⋯． 2(⋯))一 

蛆(t)≠。(￡)一 

( ， 2l，⋯， l ，‘一， 2(⋯))+ 

( )( ( )一 ( ))≥ 

一  (t)( 2 (t)一 l (t))一Mi(t) (t)+ 

M( )( 2 ( )一孔 (t))=一幔(t) (t)， 

且 (t0)=0，故 

r 

( )≥≠。(tO)exp(I尬(s)ds)=0． 
10 

即 

。2 ( )≥口1 ( )， ：l，⋯，r． 

叉对J=1，⋯， ，由(6)得 

r十J( )：a2(r十J)(￡)一al( )( )： 

( ) (t，啦( )) 2(⋯)( )一 

( ) (f， l( ))+ t )(￡)． 

由条件 H4)及 H1)．有 

(t)≥ 

‘( )[岛(f，铀(￡)，⋯，弛 】( )，⋯，弛⋯)( ))一 

(t， 21( )，⋯， l(r+J)(f)，⋯，啦( )( ))]+ 

J)(f)一 l( )(t)：≥ 

一 [啦(r十J)( )一 l(r十J)( )]+ 

[ 2 f)一 (⋯)(f)]：0， 

于是，我们可以定义序列 

(t)： (t)， (t)= (t)．(7) 

由a)和b)知 

0( )≤ l(t)≤⋯ ≤ (t)≤⋯ ≤ 

(f)≤·。·≤ 】( )≤ 0( )． (8) 

由于对每个 ， (t)≤ o(t)，f∈[。，6]，所以 

{ (『){在[Ⅱ，b]上单凋地收敛，记为lira (t)= 

P(t)定义Fo(t)=，(t ( ))，则I (t)} ：l(i 
= 1，⋯，r)是一连续序列，所以 

lira (f)=lin (f， ( ))： (t，P(t))= ( )． 

由可测函数 的极 限函数仍 然可测知， (t)在 

[n，b 上可测，且由条件H5)，有 

l (t)l=I ( ， (f))l≤ (t)l (t)I≤ 

(f)m娃{l (t)l，1 o (t)lI， 

r r5 

因为l (s)ds<∞，所以I (s，P( ))d 存在．现 

由Lebesgue控制收敛定理，有 
r6 rb 

liml (5)ds：I (s)ds， 
⋯  C 

即 

r r  ̂

liral ( (s))ds=l (s，P( ))ds． 
一  c 

又因州 +1) (f)满足 

r 

⋯1) (f)= 0。一f (s， ( ))ds+ 
t 

r 

l M(s)( (⋯) (s)一 (s))ds． 
￡ 

当n一 *时，有 
r 

( )：知c—l (s，P(s))ds， 

所以 (f)是绝对连续的，从而 ( )是连续的． 

对于 ：1，⋯，s，有 

( ) ( )( )( )一 ( )【￡)= (t， ( ))． 

由g的连续性，当n一 *时，有0： ( ，p( ))，故 

p(t)是广义非线性系统(1)，(2)满足初值条件(3) 

的解．同理可证 7(f)也是广义非线性系统(1)，(2) 

满足初值条件(3)的解． 

对于(1)～(3)的任意解 (t)满足： 

o(t)≤}(t)≤ 0(t)， 

利用归纳法可以证明： 

0( )≤P( )≤车( )≤y( )≤ 协( )， ∈[Ⅱ，6]． 

从而 p(t)，7(t)分别是(1)一(3)的最小解和最大 

解． 证毕． 
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附录(Appendix) 

引理3的证明： 

注意到 N+，v <0并利用引理2，得 

z + < 0， 

及 

P+PT一(X+yT)(Z+ )一’(Y+ )<0 

= 一 (Z +( ) )一 

注意到 

Z + Z。< 0． 

(XZ一 )( ( ) xT)+( ( ) w )(噼 Y)= 

一  (z+ )一’ — (z z )一 y， (A2) 

利用矩阵求逆引理得到 

(XZ一 Y+ (Z )一 X )一 

(X+ )(z+ )一’(y+ )： 

一  (z+ )一 ～ (z+ )’y一 

(A J) XZ HZ～Y—yT( ) (Z )～Xr， (A3) 

于是由(A2)及(A3)得 

XZ一’Y+ ( )一’ ≥ 

( + )(z+ ) (y+X ) (A4) 

注意到(A1)与(A4)即得所证 

盟 

= z(一z—zT)一’ ． 

可得 

H >0． 

因此存在可逆阵 使得 =雨 于是由[9]得 

XZ一 HZ一 Y+gr(z )一 (Z )_。xT= 

(XZ’ )(WZ一 Y)+(yT( )一 )( (Z )。。 )≤ 
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