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区间矩阵系统低‘保守性鲁棒控制器的设计 
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摘要：对于系统矩阵和输人矩阵均为区问矩阵的不确定系统．提出了实对称矩阵集台的最小上界和最大下界 

的计算方法，井应用该方法 殳计区问矩阵系统鲁捧控制器．把确定多个矩阵不等式解的复杂问题简化为求解单代 

数Riccati矩阵方程．该设计方法具有较小保守性 
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l 引言(Introduction) 

由于被控对象常常存在建模误差，且系统参数 

存在摄动，即系统存在不确定性，因此，对不确定系 

统进行鲁棒控制，使系统具有稳定鲁棒性和性能鲁 

棒性很有意义．区间矩阵能够方便地描述系统的不 

确定性、时变性等．用区间矩阵描述的不确定系统的 

鲁棒控制器设计已有若干研究结果_I’ ．文[】]在满 

足匹配条件的情况下，采用奇异值判据设计了鲁捧 

控制器；文[2]中的鲁棒控制器设计需求解关于区间 

矩阵顶点的一组代数 Riccati方程．本文提出了实对 

称矩阵集合的最小上界和最大下界的计算方法．探 

讨了降低鲁棒控制器设计的保守性的途径 基 r实 

对称矩阵集台的最小上界和最大下界，把求解多个 

代数矩阵不等式的问题转化为求解单个代数 Riccati 

方程．进而获得具有较小保守性的区问矩阵系统状 

态反馈鲁棒控制律 

2 区间矩阵系统鲁棒控制问题描述(Repre． 

sentafion of robust contro1 for interval matrix 

systems) 

*基金项13：国家自然科学基盘(69574]03)资助项目 

收稿 日期 ：1998—05—13；收修 稿 口期 ：1999—11—20 

考虑不确定系统 

( )=Ax( )+日M(t)． (1) 

其中， (t)∈ 为状态向量，u( )∈ 为控制输 

入向量，系统矩阵 A和输入矩阵日为区间矩阵： 

^=(。 )⋯ ，l ≤aij≤ ，i，J=1，⋯，n， 

B=(6 ) ， 曲≤ ≤ 姊， l，⋯， ，，=1，⋯，m． 

(2) 

取变换 

fAo=(( +l )／2)⋯ ，AA0=(( 一』 )／2)⋯ ， 

IB0=(( + )／2)⋯ ．ABo=((̂硝一 )／2)⋯ ， 

(3) 

称 0̂，Bo为系统的标称矩阵．则 

A=Ao+AA， B：B0+AB (4) 

记 

AA：(Aaij)⋯ ， △A0=(Aaoij)⋯ ， 

AB=(△6 )⋯ ， ABo=(△6o f)⋯ ． 

(5) 

则有 

一 ~．aoo≤△。 ≤△。0 · i， = 1，⋯ ，n， 
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△6。 ≤△ ≤△60 ， i：1．⋯ ，n． =1，⋯ ，m
． 

(6) 

定义 1 设区间矩阵 

T=(cjJ)⋯ ， ≤ ≤h ， 

i=1，2，⋯， ， J=1，2，⋯。n． 

称 

= ( )⋯ ． tO=l 或 =h ． 

i=1，2，⋯，m， J=1，2，⋯， (7) 

为区间矩阵的一个顶点． 

称 

gtr= 1 ， ，⋯，rN,}， m =2⋯  

为区间矩阵的顶点集合． 

根据区间矩阵顶点和顶点集合的定义，区间矩 

阵 可以表示为【2】 

= ∑口 ， ≥0，∑ ：1． (8) 
～ 般地，区间矩阵不确定元素的个数为 Ⅳ，则区问 

矩阵的顶点数 =2 ． 

不确定系统(1)可以表示为 

(t)=(A0+AA) ( )+(Bo+△ (̈ )． 

(9) 

选取二次型性能指标 
r ∞ 

J=1 0) ( )+ (t)Ru(t)d r，q≥0， >0， 

(10) 

而鲁棒控制问题则是设计线性控制律使闭环系统具 

有稳定鲁棒性和性能鲁棒性． 

3 区间矩阵系统低保守性鲁棒控制器的设 

计(Design of robust controller for interval 

matrix systemswithlower conservatism) 

考虑区间矩阵系统(1)，二次型性能指标式 

(10)，设 P>0，x(0)为系统的初始状态，取状态反 

馈控制律 

Ⅱ(t)= ( )=一 。。 Px(t)， (11) 

则有 

A =A一矾 踯P． (12) 

若系统闭环稳定，即R (A )<0，下述I弼 】ncⅣ方程 

P0A +A +q+PBoR一‘碲P=0 (13) 

存在正定解 Pn，则式(1o)所示性能指标 

J= (0)Pox(0)． (14) 

由于 A 含有不确定性参数阵△A和△ ，故 P0 

为△ 和AB的矩阵函数，因而性能指标 J为不确定 

值．从性能鲁棒的要求出发，希望能给出鲁棒控制系 

统性能指标的上界，这将有助于估计由于参数摄动 

而引起性能降低的范围．而鲁棒控制器的设计方法， 

若能使性能指标具有较小的上界值，则称该设计方 

法具有低保守性． 

定理 1 给定 

H =diag(hi，h2．⋯，h )>0． (15) 

如果存在 P>0，满足下述 ∞ 方程 

。+ Jp— + =0． (16) 

其中 

M=BoR 碓+ 一 ． =q+H． 

(17) 

为实对称阵集合}△̂  ～AAr
．
．i=l，⋯，2⋯ }的 

最小上界，{ ， =l，⋯，2⋯ f为区间矩阵△A的 

顶 点 集 合． 为 实 对称 阵 集 合 }△ + 

BoR-I△ ，J=l，⋯，2⋯ j的最大下界．}△马，J= 

l，⋯，2⋯ }为区间矩阵 △ 的顶点集台，则状态反 

馈控制律 

Ⅱ( )=一 一。蹄Px( ) (18) 

使区间矩阵系统(1)闭环渐近稳定，且使性能指标 

J=XT(0)P0 (0)≤XT(0) (0)． (19) 

证 根据式(8)，区间矩阵可表示为 
N N 

AA：∑口 △A ， ≥0，∑∞：1，ⅣⅡ：2 ， 
J=l I：1 

r# 

AB=∑岛△弓，琦≥0，∑ =1，帆=2⋯． 
，=1 J=l 

(20) 

根据最小上界和最大下界的性质 

PAA+AATP： 

∑a (P△A +△AT尸)≤ 
l=1 

∑a (P△A 一 △AT尸+日)≤ 
J=l 

∑ⅡJ(PEMP+日)：PEMP+H． 
i；I 

(21) 
一  

AB +ABR一 蹄 = 

l二 ( 0 一 △ T+△ 一 )≥ 
， 1 

∑ ： ． (22) 

因为存在 P=P >0满足式(16)，故取Ly~ ov函 

数 V= (￡)Px(t)，考虑到式(18)，式(19)．式(21) 
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和式(22)，则有 

= ； (t)Px(t)+ (t) ( )： 

(t)( +A ) (t)： 

(t)[PA0+  ̂P+【pAA+△ P)一 

2PB0R P—P(BoR。。AB + 

ABR )p] ( )． 

≤ (f)[PA0+L4 P+ 一 

2PB0R P—P P+H]x(t)． 

(23) 

运用式(16)得，V (t)∈ ” 

P≤ ( )[一(Q+朋0R 踮P])] (t)<0． 

(24) 

根据Lyaounov稳定性判据知，Re2(A )<0．区问矩 

阵系统闭环渐近稳定． 

记 为实对称阵集合{△d _‘AAT ，i：J，⋯， 

2⋯ }的某个上界， 为实对称阵集台I△ 。’ + 

0R。。△ ，J一1，⋯，2⋯ I的某个下界．根据式 

(21)，式(22) 

(P)：PEP+H —PFP—P2sA一△ P+ 

P(~BR一 + 0R一 AB )P≥0． 

(25) 

而在给定 H的条件下，当取 ， 分别为 和 

时，可得 (P)的较小上界 

tP)：PE +H—PF 一PAA一 P+ 

P(ABR～ 踮 + R AB )P≥0． 

(26) 

由式(16)可得 

+A +Q+朋0R 醯P+ (P)=0． 

(27) 

由式(27)减去式(13)得 

(P一 )̂ +A (P—P0)+ (P)：0． 

(28) 

注意到 (P)≥0，Rê( )<0，所以，P—Po≥ 

0．对于二次型性能指标则有 

，=XT(O)Po (0)≤XT(O)Px(0)． 

定理证毕 ． 

出于运用实对称集合最小上界和最大下界的性 

质，降低了不确定性矩阵 (P)的上界，从而使二次 

型性能指标 J具有较小的上界值，因而上述鲁棒控 

制器设计方法具有低保守性． 

由于在控制律设计中，引入给定的加权阵 H，并 

运用二项式不等式处理不确定性项 P2s,4+△ P， 

因此选择合适的 H阵元素，将有助于进一步减小 

P，获得性能指标 ，的更小的上界值．H阵元素的调 

整可应用最优化方法，这一问题有待进一步研究． 

4 算例(Example) 

考虑区间矩阵系统 

t(t)=(A0+△A) (t)+(B0+△ ) (t)． 

其中 

r一0．0366 0．0271 0．01811 —0．4555 

1 0．0482 —1．01∞ 0．OO24 —4．吣  

。 1 0．1002 o．2855 一o．7070 1．3229 
L 0 0 1．o000 0 

r 0、4422 0．1761] 

04 4 

。。

7 - 7

一

．

592 l， 
L 0 0 J 

O 

O 

O．2l92 

O 

O 

O 

1．203l 

O 

r 0 oq 

= I 0l'枷 --l1] ． 
1 o oJ 

性能指标中 

Q=厶 4，R=I2 2， 

取 

H：dJ~(0．0100，0 1000，0 0020。l，0000)， 

Q：O+H． 

经计算实对称阵集台 I△A _。A47 ， ：l，⋯，4}的 

最小上界 

r0 0 0 0q 

1 0 0 0 0l 

EM I o o l-9279 ol、 
lo o o oJ 

实对称阵集合{△ 。。舔+BoR一△ ， =l，2{的 

最大 F界 

O  O  O  O  

—．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．L  

： 

0 
A 
△ 
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进而得到 

『一1．7460 0．2172 1．2647 2．4827 1 

【1
．

97l9 1．373l 0．1265 —2．3104j。 

在系统参数容许的不确定范围内的标称系统 

so：(d0，B0)和由区间矩阵的几个顶点对应的系统 

S『：(Ao+AAo，B0+ABo)， 

S2：(40一△Ao． 一&Bo)， 

53：(Ao—AAo，Bo+AB0)． 

在该控制器作用下的闭环响应曲线分别如图 l 

所示．性能指标 ，≤ (0) (0)=6．7398．而按丈 

[4]方法所得性能指标 J≤7．17． 

蠕 0 
僻 

一 0 

．＼ 
，。t＼、～ 

2 

I 

鼎 
僻 0 

时间 

i 

0 5 】0 

时间 

图1 鲁棒控制系统闭环响应曲线 

Fig．I Closed-loop response curves for the 

robust controled system 
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附录(Appendix) 

实对称矩阵集台的最小上界和：l太下界(~nimam upp 

Ixmnd and amxlmlan lower bound of real s n c rr~trix set) 

定义 Al 设 ={C1，c2，⋯，ck 为n维实对称阵集 

合．记 

C+={C I C— ≥0，i=1．2，⋯， {． (At) 

C一

= {C『C— ≤0，i=1，2，⋯． ， (A2) 

称 C 为 的上界集，C一为 的下界集． 

定义 A2 v ∈ ．若 

c = ， ， (A3) 

=  · (A4) 

剐称 c 为’ 的最小上界． 为 的最大下界． 

定理 A 设 C ． ∈ ” 为实剥称阵．则两实对称阵 

的最小上界和最大下界按以下方法计算： 

1)c1一c2≥0，州 

Cm ： CI， ： ． 

2)C1一C2≤0，则 

C¨= ． = c1 

3)C1一C：为不定阵，设 1̂≥ ：≥⋯ ≥ ．为蛮对称阵 

C。一G的特征值， 

r ur(CI— )U=diag! ，A }· 

I：： ：ii ag l；2 1+,，'，"．．2．u l , ， ： ’ ’ 7． ， ． 
“ ) 

u为由实对称矩阵 C 一C2的正交特征向量构成的正交阵．则 

： c2+UdiagiA／,，01： =C1一Udiag]0，A ． 

fA6) 

= C2+Udia~lO．A l =C1一UdiagiA ，0 U 

(a7) 

证 结论 1)，2)妊然成立，只需证明结论 3)设 C+和 

C 分别为 C，和 c2的上界集和下界集 取 

芒l：UTC、“ 2： b,r ， 0：b,rCU． 

fA8) 

并设 和 一分别为矩阵01和 2的上界集和下界集．若 

∈ ．，则应有 

一 2≥O， 

c一 ，： — 一( 一 ：)： 

C—C2一diag；A⋯A }≥0． 

(̂9) 
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C—C ≥diag A⋯A } (A10) 

综合式 (A9)和式(m0)，井考虑到 A ≤0，应有 

C—C2≥ diag A ，0 【A11) 

按 定义．当取 C：C 时，式(A『1)的等号成立，即 

C,z C2+diagiAv．0 ： 

一 【CI—C2)+diag~d。，0}+Ct= 

CI—diagl0，̂ ；． (A12) 

c =Uc f『l= +Udiag＼A ，oi U1= 

— Udlagj0，A ． 

若 C E c一，类似可得 

C—C!《0， (AI3) 

C—C2《diag{A—A ：． (A14) 

综☆式 (̂l3)和式(AI4)，并考虑到 A ≤0，应有 

C—Cz≤ diag~O，A j． (at5) 

按 定义．当取 C =C 时，式(AI5)的等号成立，即 

C = 2+diagi0，A =CI—d；雌f̂ ，0f． (A16) 

= 堀 r，r=C2+Udiagl0，A I 。= 

CI—Udiag{A ，0j U 

定理证毕． 

rt维实对称矩阵集台 ={CI，C2，⋯，C i的最小上界 

C 和最太下界 按以下步骤递推确定： 

1)般 i= 1， 

cM
．

= C 
．

= CI； (A17) 

2)按定理 A所示方法求取实对称阵 和 G+I的最小 

上界 ，实对称阵 和C 的最大下界 { 

3)若 i< —1．则 i=i+1，转 2)： 

4)若 i= 一I，则 

=  ， =  (AI8 J 

当 =2时，按定理 可求得两实对称阵C ，c2的最小 

上界 和最大下界 ，且知当且仅当 c≥ Cs,时，C E 

C+，当且仅当 c≤ 时，CE c一，故当 =3时，确定三 

个宴对称阵 c。，C2，C3的最小上界和最大下界等同于求取两 

实对称阵 c‘f̂和c3的最小上界和 和C3的最大下界，可 

按此类推至 为任意正整数， 
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