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摘要：基于开环零点，利用状态反馈性质，导出求取满足最优 l。误差序列的一个插值条件．由最优误差序列得 

到闭环系统的马尔可夫参数，从而求取最优闭环极点，然后，应用一般的极点配置方法解出最优反馈矩阵．仿真分 

析验证了本文的结果． 
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1 引言(Introduction) 

z．理论应用于系统设定值输出响应的幅值控制 

始于文献[1，2]，运用的优化方法是无穷维对偶线性 

规划的方法，控制模型是被控对象的 。传递函数．文 

献[3]采用解有限维线性规划原问题的方法，设计 

了具有最优动态性能的鲁棒镇定控制器，同时证明 

了这种满足最优动态性能的最优跟踪控制器也是鲁 

棒稳定控制器的结论．本文将这种方法应用到线性 

离散系统的状态空间模型，即设计出最优状态反馈 

控制，使系统输出响应在指定的调节时间内跟踪误 

差信号的 范数最小． 

2 基本的定义及定理(Fundamental definition 

and theorem) 

给定一个右实序列 = ( ( )) ；0，定义 变 

换：t=∑ ( ) ．按此定义，一个稳定的实有理 
I=O 

系统的所有特征值均在单位圆外． 

线性离散系统的状态方程为： 

* 基金项目：国家自然科学基金(日蛳 5010)资助项目． 
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+I=A札+6 ． (1) 

辖出方程为： =眺 + ． (2) 

其中，A ∈ 珏⋯ ，b∈ 珏 ，c∈ ．d∈ ； 

[A b]能达，[A c]能观． 

为简化分析，规定系统的所有零、极点均为相异 

实根，且零点为{= } I( ≠1)．其中，位于单位圆内 

的不稳 定零 点 为 t ，系统 的开 环极 点为 

{P 为保证系统阶跃响应静态无差．当系统开环 

极点中不含 p=1的极点时，需在系统中添加一个 

极点 P =1，组成如下增广系统： 

重 +．：【： ：]膏+【 ] ， c3， 重 +- 【6 1 J膏+【 J ’ (3) 
= [c OJ +dv ． (4) 

因为对于所有的 [21 - -
一

b

l o]满秩， 
由 PBH判 据得 出增 广系统是 能控的，叉 因为 

[̂6]能达，所以̂阵是非奇异的，即【： 】也 
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是非奇异的，因此，增广系统也是能达的．同样的方 

法可以验证增广系统也是能观的． 

设计状态反馈控制： 

= + ， (5) 

使闭环系统渐近稳定(对增广系统状态反馈控制为： 

= 临 + )，且满足： 

1)阶跃响应的调节时间 <N，N为有限正整 

数，即 e(五)= 一 =0，k≥ ； 

2)误差序列{e( )j 0的z 范数 ll 最小． 

r，是阶跃信号的幅值(rr≠0)，输入信号“也可 

以是其它确定信号，如方波信号、正弦信号等． 

定理 1 若式(5)的状态反馈控制使系统(1)、 

(2)渐近稳定，则系统阶跃响应输出的误差序列 满 

足不稳定零点插值条件： · 

r 

( )=亡 ， =1，⋯，m1． 

证 按 =变换定义，应用反馈控制律(5)，系统 

闭环传递函数为： 

e=(c+dK)[ -。，一( + )]-。 + ． 

误差传递函数： 

= {，一(c+五 )[r ，一(A+ )]一 一 j ， 

一  rr 

：’ 

因为状态反馈不改变系统的零点位置，且渐近 

稳定的闭环系统只能有稳定的零、极点对消，所以对 

于所有的系统开环不稳定零点， 

0(≈)：(c+d )[= 。，一(A+bK)】一 bl+dl=0， 

所以 e( )= ( )= ，i=1，⋯ - 

3 最优 l 控制器设计(opmmi f controller 

de~gn) 

设闭环系统阶跃响应的误差序列为： = 

∑e ，当要求调节时间 <N(N为有限正整数) 
‘：o 

一 1 

时测 =∑eiz‘． 

令 一 =ll ll ， (6) 

=e。， =0，1，⋯，N～1． (7) 

由于系统能达，所以，对于位于单位圆外稳定的 

零点，可配置相同位置的极点对消之． 

定理 2 若可达可观系统(1)、(2)(或(3)、(4)) 

是最小相位的，则实现阶跃响应最优 z 状态反馈无 

静差控制的闭环极点为： 

，  f zi， =1，⋯，m， 

1∞，f：m+l，⋯ 

证 分两种情形： 

1)m = ． 

此时，由于所有闭环极点与零点实现完全对消， 

闭环系统等价为一个比例系统，适当选择状态反馈 

(5)中的f阵，使得 

lira(c+dK)[=一 ，一(A+6 )】一 +以 =，， 
r． I 

(8) 

从而得到 

= {，一(c+积 r ，一(A+ )]一 —dl}r =0， 

即 ll }1 =O，达到z 最小． 

2)m <n． 

因为 m <n，所以总有 d=0． 

选择 阵，使得闭环极点完全对消系统的零 

点，其余在无穷远处；选择 f阵，满足limc[=‘。，一(A 

+ )] 叫 =，，则系统的阶跃响应误差序列为： 

= {，一c[；一 ，一(A+ ) } =l，一／z"一 

所以 

lI善 =I r-1． 

当选择其他位置的极点时，在零初始状态下， 

，  Yo 0 0， 

即 0=rt—Yo ． 

由于 =∑e ，所以此时总有ll JJ ≥J rr J． 

对于非最小相位系统，由于状态反馈不能改变 

其零点位置，所以，应用定理 1，对于所有使闭环系 

统渐近稳定的状态反馈(5)，能使系统阶跃响应满足 

性能指标的最优误差序列 ，可由如下满足不稳 

定零点插值条件的线性规划问题求解： 

m ill 一  

=  小  一 ， 

xi— 一 ≤ 0，i=0，⋯，N一1， (9) 

一  一  

一
≤ 0，i= 0，⋯ ，N 一 1， 

一  

～
≤ 0． 

定理 3 线性规划问题(9)有解的充分必要条 

件是：N≥ m1． 

证明可参考一般的优化原理专著．解线性规划 
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问题(9)得到最优z 误差序列 =∑e ， 
i。0 

定理4 线性规划问题(9)的最优 f 误差序列 
一 I 

： ∑e ，可以由状态反馈完全实现的充分必 
i=n 

要条件是： l≤ N≤n． 

证 在零初始状态的条件下，闭环系统的阶跃 

响应误差序列又可表达为： 
— I 

= 一Yt=rr—c ∑Atk-t-i)blr,一dlr ． 
J=0 

(10) 

其中， =1，⋯，N一1I[A￡，bl，c ，d1]是序列# 的 

一 个最小实现，c =c+dK． 

由式(10)得到最优闭环系统Markov参数： 

df=(rr—e )／rr， 

ho=c bl=(re—e 一dlr )／r,， 

hl=c ALbl=(e 一e )／rr， 

hⅣ一2=c 一26f：(e 
一 2一e 一1)／ 

h 
一 l=c A{～bl=e 一1／rr≠0， 

= 0， ≥ N． 

(11) 

这里，h 一l≠0，否则调节时间可缩短．由Mat~v参 

数可求得零阶 Hank~l矩阵： 

％ = 

ho hl ⋯ h 

hl h2 ⋯ 0 

hlv— l 0 ⋯ 0 

因为rank rn=N，所以能够完全得到最优序列 

的最小实现的系统阶次也是 Ⅳ．因为状态反馈不 

增加系统阶次，且虽然系统是能达能观的，闭环极点 

可任意配置，但需满足线性规划问题(9)中的所有 

不稳定零点的插值条件，即定理3中的 N≥ml，所 

以当且仅当系统阶次n≥N≥m．时，状态反馈可以 

完全实现线性规划问题(9)的最优 z 解．类似地， 

可证非零初始状态的情形． 

定理4说明，当N>n时，通过状态反馈只能实 

现近似最优 f 解．其方法是，由Mark~参数可求 

得 N—n+m—m1，N—n+m—ml+1阶Hank~l 

矩阵： 

hN⋯ m— 

hⅣ⋯ m⋯ + 

 ̂一 l 

Ⅳ̂⋯ ⋯ + 

hN—l 

0 

．

·’ 0 

．

’ 

．
’ ： 

● ● ● 

0 ⋯ 0 

(12) 

应用直接求取最小实现的I-lo-galm~方法，可 

以解得闭环系统最小实现的 A￡．需要说明的是，选 

择 N—n+m—ml’N—n+m—ml+1阶 I-lankel 

矩阵，一方面是为了计算方便，更主要的是为了充分 

体现系统响应的衰减性能．d=0时，可以先由 

c=[1 0] 一 (13) 

得到一个适当的 n x n阶满秩阵L，再由 

K'／'N
一  

=  (14) 

解得 阵。然后由 

AL= ⋯ lL (15) 

解得 A工阵． 

最后，由 

口( 一 )det( 一 ，一A￡)=det(z一。，一A—bK) 

(16) 

求得最优 f 状态反馈阵 K， ( )是由所有位于 

单位圆外的稳定的开环零点组成的首一多项式．由 

h0=cbf (17) 

求得 z阵． 

d≠0时，则直接应用H0-l(ahIm 方法求解，此 

情形下， 

f=(rr—e )／r,d． (18) 

4 仿真结果(Simulation results) 

不稳定的非最小相位的线性离散系统： 

Xk+l ： [0 + 1 ， 【 l J机 【J ’ 
= 【1 2J ， 

系统输出为零初始状态．性能指标要求：系统单位阶 

跃响应的过渡过程不超过 2个采样周期，稳态无差， 

且输出误差序列的 f ．范数 II II (等介于超调 

量和负超调的绝对值)最小． 

Step 1 由可达可观性判据，得到系统是可达可 

观的． 
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使[。 c -：10 1， 降秩的系统开环 使J ( ～一)1 J降秩的系统开环 L 一1 —2 OJ 
Step 2 按性能指标要求，构成线性规划问题 

∑ (2／3) =3， 
= D 

一  ≤ 0， f= 0，1， 

一  一  

Ⅱ缸
≤ 0， = 0，1， 

一  

一
≤ 0． 

零初始状态下， =1，因此解得 =1+3z； 

Step 3 得到0阶、1阶 Hankel矩阵： 

= 【 【 ． 
Step 4 按修正的Ho-Kalman方法解得： 

r 3．0 1．51 

屯 一
一 6．o 3 oJ， 

即最优闭环系统有两个位于无穷远处的特征根  ̂

= î = 0． 

Step 5 按式(16)解得：K=[一4 —3]，再由 

式(17)求得 z⋯ 1 

保证调节时问指标的最优 z 状态反馈律： = 

[一4 ～3] 一 ， ≥0．仿直曲线如图1所示： 

l 

0 5 

0 

一0 s 

馨 一】 

一 l 5 

— 2 
0 】 2 3 4 5 6 7 8 9 

I r,Tl／s 

1 系统单{ 阶跃响应 
Fig I The unit step response for the system 

5 结论(Conclusion) 

与传递函数空闯的输出反馈不同，状态反馈最 

优时域指标控制有其特有性质：即完全可达的条件 

下，由于闭环极点的任意可配置性，求取最优 f 序 

列的线性规划问题中的开环极点插值条件已经不存 

在，开环零点的插值条件，由于状态反馈不改变开环 

零点的性质而仍成立，因此，对于渐近稳定的闭环系 

统，开环的单位圆内的非最小相位的零点也是闭环 

的零点 

由于定常状态反馈不能任意增加控制器的阶 

次，因此，由插值条件求出的最优误差序列，在调节 

时问Ⅳ大于系统阶次时，定常状态反馈有可能达不 

到，这是定常状态反馈的性质所决定的． 

另外，本算法已成功应用于福建青山纸业股份 

公司化浆分厂的蒸煮过程的控制中． 
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