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摘要：当采样周期 一0时，△变换描述的离散模型收敛于连续系统．弓Î △变换离散方法，分析 占算子的浮 

点误差．以二阶系统为算佣，在离散域内设计极点配置控制器，跟踪理想输出．仿真结果表明，与：算子相比．在计算 

机有限字长实现时，占算子受舍^截尾扰动的影响较小．精度高，算法稳定． 
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1 引言(Introduction) 

在计算机控制系统中，一般希望采样频率越高 

(即 一0)，离散时间系统越逼近连续时间系统的 

动态特性⋯．目前，在数字控制领域中，离散系统的 

描述广泛采用 箅子．原因之一是，=箅子格式简单． 

容易理解，便于实现．但在 一0时，最小相位连续 

系统的离散时间模型会变成具有不稳定零点的非最 

小相位系统，而且计算机字长有限， 箅子迭代可能 

引起较大的舍人误差并带来极限环振荡等问题． 

1986年 Middlctcm和 Goodwin提出 △变换【 ．△变 

换是拉氏变换的极限 ( 一 0)，故当 一 0时，二者 

具有相同的形式，根本上避免了 箅子的上述缺陷． 

本文引人 △变换对二阶 SISO系统离散化，分析 

箅子数字实现的浮点误差，然后在离散域内设计极 

点配置控制器，并与z变换的仿真结果进行比较． 

2 算子的误差分析(Error analysis衙 0D． 

orator) 

2．1 A变换(△transform) 

将采样周期为 的离散时间函数(信号) ) 

* 基金项目：福特．中国发展与研究基金(09415526)资助项目 

收稿日期~1999—02—09；收謦改稿日期 ：∞0D一01—18． 

简单写作_厂( )，定义移位箅子q，也就是 变换域中 

的 箅子 

q，( )=，( +1)． (1) 
定义 箅子 

1 

8= ． (2) 
』 

与拉氏变换类似，对于和式存在的离散函数 

_厂( )，定义其 △变换(工程上几乎所有函数都存在 

△变换： 

A(f(k))=，(￡)= ，(i)( +1)～．(3) 

式(3)在 一0时的极限为拉氏变换．如果将 ： 

+1代人_厂( )的 变换式，就可求得其△变换式． 

=箅子与拉氏箅子 的关系为==唧 (sT)．可 

知，s平面的左半平面为稳定域，且全部映射在 =平 

面上以原点为圆心的单位园内，与采样周期无关．因 

此用：箅子进行离散系统的分析设计时，与连续系 

统要分别讨论，多少有些不便 ． 

与△变换对应的￡平面的稳定域在圆心为E 

= 一 1／T、半径为 1／T的圆内．随着 一0，它趋于左 
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平面，与连续域相同．E的离散描述与连续描述形式 

相同，稳定性及其他性质也与连续系统相近． 

2．2 误差分析(Error analysis) 

考察 SISO二阶系统 

(k)=口l (k一1)+G2X(k一2)+乩(k)， 

其解的 形式为 

( )= ( 一1)+7．·(Ⅱl ( 一1)+02 ( 一2)+ ( ))． 

(4) 

若 [-]FL表示有限字长的浮点小数运算， (k) 

简写为札，e 为乘法运算的相对误差，则 

口1
．  一 l = [。1 一1]FL=G1娜一1(1+e ‘)．(5) 

其中 

e ” ([口l 一1]FL一Ⅱl柳一1)／aI 一1． (6) 

同样，以格式(4)迭代，每一步浮点运算存在乘 

法相对误差 e ，e 一，砟 ，e ，加法 相对误差 

以”，e ，以一．经推导，运算结果 (k)为 

(k)= (k一1)+T·(口l (k一1)+ 

G2X (k一2)+ (k))+ ， (7) 

其中 

≈。l 7．(e ’ +e ’ +e 。‘+ ’ ) }一l+ 

。2 7．(e ’ +e ’ +e -‘+ ， ) 一2· 

6 7．(e r’+e ， +et· )u( )+以，3j： ．(8) 

另外，在Z变换离散方法中，其=算子的解的格 

式为 

( )=(1+。lr)x(k一1)+ 2 (七一2)+6 ( )． 

(9) 

若用 r表示相对乘法／加法误差，有限字长条 

件下， (k)的值为 (k) 

(k)=(1+ l 7．) (k一1)+ 

2Tx ( 一2)+6 ( )+ ． (1O) 

其中 

≈  

Ⅱl 7．( ’ + ’ + ’‘+ ， ) 一l+ 

2 7．( j+ - + ) 一267．( ， + ， )u( )+ 

( ，‘+ ， +4,2) —l+^- ． (I1) 

设式(8)、(1】)中相对误差值相同，则 

= +Ⅱ27酢’ 一2+67 ( )， (12) 

r̂ = 甄 +(̂ ’‘+ ， + ) t一卜 (13) 

式中，凰 由误差乘以7．得到．此较式(12)、(13) 

右边 ，用 形式，与输入和状态有关的误差增加了 7． 

倍，而用 ：算子，与状态有关的误差保持不变．可以 

预见，7．很小时8形式误差很小． 

由式(8)、(I1)，7．很小时分别为 

％一 e ’ ， (14) 

≈ (雌 + ’ + ， ) t—l+^r t．(15) 

用浮点小数运算，乘法／力口法误差小于2一 (m 

为字长)．令 q=2一，且假定为稳定状态，则上式成为 

％ ≤ qx 一 q ， (16) 

≤3qx 一l+ ≈4 ． (17) 

可见，用 形式，误差的上限也较小． 

3 数值仿真(NIⅡIlerical sj删】lad伽) 

3．1 连续系统的离散化描述(Di~ te des商 0n for 

c0II山moIls sys妇n) 

二阶积分系统在连续域的传递函数为 

G(s)= ． (18) 

在 ：平面的传递函数为 

G(：) - (19) 

进行 △变换，则在E平面的传递函数为 

G(E)： ． (2o) 

式(2o)中，当 7．一O时，limG(e)： ，形式与式(18) 

完全相同． 

要求在E平面配置二阶系统的极点为s。=一l0 

±3i，不同采样周期时，对应 ：平面和E平面极点位 

置见表1．当7．一0时，E平面的极点收敛于s平面的 

极点位置，而：平面内极点位置趋于临界稳定点，未 

能准确反映系统特性．有限字长时，当采样频率增 

高，：算子的计算机实现可能失效，也是这个原因． 

在时域内，8算子对系统描述的计算机实现格 

式为 

{ ‘ ： ‘ ’ (21Y k rM(k Y k 1 【()= )+ ( 一 )
．  

：算子的计算机实现格式为 

y(k)=2y(k一1)一y(k一2)+ (k)． 

(22) 

用 算子和=算子分别求出该双积分系统的正 

弦输入响应离散模型，仿真结果见图1．字长8位，7．= 

0．06时， 算子和：算子的区别不限明显，如图1(a)， 

但随着采样周期的减小，d算子描述的离散系统越接 

近于连续系统，而 =算子受字长限制，可能得出相反 

的结论．图1(b)中T=0．05，：算子的误差已十分明 

显，而 算子误差较小．图1(c)中，7．=0．01，：算子 

发散，而 算子更精确地接近于连续系统的响应． 
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1期 △变换与数字控制器误差分析 

表 1 5平面、 平面和E平面对应的极点位置 

Table 1 The poles ofthethree naBdbn 衄 

(a) 8佗 K， T=O．06 

f b】 8位。 心，T=O0 5 

t／s 

(c) 8似 1支，T=O0I 

一  算了 ：一 z掉了 ：⋯一-理想轨迹 

I 连续系统的离敞化描述比较 

Fig 1 Compa~son ofthe disc~tc descriptions 

for~ontlnuous system 

3．2 极点配置控制器的数字实现(Digital implc~en- 

ration of pole asslsm~ t controller) 

在 s域中，要求闭环二阶系统的极点为 s。(i= 

1，2)．相应地在 E离 散域 中极 点位 置为 e。= 

(E=l，2)．如果 一 0，在 ￡离散域 = 

( )= 此时可以直接根据 E = ( = 

1，2)设计控制器． 

令 e(k)=R(k)一Y(k)，则 

曲( )=(e(k)一e(k一1))／ ． (23) 

对应于连续域零极点配置的控制律 (t)= 

R(t)一(kl e(t)+k2 (t))，可直接在 E离散域中设 

计离散控制律 

(k)=R(k)一( Ie(k)+k2 (k))． (24) 

作为比较，考虑 离散域，liⅡ =|imd0 =1， 

此时，不管闭环系统的极点位置如何．在 z离散域内 

都趋于临界稳定． 

按控制律式(24)，闭环系统 算子的计算机实 

现格式为 

L
T ： 1 7K( +1)_y( ． 一 ⋯、⋯ ， 

(25) 

算子实现格式为 

y(k+1)= _L(撇( +1)+y( ))· 
(26) 

分别按格式(25)、(26)实现计算机控制，仿真结 

果见图2．图2(a)中．字长8位，T=0．03． 算子和 

。算子的区别不很明显．若采样周期减少至 ： 

0．01，如图 2(b)， 算子更接近于期望值， 算子的 

误差反而增大，呈不稳定趋势．如图2(c)中加载高 

频干扰，字长 l2位，T=0．O01， 算子发散，而 算 

子跟踪性能良好，说明 算子的稳定性更强． 
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(b】 8似。 K， 0 

s 

fc) 8他。 艮， 001 
一  算 了 ：一 ·z算了；⋯～理想轨迹 

闭 2 极点 控制系统数宇仿真 

Fig．2 Simulation ofthe system with pole 

assignmentcorttfolIer 

4 结论(Conlusion) 

A变换为离散域内精确反映连续物理系统的特 

性提供了有力工具．当采样周期 一0时，其零极点 

收敛于连续域拉氏变换的零极点，表达直观，直接离 

散域的控制器设计更方便、精确，而z变换可能得 

出相反的结果．计算机有限字长实现时，与=算子相 

比， 算子受舍人截尾扰动的影响较小，算法稳定， 

抗干扰性强． 
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