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摘要：介绍了目前几种较常用的非线性控制系统近似化方法包括伪线性化方法、扩展线性化方法、近似输人／ 

输出线性化 、近似反馈线性化、中心流形及平均法等，对有关的理论与应用研究进展作出了较全面的综述 
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1 引言(1utroduc5．oo) 

非线性系统的分析和设计往往比线性系统要困难得多， 

非线性微分方程除非是经过特殊。处理”，通常不可能得到封 

闭形式的解析解，象拉普拉斯变换、傅里叶变换、叠加原理等 

适用于线性系统的强有力的数学工具都不适用于非线性控 

制问题．因此对于实际工程控制人员来说 ，最简单的方法是 

把非线性动态特性线性化，然后再用热知的线性系统设计方 

法完成控制系统的分析和综台． 

近二十多年来以嫩分几何为主要工具发展起来的精确 

线性化方法，为解决一类非线性控制系统的分析与综台问题 

提供了强有力的手段．当非线性系统经李括号运算所得的矢 

量场满足对台性和满秩条件时，通过适当的状态与反馈变 

换，非线性控制系统可以实现翰人／状态的精确线性化‘1 J． 

当系统的解耦矩阵为非奇异阵时．通过适当的反馈变换可以 

实现输人／输出的精确线性化．若系统的相对度等于系统状 

态的维数时，则等同于输人／状态线性化，否则系统通常只能 

部分线性化，降价处理还需考虑系统的零动态及其对系统稳 

定性的影响．虽然该类线性方法具有一定的应用背景和理论 

意义．但精确线性化方法必须满足苛刻的条件．且结构复杂． 

除了某些具特殊结构(如三角形结构)的系统外，往往很难得 

到所需的非线性变换．另一方面大多散实际系统如轮式咎动 

机器人等具非完整约束的力学系统不再满足精确线性化方 

法中的对台条件，因而研究非线性系统的近似处理方法具有 

相当的理论与应用意义，近年来也一直同样受到人们的高度 

重视 近似线性化方法被证明在平衡点的某一领域内是有效 

的，误差可以接受，因而广泛地应用于实际系统中 主要包括 

以下几种方法：1)伪线性化方法；2)扩展线性化方法； 

3)线性化族；4)近似翰人／输出线性化；5)平均法等．这些 

方法大量散见于近年来国内外有关学术论文中 本文的目的 

是对有关的近似化思想及研究进展作一系统的综述．供有关 

同行参考． 

2 近似化方法(Ap 魄．曲出on wethods) 

考虑下列非线性系统 

=  ． )， (1) 

其中y(o．0)=0； ∈ ，u∈ 分别为状态和控制向量．传 

统的线性近似方法是直接将(1)式的右端函数作泰勒展开： 

= 血 +Bu+̂ ( ．“)， (2) 

其中 

=  ， =  l
I d l c0．0) 0Ⅱ 相．0) 

而 ( ．“)表示包含 和Ⅱ的高阶项，略去高阶项．即得系统 

在(0，0)处的线性近似系统． 

·基盒项目：国家863计划智能机器^主题资助项目(98晒一19)，国家自然科学基盒(圆 4015)赞助项目，广东省自然科学基金(960235及 

9905B3)赞助项目及广东省教育厅赞助课题· 

收稿 日期：1999一咕一31；收修改稿日期：狮 一03一10． 
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2期 非线性控制系统的近似化方法 l6l 

当 (A，丑)可控时．对于某些不太严重的非本质非线性特性， 

用上述的豢勒近似方法进行分析和设计．在工作点的某一邻 

域 ，大体是正确的，所产生的误差往往为工程上所接受 但随 

工作点的偏离，误差变大，系统性能变差 ．显然，如果所得到 

的系数阵对 (̂ ． 不可控(事实上许多实际系统如非完整 

力学控制系统就属于这种情形u_| )．则这种简单近似就不再 

适合 因此必须寻求其它更有救和实用的近似方法 ． 

2．1 量佳拟线性化(Op~ al口lm lin 讧 m) 

对于控制系统申典型的“强非线性”(本质非线性)特性， 

如不灵敏、饱和限幅、继电特性、滞环、间隙等，通常不满足前 

述线性化方法所要求的连续可做条件．拟线性化方法用线性 

环节近似代替系统中的非线性环节 J． 

非线性环节Ⅳ，对于在[0，∞)上的任意一个连续函数 

(‘)，非线性环节的输出为 

( )(t)=n[I． (t)]． (3) 

对于 c[o，∞)中的一个 特殊函数 (‘)，由另一 函数 
rI 

( o)(I)=1．wo(I—r)枷(r)dr逼近非线性环节的输出 

( )(‘)，其中 蛳(t)为一线性环节的脉冲响应，希望这种逼 

近是“可能最好”，由最小误差判据 

． c(")=lira 1 I[(zno)(I)一(蛳)(‘)] dt 

得到脉冲响应 t口0(·)．具体地选取输人 枷(·)为正弦函数 

^aln(“)．将对应的非线性环节输出作傅里叶级数展开： 

"(t)=鲁+∑[ c*( )+ n( )]． (4) 
。  

 ̂ 1 

式中傅里叶系统 口 bi通常为A， 的函数．如果非线性环节 

为奇函数．则 却 =0，近似地只考虑输出的基波，有 

(t)触口1c恤(叫‘)+61sin( ‘)=M ein(~+ )， (5) 

使用线性环节N(A． )= 警f：十一 =等 近似非线 
性元件，通常也称为描述函数方法． 

上述为一种传统的工程近似方法，为推导描述函数的方 

便，通常应是：1)其有一个单一的非线性环节；2)自治系统； 

3)非线性为奇函数类型． 

2．2 伪线性化方法(h d01in∞liza曲n) 

前述 Lyapunov线性化方法只考虑在某一平衡点附近作 

线性近似，但非线性系统往往有多个平衡点 ．根据不同的控 

制输人．平衡点为一条曲线或一流形．伪线性化方法[ 】就 

是寻找一个与平衡点无关的系统的切模型．根据此模型的控 

制设计适合不同的平衡操作点．对于一般的非线性系统，必 

须寻找一个状态与控制的变换，使变换后的系统切模型对于 

不同的平衡点是独立的． 

对单输人非线性系统t= ，“)，系统平衡点的集合 

定义为： 

《。△1( ， )： X0． )：0}， (6) 

其在状态空间的投影定义为： 

▲{xo：了l‘o满足 枷，l‘o)=0}， (7) 

在平衡点 (枷，l‘o)的邻域，系统的线性切模型可以表示为： 

缸 = 如 + 轧· ㈤  

玑 如+ ⋯ 

￡I ． =，c -“。 · I ． =cc · t 

i 。1 ， ： (，，G)． ‘ 

Y h 麓 L (‘)= ( (t)， (‘))， ‘ 

㈣ 
= 凳l(0．0) )+凳l(。_。 )，⋯ 
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l62 控 制 理 论 与 应 用 1B卷 

中参数。是操作点的输^或输出的函数，称为非线性系统的 

一 个线性化族．对系统作Lyaptmov近似，其系数矩陴分别是 

输^ Is,或输出Y的函数，得其一般表选式为： 

rt(‘)= (̂口)[ (1)一 (口)]+ (口)[“(‘)一Ⅱ(口)]， 

{y(t)一y(口)= 

c(口)[ (1)一 (口)]+D(口)[“(‘)一“(口)]． 

(16) 

可见线性化族仍然以 砷Imav线性化为基础，但其系统矩陴 

即使在平衡点的邻域内，也随工作点的移动而受到一个相应 

于输^或输出的参数的调整．文献[8]以一置于小车上的倒 

立摆平衡问题研究了应用线性化族的控制设计方法，增益调 

度也使用了线性化族的概念；文献[12]等则研究了在非完整 

移动机器人中的应用． 

2,4 近似 输 入／输 出绒性化 ( 嫡m№ j甲Ⅱ，a岍n fin- 

cadz i∞) 

如果系统的相对度在某一特定工作点投有定义，则在该 

点不能直接利用输^／输出线性化方法实现精确线性化． 

非线性系统 

f“ g 07)  ̂，
· 

输^／输出线性化过程为：重复对输出 进行徽分，直到输^ 

u首魂出现于等式右边 

=  (̂ )+ l̂( )u， (18) 

其中r是使 l̂( )≠0的最小正整数，称为系统的相对 

度．显然下列控制律 

u 赢  一 ( )) 
使输出 Y和新的输人 之间具有线性关系： ，= ． 

若 上 lh(x)在 王。点总为零 ，相对度无定义，但在离 抽 

任意近的某些点不为零，则输^ ／输出线性化只能是近似 

的．用一组关于状态 的函数 ( )( =1，⋯，r)近似系统的 

输出及其各阶微分： 

Y= (̂ )= l( )+伽( )， 一 l( )， 

，= ( )= ( )+ l( )u= ( )+ ( )， 

茸 j62( )， 

Y ‘ ：与+g “)= ( ) ( )， 一 。 ( ) 

Y'r，： +g碱( )=6( )+0( )“+ ( ，“)． 

上式中o( )使得原系统在忽略高阶项 ( )后，相对度有 

定义．从而系统可以近似输^／输出线性化_】l朋·川．对多输人 

多输出系统也可类似地进行近似． 

上述的近似输^／输出线性化方法针对非线性系统的相 

对度在某一工作点不存在的情形．另一种关于输^／输出线 

性化的情况为部分线性化后，其零动态子系统不稳定 ，即所 

谓非最小相位系统．一般的策略为导出原系统的一个新的输 

出映射与原系统输出有相似的稳态轨迹．而其零动态子系统 

稳定．文献[15]及[16]分别给出了一种非最小相位系统和最 

大相位系统(零动态子系统的极点全部具有正实部 )的局部 

外因子(10cal椰时 fh咖c)方法．文献[13]给出了一个典型应 

用问题——位于旋转粱上的球的镇定问题． 

2．5 近似 状态反馈线 性化 (̂pp 嘶jma e s【a feedt~& fin． 

c 枷 ∞) 

对于单输^不可积非线性系统 

t= ) g( )u， ∈ ， (19) 

在系统平衡流形 ，的邻域内用一可积非线性模型近似，这种 

近似方法同前述伪线性化、线性化族、增益调节等方法不同， 

是一种在 ，上雅可比(J蜩蛀蛐)线性化的一个闭联集 ． 

为了进行近似状态反馈线性，首先寻找一输出函数 ： 

=  ( )，使系统具有鲁棒相对度 = ，从而存在满足下面 

条件的状态变换 = ( )=[ ( )，⋯， ( )]T实现系统 

的完全线性化： 

f 一 ( )= +1( )+ ( ，Ⅱ)， =1，‘。。， 一1， 

L ( )=0( )+6( )“+ ( ，u)， 

(2O) 

其中最为在平衡藏形上的高阶项．在 已知的情况下，用回 

归方法从 =1开始计算得到 ，o和6． 

有两种选择输出函数 的方法：1)Bal1a锄蛐 和}h f 

提出了使 }=[ ，⋯， ]的范数在状态空间的某一区域取 

最小的方法，这种方法需要解偏徽分方程 2)} ml蝌 和 Mur． 

ray则使用对系统进行伪线性化时的第一个状态变换函数 自 

=  ( )． 

用和伪线性化近似相同的方法可以获得输出函数 ．但 

当系统模型相对比较复杂时计算工作很复杂，且在进行积分 

运算时不能得到 闭合形式的解，即使得到了输出函数 ， 

要将 分离成为 1和一个高阶项 ￡也很不明显 

对于上面的问题 ，B0f吲r提出．用样条 函数近似在伪线 

性化时出现的不能表示成闭合形式的关键非线性函数，这种 

数值方法可以分为两部分 ：首先用数值方法计算输出函数 

，彝!；后将 分离成为 】和高阶项 毫．可以把这种近似方 

法看作是伪线性化和近似状态反馈线性化之间的一种折中， 

简述如下： 

I)将系统的平衡流形统一表示为集合 △= { 0，⋯． 

l，这要求平衡点的集合是有界的，绝大多数实际情况符合 

这一要求； 

Ⅱ)在集合的每一节点 ∈△处，计算 n】(n)； 

Ⅲ)通过这 组数据( ：t11" ( )： =0，⋯．Ⅳ，，：1， 

⋯

， })插^一个样条函数占l，(I)．这一过程需要计算 维向 

量 =[c；．⋯， +3]∈琥 ̈ ，使得系数乌满足条件二 (s)= 
．  

且(I)，这里且(s)为B型样条函数基向量； 
C-【 

Ⅳ)用样条 函数 近似在计算 对 n。积分 时的积分项 

(̂s)，表示为 A(s)，从而得到近似输出函数 = ( )： 

(5)+(占】(5)，口l1( ))． 

用数值方法和样条函数近似得到了近似输出函数^，在 
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2期 非线性控制系统的姬似化方法 

分离成 + 和高阶项 耐利用系统式哞州 )和 ( )在乎衡 

点 i∈ 俯近的泰勒展开，可以得到一种与系统的复杂程度 

无关的近似方法 ： 

)=，(i)4-( i)㈣1( )) ，(i· )． 
、 【g( )=g(j+( (i．％ ( )) (j， ) 

将上述，( )，g( )的泰勒近似式代人 与 ，则 

％ =(口1，(F，d，1))4-(口i．口11)·<d ；<F，d，1))+ 

(ol，rl+五 )4-(口i，an)’(d ． 4- )+ 

(口1，g)· 4-(口i，口11)·(d9．g)d， (22) 

表达式中最后的四项为高骱项．从而定义 

}1=(口1．，4- )4-(口f，口11)’<却，r
．

r 4- )4- 

<口1，g) 4-(口i，al】)·(d9．g)d． 

取前面的两项，所以 =(。2，口11)+(口；．口1，)·(d ．(F． 

口11))，这里a2=<a1，F)，在 n的计算过程中不需计算，和g 

及其李导数，且 a，．a2．ai，F都可以样条函数近似．使得计算 

与系统的复杂程度无关．类似地可以计算 ， 等等 概括 

起来．：= T( )的回归计算可以归结为： 

)计算 ； 

su)线性化，4- ．给出<F( )，口l】( ))4-G(j)·丘； 

san)定义包古 的项为高阶项 ，其余项为 1； 

bTq)当 =n耐，Ⅱ( )=与 ( )，6( )=z rI( ) 

可以证明这样的回归计算产生的变换 ≈= ( )，满足 

z l ．c|】=0· =l，⋯，(n—1)； l ¨ ≠0- 

文献[17]将该方法应用于旋转的倒摆和杂技机器人的 

控制同题，取得了满意的控制技果 文献[18～21]还提出了 

高阶近似反馈线性化方法，可以大大减少近似化处理带来的 

误差． 

2．6 奇异摄动(Sing~ pem b ∞) 

许多实际的高阶控制系统中，常有不同的耐同常散相互 

作用着．利用奇异摄动理论【丑一圳将系统按不同的时标分解 

成快慢子系统而实现将全 系统的控制设计转化为子系统的 

设计同题。以简化问题的复杂性．高价非线性系统分解成几 

个低阶子系统，既可以降低反馈线性化的计算复杂性，又有 

可能将不满足线性化条件的非线性系统分解成满足线性化 

条件的子系统 ． 

1)奇异摄动方法的一个应用为分析简化非线性系统． 

非线性系统 

f luI )， ∈ ， ’。， (23) 
L时 =g( ，y E)，Y∈ 

对于任意非军 E。系统包含( 4- )个微分方程 ，夸摄动参数 

E=0，有 g( ，Y，u，0)=0．假设可以解出 (I)，则此时系统 

可以表示为： 

=  (1)， ( ， )，It,，￡] (24) 

奇异摄动改变了原系统的性质 ，由一个较低阶的系统近似高 

阶非线性，简化了系统分析，但是 ，简化后的系统能在多大程 

度近似原非线性，及保证原系统的稳定性?这是必须注意的 

问题【圳 ． 

2)奇异摄动系统的近似线性化． 

如果非线性奇异摄动系统不满足能够通过非线性状态 

变换和反馈实现精确线性化的对台条件．可以用所谓慢流型 

理论进行近似分析 ’驯 ．非线性奇异摄动系统(23)的精确 

慢流型定义为【列： 

札 ：Y=雪( ．It,．E)， (25) 

结合(23)两式得到所谓“流形条件 ： 

e绺 (⋯．e)一e)+e = 
g( ．0( ，u．E)． ，E) (撕) 

及“慢子系统 

t= ，雪( ． ，E)． ，E)． 

若该慢子系统可线性化．须寻找一非线性变换 r： “一 

“和反馈输入 u，使其具有 

： 甘 +岛 

的线性等效形式．将 雪( ． ，E)． ．r在E=0附近展开 

r ( ，u．E)= ( ．I‘。)+曲1( ．u)4-o(E )． 

{ =I‘。4-Eu，4-o(E )， (27) 

r= 4-E +o(E )， 

利用流形条件及上述展开式．解得近似的 雪( ．It,，E)，最后 

对 ( ，Ⅱ，￡)线性化． 

上述方法在各种物理系统中有广泛的应用．如文献[23] 

在控制高性能鱼雷时就应用了上述方法．将鱼雷的高速运动 

和燃料消耗引起的质量变化分解为相应的快慢子系统 

2．7 中心洼形方法(O目恤r manifold mea~ ) 

考虑～非线性系统t= )．平衡点 0=0的渐近稳定 

性．在某种程度上 由系统在 0=0的线性近似决定．F = 

l ：o称为 )在 =0处的雅可比矩阵 如果 F的特征 

根全部位于左半平面．则平衡点为渐近稳定．如果 F的特征 

根有一个或以上位于右半平面，则平衡点不稳定．显然上述 

原则不完全，不适用于当 F的特征根具有零实部的情形下系 

统的渐近稳定性能分析．中心流形理论对分析系统的临界状 

态下的稳定性是非常有救的． 

因为只有当矩阵 F具有非正实部特征根，平衡点才有可 

能稳定，所以只考虑这种情形．选择变换l I=A，系统可 

以写成如下的形式： 

4 - 
c翘 【 ：＆ ，：)， ⋯  

其中矩阵^的特征根为负实部，矩阵 占的特征根为军实部． 

有如下的中心流形存在性定理 ：存在一个 ：=0的邻域和变 

换 ( )使得 5=【(y，=)： = (：)l为系统的一个中心流 

形．一个系统可能有许多个中心流形，根据中心流形的定义， 

可以得到此变换 (=)的边界条件和偏微分方程： 

『笔( + (：)，：))z ( )4-g( ( )，：)J 、 1 【凹】 

【 (0)=0， (0)=0． 
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中心流形的重要特点为其局部吸引性：起始于平街点附 

近的系统轨线 ，当 I趋于无穷时，收敛于定义于该平衡点的 

一 个中心流形．因此研究平衡点的稳定性转化为分析该中心 

流形 = (z)的稳定性．起始于中心流形上某点Y0 (Z0) 

的系统轨线，由于中心流形的不变性，可以描述为：y(I)； 

(f(I))，；(t)= ( )，其中 }( )是微分方程 }= + 

(})， )在初始条件 C(0)=；。下的解．系统在平街点的 

稳定性．在小的初始条件下，由该降阶方程的渐近性能决定． 

如果 }=o是稳定的，则(y，z)=(0，0)是稳定的，可见该方 

法将 维系统稳定性分析．降骱为 ( 为占薄中零宴部特 

征根的个数)维降阶微分方程在变换 (z)下的稳定性分析． 

实际应用中，必须解 中心流形方程，以求得变换 = 

(z)才有可能分析 =o的稳定性．一般来说解中心流形方 

程是非常困难的，通常采用近似解法：设 (z)为一个关于 z 

一  

的 (1<^<，)阶多项式，满足初始条件 (o)=0， (o) 

= 0．该近似解 (=)使中心流形方程误差为 风(z)，即 
j一 

： (融+，( (；)，z))一 (；)一g( (z)，；)= 

皿(=)=O( ‘)． 

方程解的误差为： (z)= (z)一 (z)，由误差方程，可以 

得到方程的近似解 札(z)和精确解 (z)= (z)+ (z)， 

其中 (z)=O( )．将 (z)代人降阶方程．可以分析其 

稳定性．该近似解的精度要求决定于降阶方程的稳定性分析 

的需要 ．中心流形方法在研究临界情形的控制系统的稳定性 

方面是一种非常有救的工具[册·嚣_． 

3 结束语(Comlusio~) 

对于不能实现精确线性化的非线性控制系统．采用近似 

化方法依然为一种倍受控制界重视又十分有效的途径．本文 

介绍了非线性系统分析和设计的一些主要近似分析方法．尚 

有其它的新方法如神经网络逼近[酬，模期 自适应 】，微分几 

何方法 】，周期激励 -嘲，逆系统方法∞，34]以及李群与李代 

数等工具的应用，都给非线性系统的分析和设计提供了有效 

的途径．期望本文能给有关同行在近似化理论与应用方面的 

研究以一定的推动作用． 
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