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摘要：研究的多输人单输出T-S模糊系统采用输人变量的线性函敦作为规则后件，称为典型T-S模糊系统，在 

每个输人变量的模糊子集满足一致性以及隶属函敦连续且分段可徽的条件下，证明了典型T-S模榴系统是适用逼 

近器．以此为基础，提出当典型T-S模糊系统采用BP算法进行在线学习时，可以仅调节规则后件的参数，而同时仍 

然能够确保通用逼近性． 
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! 引言(Inmxluction) 

模糊系统的通用逼近性是要回答这样的问题 ： 

模糊系统是否能够以任意精度逼近紧致集上的任意 

连续实函数?对这一问题的回答无论在理论上还是 

应用上都有极为重要的意义．这是因为从数学上看 ， 

模糊系统实现的是从输人论域到输出论域的函数映 

射．当模糊系统用作系统辨识时，通用逼近性决定了 

它是否能够逼近任意连续的非线性动态模型；当模 

糊系统用作控制时，通用逼近性决定了它是否能够 

对任意非线性动态对象逼近任意连续的非线性控制 

曲线，以实现所要求的闭环系统动态品质．可以说， 

模糊系统所有的理论研究和实际应用都是建立在模 

糊系统通用逼近性的基础之上的． 

常用的模糊系统可以分为两大类：Mamd~ 模 

糊系统和T-S模糊系统．这两类模糊系统的主要区 

别在于它们的规则后件．Mamdani模糊系统采用模 

糊集作为规则后件，而 T-S模糊系统采用输人变量 

的线性或非线性函数作为规则后件‘lJ．对模糊系统 

通用逼近性的研究已经取得了很大的进展L2“．_，但 

是 目前大多数成果研究 的都是 Mamdam模糊 系 

统‘2 lc]，其中文[5]证明了采用高斯隶属函数的模 

糊系统是通用逼近器，文[6】证明了采用伪梯形隶属 

函数的模糊系统是通用逼近器．只有少数文献研究 

了T-S模糊系统‘1 圳，其中文[11]在用线性解模糊 

代替常用的重心法解模糊的条件下得到了两输人一 

输出T-S模糊系统是通用逼近器的结论；文[12]和 

[13]证明了规则后件是一种简化的成比例线性函数 

的T-S模糊系统是通用逼近器．显然这些成果均是 

在对T-S模型进行某种简化和限制的条件下得到 

的．值得一提的是文[14]给出了一种用简单的两输 

人一输出、采用全交叠三角形隶属函数的T-S模糊 

系统构造的多级模糊系统，并证明了该多级模糊系 

统的通用逼近性． 

本文研究采用输人变量的线性函数作为规则后 

件的多输人单输出(M~SO)T-S模糊系统，我们称它 

为典型 T-S模糊系统，这是因为现有的绝大多数文 

献中研究的T-S模糊系统均属于此类 ．我们的研究 

中没有对典型T_S模糊系统进行任何简化，即它可 
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以有任意个数的输入变量、每个输入变量可以有任 

意个数和任意形状隶属函数的模糊子集、采用普遍 

使用的重心法解模糊．在每个输入变量的模糊子集 

满足一致性以及隶属函数连续且分段可微的条件 

下，我们将分两步证明典型T-S模糊系统是通用逼 

近器，首先我们证明典型T-S模糊系统能够一致逼 

近任意多元多项式函数 ，然后再利用 Wei~'trms逼 

近定理证明典型 T-S模糊系统能够以任意精度一致 

逼近紧致集上的任意连续实函数 ． 

本文是这样安排的：第二节是数学准备；第三节 

证明典型 T．s模糊系统是通用逼近器；第四节在前 

面证明过程的基础上，提出了既能保证通用逼近性 

又能极大地提高典型 T-S模糊系统参数在线学习速 

度的方法，并给出仿真实例；第五节总结本文的工作． 

2 数学准备(Ma吐1嘶 cal preliminaries) 
T-S模糊系统一般定义为I 

马：IF is and X2is and⋯ and‰ is ， 

THEN Y=f,-( l， 2，⋯， )，，=1，2，⋯，肘． 

其中 为输入变量， =1，2，⋯，n， 为模糊子集， 

(·)为线性或非线性函数，肘 为模糊规则总数． 

(一)通常取为输入变量的线性函数，即 

届：IF l is越 and X2is魁 and⋯ and nis ， 

THEN Y=p~+Piixl4-pJ2X2+⋯ + = 

．  

助 + i，，=1，2，⋯，M． (1) 

我们称由(1)式定义的 T-S模糊系统为典型 T-s模 

糊系统．如果 (·)采用非线性函数，例如高次多项 

式函数或更复杂的非线性函数，选择它的函数结构 

和参数是极为困难的，而且将给从数学上分析 T-S 

模糊系统带来许多不利，因此在大量的理论研究和 

实际应用中，都采用典型 T-S模糊系统．在这样的背 

景下．本文的工作就是研究典型 T-S模糊系统的通 

用逼近性 ． 

对典型 T*S模糊系统，不失一般性，我们设 0≤ 

赶≤1(这是因为可以用简单的线性变换将 ∈[a， 

6】映射到[O，1])．对每一个输入变量 ( ：1，2， 
⋯

， )定义 个模糊子集，从而规则总数为 M = 

— Ⅱ (1)式所给出的第 条模糊规则的激活度为 
‘；l 

一( )=Ⅱ ( )．容易求得，典型T-s模糊系统 
‘zl 。 

的输出为 

∑[一( )(∑胪 )】 
( )= L—T— 一 ， (2) 

∑ ( ) 
，：l 

其中 =( ， 2，⋯，‰) ，并且令 。；1． 

设输入变量 (i=1，2，⋯，n)的第 个模糊子 

集的中心点位于 c ， =1，⋯， ，并且有0≤cI< 

<⋯ <c ≤1．不失一般性，我们设每个中心点 

处的隶属度为1．对每一个输入变量 (i=1，2，⋯， 

)定义模糊分割间距 

D = c 一 c —l， = l，2，⋯ ， + 1， 

其中岛；0，c l z 1．在此基础上可以对每一个输 

入变量 ( =1，2，⋯， )定义最大模糊分割间距 

．  

¨  

巩  = D ． (3) 

在 [0，1】上定义的q次n元多项式函数可以 

写为 

m2 

( )=∑∑⋯∑ 。 和 ， 
I。0 。0 ‘ 0 

』  

其中∑％=q， =( ⋯， ) ． 
‘=1 

定义 一致(o0nsis证m)【6J：称论域 u上的一组 

模糊集A ( =1，2，⋯， )是一致的，如果对某些 0 

∈u存在A ( ∈{1，2，⋯， })使得,uA( 0)=1，且 

对任意，=1，2，⋯， ，以及，≠ ，都有 ( 0)=0． 

注 1 我们以人的身高为倒来分析一致性的物 

理意义．定义三个模糊集“高”、“中等”和“矮”，这三 

个模糊集是一致的意味着当人的身高对其中某一个 

模糊集隶属度为 1时，对其余模糊集的隶属度都为 

o．例如当身高对“矮”的隶属度为 1时，对“高”和“中 

等 的隶属度均为零．从物理意义上看，一致的要求 

是非常合理的，并且容易通过适当选取隶属函数来 

实现 ． 

假设 1 本文研究的典型T-S模糊系统的每一 

个输入变量的模糊子集都是一致的． 

假设 2 本文研究的典型T-S模糊系统采用的 

隶属函数都是连续且分段可微的． 

注2 事实上，巳知的几乎所有理论研究和实 

际应用中所选取的隶属函数都是连续且分段可 

微的． 

3 典型 T．S模糊系统具有通用逼近性(uni． 

versal approximation oftypical T-S fuzzy sys一 

托l璐) 

以基本假设为前提，我们将证明典型 T．s模糊 

系统具有通用逼近性． 

引理 典型 T-S模糊系统能够以任意精度一致 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


2期 典型T-S模糊系统是通用逼近器 

逼近 [0，1】上的口次n元多项式函数 ( )，即 

V e>0，存在典型T-$模糊系统使得 

1I．， ( )一Pd( )I1。<e， 

其中无穷范数 l1*I1。的定义为：对任意定义在紧 

致集 u c 上的函数 a( )，lI口( )lIl-=掣B j 

口( )I． 

‘ 证 ① 考察典型 T-$模糊系统的每一条模糊 

规则 毋， =1，2，⋯，．1If，它决定了一个特殊输人矢 

量而=( I， ，⋯， ) ，其中每一个分量 (i=1，2， 

⋯ ，n)的取值恰好等于对应的模糊子集 的中心点， 

即 =c ，其中i=1，2，⋯，n， ∈{1，2，⋯，n }． 

显然，全部这样的特殊输人矢量共有 肘 个，并 

且与模糊规则有一一对应的关系．记它们的集合为 

s={ =(q。，嚷，⋯， )／ 
J=1，2，⋯，M，1≤五≤ ，i=1，2，⋯，n}． 

我们首先证明存在一组 ( ；1，2，⋯，．1If；i= 

0，1，⋯，n)，使得典型T-$模糊系统在这 ．1If个点上 

的输出与口次n元多项式函数相等，即 

V而∈sO=1，2，⋯，．1If)， 

有 ，Ts(竹)= (而)． 

注意到在假设 1的保证下，对任意 新∈s(j= 

1，2，⋯，．1If)，有m(xj)=l，而对任意 ∈{1，2，⋯， 

．1If}，且 k≠ ，都有 (xj)=0．从而由(2)式得 

f~s(xj)=∑c={ = ( )， 
i，0 

其中 1． 

显然，上式定义了一个关于未知数 的(h+1) 

元一次方程，J=l，2．⋯，．1If．注意蓟该线性方程有 

无穷组解。并且将全部 ．1If个这样的方程联立正好可 

以求得所有的 ，从而存在一组 (J=1．2，⋯．．1If； 

i=0，1，⋯，n)，使得典型 T-$模糊系统满足 

V而∈s(j=1，2，⋯，．1If)， 

有 f~s(xj)= (竹)． 

② 以此为基础，我们考察典型T-$模糊系统在 

任意输人 ( l，托，⋯，靠) 时的通用逼近性． 

注意到对 的任意分量Xi(i=1，2，⋯，n)，总 

可以找蓟下标 ∈{1，2，⋯， +1}，使得ci．一t≤ 

≤ c ，从而存在 

= (cj。，c置，⋯， )∈s(j=l，2，⋯，．1If)， 
使得 

l托一 j≤D‘吐 ， i=1，2，⋯，n． 

根据假设2，由(2)式易知函数^s( )连续且分 

段可微，注意到^s(而)=P口( )，利用多元寨勒公 

式有 

I，1s( )一Pd( )I= 

I，Ts( )一 s( )+ ( )一 ( )I≤ 

．I
．
， ( )一

．

， (哥)I+J， ( )一， ( )J= 

I V南  。叶( 一而)I+I v ．，( 一而)I≤ 

砉( + 。) 一q·≤ 

砉( 鬻 +0蔷I。)·‰≤ 

％．砉(i鬻 +I鬻 c ， 
其中，v庙  。 为 ( )在 叶点处梯度的转置， 

vP 。，同理．而 ，，和 均位于包含 和而的最小 

邻域内． 

显然8兹8 是有限的数，另一方面注意到函 
数 ( )连续且分段可般，因此8鬻I。也是有限 
的数．从而 V￡>0，当 充分小时，有 

j ；( )一 ( )j≤ 

· 耋(I鬻I。+0兹l。) e， 
郎V e>0，存在典型T-$模糊系统使得 0， ( )一 

Pd( )l】 <￡． 证毕． 

洼 3 考察典型 T-$模糊系统的任意第 条模 

糊规则， =l，2，⋯，M，根据假设 2，典型T-$模糊 

系统采用的隶属函数都是连续且分段可微的，因此 

第J条模糊规则的激活度 ( )=Ⅱ州( )为连 

续且分段可般函数．当采用重心法解模糊时，对任意 

』  

输人矢量 ，都有∑m(x)>0，因此(2)式所给出 

的矗；(·)也是连续且分段可般函数． 

注4 由于矗；(·)是连续且分段可微函数，因 

此在 (·)的所有不可般点上， (·)的偏导数的 

上确界存在且有界． 

注5 要求—曲 ～i充分小，意味着要求每一个 

D 充分小，根据(3)式，易得 

Dl眦≥ 南 ， 
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其中等号当且仅当挑采用均匀分布的模糊子集，且 

0< < <⋯ <c <1时成立．从而miani充 

分大。即每个 输入变量的模 糊分割数充分多，是 

啤 D 充分小的必要条件． 

定理 典型 T_s模糊系统能够以任意精度一致 

逼近紧致集 U c 上的任意连续实函数 g( )，即 

V E>0，存在典型T_s模糊系统使得 

lI_， ( )一g( )lI <￡， 

其中 =(*1， 2，⋯，* ) ，无穷范数 ll*ll。的定 

义同上． 

证 根据 W~ trags逼近定理[ ，在 U c 

上存在 q次 元多项式函数 ( )一致逼近任意连 

续实函数 g( )，即 V El>O，存在 Pq( )使得 

II Pq( )一g( )II。< I． 

另一方面，V e2>0，根据引理，存在典型 T_s 

模糊系统，使得 

II ( )一 ( )II。<e2． 

不妨设 E= l+ 2，从而有 

l1． ( )一g( )Il。= 

II／ ( )一 ( )+尸目( )一g(x)II。≤ 

IJ． ( )一 ( )J J。+l1 ( )一g(x)lI。< 

el+ e2 E 

证毕 ． 

4 典型 T_S模糊系统的在线学习(On-line 

learning of 删 T-Sfb丑 systea~s) 

考察上一节的证明过程易见，只要 m D 充 

分小，即当采用均匀分布的模糊子集时，典型 T．s模 

糊系统每个输入变量的模糊分割数充分多，通过寻 

找一组合适的 ，就可以保证典型T-S模糊系统以 

任意精度逼近任意连续实函数．这一点极大地拓宽 

了T_s模糊系统的在线应用前景，即当在线自适应 

调节 T_s模糊系统的参数时，我们只需要调节规则 

后件的 参数即可．输出误差不再需要从规则后件 

向规则前件反传，由于这一过程通常是相当耗时的， 

从而极大地限制了 T．s模糊系统的在线应用 ．我们 

的仿真实验证实了以上结论． 

仿真中给定如下二维非线性函数 

g( l， 2)=s．m(霄 1)sin(Tc 2)， 

其中*l∈[一1，1]， 2∈[一1，1]．采用两输入一输 

出的典型 T．s模糊系统，两个输入均采用相同个数 

的均匀分布全交叠的三角形隶属函数．在每个输入 

的值域[一1，1]上均匀选取加 个点，其中奇序数的 

点两两匹配得到 400个训练输入，儡序数 的点两两 

匹配得到另外 400个校验输入，利用上面的解析式 

进行理论计算可以得到分别用于训练和校验的输入 

输出样本点对各 400组．取学习率 0．2，采用 BP算 

法仅调节规则后件的 p 参数．图1所示为典型 T．s 

模糊系统估计输出一致逼近误差的学习曲线，图2 

所示为期望的三维图形，图3和图4所示为典型T．S 

模糊系统估计的三维图形．绘图时所用的数据均由 

校验输入计算得到．图中示出每个输入的模糊子集 

数分别为 5和 15两种情况，显然仅调节规则后件参 

数 p 即可保证典型T_s模糊系统一致逼近给定的 

非线性函数，并且模糊子集数越多，典型 T．s模糊系 

统的逼近效果越好 ． 

讲)练扶数 

图 I 学习误差 

Fig 1 Learning etTOT 

图3 每个输入取5个模糊子集时估计的三维图形 
Fig 3 Estimat~ 3-dimensional graph wh∞ cacll 

inputhas 5fuzzy Sets 

荆酱} 宣f赫 
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O 

图4 每个输入取15个模糊子集时估计的三维图形 
Fig．4 Estimat~l 3-dimensional graph when each 

input has 15 fuzzy sets 

5 结语(Conclusion) 

本文研究的采用输入变量的线性函数作为规则 

后件的典型 T-S模糊系统可以有任意个数的输入变 

量，每个输入变量可以有任意个数和任意形状隶属 

函数的模糊子集，采用普遍使用的重心法解模糊．在 

每个输入变量的模糊子集满足一致性以及隶属函数 

连续且分段可微的条件下 ，我们证明了典型 T-S模 

糊系统是通用逼近器．以证明过程为基础，我们提出 

当典型 T-S模糊系统在线学习时，可以仅修正规则 

后件的参数，从而大大提高学习速度，同时仍然能够 

保证典型T-S模糊系统的通用逼近性． 
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