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摘要：讨论了线性奇异系统的状态反馈 H 控制问题，阐述了其和一个正常状态空间线性系统的状态反馈H 

控制问题的等价蛀i利用线性矩阵不等式( Ⅱ)的方法，培出了一个使丽环系统无脉冲模，内稳定，且满足 H 性姥 

指标的状态反馈控制器存在的充分必要条件及控制器的一旗解． 
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1 引言(Introduction) 

H 控制问题，自80年代被提出，受到广大学者 

的重视_J0 J．就线性系统而言，依赖于代数 Riccati 

方程的解法已经成熟 J．近年来，许多学者利用代数 

Riccati不等式及 LMI解决线性 系统的 H 控制问 

题，得到了很好的结果llI3 J随着线性系统 H 控制 

理论的日趋成熟和完善，线性奇异系统的 H 控制 

理论也相应地得到了发展 ，Mofilm-a和 Takaba等人 

于 1993，1994年利用 J 谱分解的方法 ’7J，Wen和 

Yaling(~993)用广义特征值方法 讨论 了线性奇异 

系统的H 控制问题．这些结果都是在类似于文献 

[4]中的假定下，用求解广义代数 Riccati方程给出 

的．直到 1997年，lvlasubuchi等人 用两个广义的代 

数 Riccati不等式给出了线性奇异系统 H 控制器的 

存在条件，才从本质上克服了以上假设条件所带来 

的限制．尽管如此，线性奇异系统的H 控制理论的 

发展仍属初步，理论成果的工程应用报道更属罕见 

本文从一十新的角度研究线性奇异系统的状态 

反馈H 控制问题．首先，在系统为脉冲能控，R_能 

稳和满足一个较为一般的秩条件的假定下，通过引 

入一个状态．控制对的非奇异变换，建立了这一问题 

和正常状态空间线性系统的状态反馈 H 控制问题 

的等价性；然后，利用 LMI方法及正常状态空间线 

性系统H 控制问题的已有结果，给出了线性奇异 

系统的状态反馈H 控制器存在的充分必要条件及 

控制器的一族解．本文的组织是这样的，第二节讨论 

问题的描述与转化，第三节给出线性奇异系统的状 

态反馈H 控制问题有解的充要条件及一族状态反 

馈控制器解，第四节算倒。第五节结语． 

关于 m 的求解，目前已有不少具有 良好数值 

稳定性的计算方法，例如 Gahinet等人的LMIConWol 

Toolbox(1995)_J ，Gahinet和 Nemirovski的投影算 

法(1997)[ill等等 ．作者相信，随着um软件包的不断 

发展和完善，基于 LMI的H 控制设计必将在奇异系 
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统的各个应用领域得到广泛应用． 

2 问题描述及转化(Description and Wansfor． 

mallon ofthe problem) 

本文考虑线性奇异系统 

f＆ =血 +Biw+曰2M， ⋯ 

【2=Ct +Dtl +D12Ⅱ， 

在状态反馈 

=  ， 或 ： +硒" (2) 

下的H 控制问题 其中 ∈ 为状态， ∈ 干 

扰输入， ∈ 为控制输入， ∈R 为受控输出． 

E，A∈R⋯ ，E降秩，rankE=r<n，Bi∈吼 ，日2 

∈ 醍 ，Cl∈ ，D1】∈ 蕊 ，D，2∈砬 ，K(-- 

，墨 ∈ ． 

注 当 不可量测时，采用第一种反馈形式， 

当 完全可量测时，可采用第二种反馈形式． 

我们的目的是设计状态反馈控制器(2)，使之与 

系统(1)构成的闭环系统满足： 

1)内稳定；2)ll (s)}j <7；3)无脉冲模． 

(*1) 

这里 (j)是指 到 的传递函数， 是给定的正数． 

因ra~kE=r<H，故存在受限制等价变换 ， 

∈1 ，使有 

MEN=【 ，MAN= 

MB-= MB 

⋯

B211， ㈤ 

c -[c cI2]， = 

式中 dI1∈ ，A惶∈魄wt⋯ ， 21∈ ，且趋 

∈丑( ) ⋯)，B1l(--lV ，日I2∈ 丑(⋯)如，曰21∈ 

醍 ，日笠 (-- ¨ ，Cl1(--砬⋯ ，C 2∈ l ⋯  ， 

1∈R ， 2∈龊⋯ ．于是系统(1)r s，e．于下述系统 

r露1 Al1 1+ A121：2+ Bitl【J+ 日2I ， 

{0=A2I 1+A22 2+Bww+日22u， (4) 

L= = C11 1+ Ci2 2+Dn + Dr2 ， 

状态反馈(2)则转化为 

Ⅱ=K1 1+砭X2， (5a) 

或 M=Kl 1+岛 2+岛 ， (5b) 

其中[局 ]=KN，K1∈ ”， ∈ ⋯ ．注 

意到r．s．e．变换不改变系统的输入输 出关系，故考 

察线性奇异系统(1)在状态反馈(2)下的H 控制问 

题可以等价地代之以考察线性奇异系统(4)在状态 

反馈(5)下的H 控制问题 记前一问题为 P ，后一 

问题为 P2．显然，解 P2即是解 P1．以下考察 P2的 

解，亦即考察状态反馈控制器(5)的设计，使之与系 

统(4)构成的闭环系统满足(*1) 为此作如下假设： 

假设 1 当 =0时，系统(1)脉冲能控． 

假设 2 当 "=O时，系统(1)R-能稳 

假设 3 系统(1)满足如下秩条件： 

『o E o] 
rankl E A B2 1=n+r P． (6) 【
0 C D ：J 

熟知，系统 (1)的脉 冲能控 性等价于矩阵 

[A∞ B∞]行满秩[ ，故存在非奇异矩阵 P∈ 

⋯  p】 (⋯  p)使得 

【A22 B∞]P=[厶一 0]． (7) 

令 

其 中 P儿 (-- ) ⋯ )，P12(--砬(⋯ ) ，P2I(-- 

(⋯ )
，
P∞(-- ， 12(--Ⅳ ( ’，西2I(--Ⅳ ， 

12(--砬 ⋯ )，西12∈ ． 

根据式(7)，作如下非奇异变换 

0 

0 Pll 

0 P2】 

O O 

0 0 

Pt2 0 

P 0 

0 Iq 

其中赴 (-- ～， (-- ．在变换(9)下，系统(4)转化为 

tl=AllXl+A12露2+Bnl【J+曰21五， (10a) 

0=A2txl+置2+ l2"， (10b) 

= Cn I+cl2 2+DI1 4-DI2瓦． (1Oc) 

注意，由(10b)推得 

i2=一A2l 1一Bi2w， (11) 

故系统(10)还可写为 

f l：( Il～j12A21) 1+(日I1一五l2B12)l【J+ 2I五 

{ =(c11一 12A21) 1+(Dl1一 I2 l2) +乃也 ， 
L孟2=一A丑 1一 12仲 

(12) 

注意，系统(12)为正常状态空间线性系统，其状态为 

，干扰输入为 ，控制输入为 i，受控输出为 ．设 

系统(12)在状态反馈 

8  

(  
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： Kxl (13) 

下的H 控制问题为 ．显然， 为正常状态空间 

线性系统 H 控制问题．以下我们设法弄清问题 P2 

与 的美系，以便由解 P3获得 P2的解． 

引理 1 系统(12)能稳 的充要条件为假设 2 

成立． 

引理 2 若假设 l成立，则矩阵 面l2列满秩的 

充要条件为假设 3成立． 

引理 1，引理 2的证明从略． 

注 引理 1指出，假设 2等价于(AI1一Al2A2l， 

百21)能稳，因此，假设 2既是问题 Pl有解的必要条 

件，也是问题 P 有解的必要条件． 

定理 1 若假设 1，2成立 ，则 问题 P2有解 

(5a)，(5b)的充分必要条件为，对于下述矩阵P： 

P 垒 【麓 一 1j 
(14) 

变换(9)所确定的问题 P3有解，式中 

A牡 =A吐+B牡K2， (15) 

为使得 ≈非奇异的某一实阵． 

证 充分性．注意，式(14)所示之矩阵 P必满 

足式(7)，设对于该 P，由变换(9)确定的问题 有 

解．亦即存在状态反馈(13)，使之与系统(11)构成的 

闭环系统 

l = (All～五l2A 21+B2l盂) 1+ 

(Bll— I2Bu) ， 

z ： (cll一 l2A 21+Ol2盂) l+ (16) 

(Dl1— l2B12) ， 

i2= 一A21xl— B12w 

满足： 

f1)内稳定，即矩阵 A1l—AnA2l+B21K 

f 的特征根全部位于左半平面； 
【2)II (s) (7， 

(*2) 

这里 

(5)二(c1l一 l2A2l+面l2 )(5 一( 1l—AI2A21+ 

百2l ))一。(BlI— l2Bl2)+(DI1一Cl2Bt~) 

(17) 

注意刭由式(9)，(11)可推得 

0 

0 Pll 

0 P2l 

O 0 

0 0 

Pl2 0 

P筮 0 

O J 

乱 

结合式(13)，则有 

一 A2l 

0 

0 

Bt2 

0 

‘ 

1 

(一P1lA2l+Pl2K) l—PnB12w 

(一P2lA21+P22 ) 1一P2lBⅡ 

W 

(18) 

(19) 

令 “如式(5b)所示，注意到式(19)有： 

n !K1 l+ K2x2+ K3 3。 

l 1+ (一PIlA2l+Pl2 ) l— 

K2PnBI~w K3w ： 

(一P2lA21+P≈ ) l—P2lB12 ， (20) 

故有 

Kl：(一PzlA2l+P牡 )一 (一PllA2l+Pl2 )， 

(11) 

K3=一P21B12+K2Pl1Bl2=(K2一K2)A B12． 

(21) 

反馈增益阵K2的选择有较大自由度，为使系统(4) 

及反馈律(5b)构成的闭环系统无脉冲模，取 K2使得 

≈二A牡+B趋 (23) 

非奇异．特别地，若取 

= K2， (24) 

则有 ≈： ， (25) 

并且 K3=0， (26) 

此时，反馈控制律(5b)成为(Sa) 

考察状态反馈(5b)和系统(4)构成的闭环系统 

tl：(AI】+ IKI)：gl+(Al2+ 

，  1 ) 2+(B1l+B2lK3) ， 

。。芝 ，c B篮jl：2) 2+(Bl2+B笠K3)"， 
z ： (cu+DnKI) 1+(c12+ 

Dl2岛) 2+(Dll+D12K3) ， 

式中K1，K2，K3分别如式(21)，(23)，(22)所示．注 

意到 非奇异，故闭环系统(27)无脉冲模，亦即闭 

环系统(27)满足条件(*1)中的 3)．下证闭环系统 

2  2  
B B 

l  2  P P 

一 一 

一u —U 
趋 

P P 

+ + 

2 2  
A A 

l  2  P P 

： 

1●●● l — ㈨㈨ 
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(27)满足条件(*1)中的 1)，2)．为此改写式(27)为 

下述形式 ： 

l = ((A儿+B2lK1)一(A12+ 1 )五 (A丑+ 

B翘 )) 1+((Bll+B21K3)一(A12+ 

B K2)a~(B12+B≈K3)) ， 

==((C1l+D21K1)一(C12+D2lK2)五 (A2l+ 

Bz~K1)) l+((D1l+D丑K3)一(C12+ 

Dl2岛)A叠 (B12+B22 ))IO， 

2 = 一 (A22+B也K2) ’((A21+B22K1) l+ 

(Bl2+B22K3) )． 

(28) 

考察式(28)的系数矩阵，结合式(7)，(8)及式(21)～ 

(23)，推得 

A11+BAK1一(An+B21 )A (Aa+B丑K1)= 

An —A~A2t+Ba ， 

BlI+BⅡK3一(An+B2t恐 (Bn+B篮 )= 

Bn —ArzB~， 

cl1+D也 一(cn+Dn岛皿 (Aa+B丑K1)： 

ClI—CnA丑 +Dn ， 

D11+Dn局 一(Cu+Dn岛) (既 +如 )= 

Dt1一CnBn． 

(291 

注意，式(29)的等号右端即闭环系统(16)的对应系 

数矩阵，故式(29)告诉我们 ，若问题 的控制器取 

为(5b)，且状态反馈增益矩阵 ， = 1，2，3，按式 

(21)一(23)选取，则闭环系统(28)的特征根及传递 

函数 7T珊与问题P3的闭环系统(16)的特征根及传递 

函数 7 完全一致，亦即问题 P2有状态反馈控制器 

解，且解以(5b)，(21)～(23)表出．特别地，若 取 

值 2，则由式(26)知 =0，即 控制器解为(5a)． 

充分性得证 ． 

必要性．设问题 P2有解(5a)，于是由闭环系统 

(27)无脉冲模知五 =A∞+B∞ 非奇异．将闭环 

系统(27)改写为(28)，式中K3=0．取矩阵 P为 

f PII PI21 f A五 一 B丝 1 P 【
P P J I 一 B +‘J’ 

(30) 

按变换(9)将系统(4)变换为系统(12)，并对其按以 

下控制律： 

= 墨 l (31) 

实施控制，得闭环方程 

『 1=(An—A~A21+BnK1) 1+(B1l—AnBn) ， 

{ =(c1l一 nA丑+西乜KI) 1+(Dl1一 nBn) ， 
L膏2 一A2l l— Bl2 ． 

(32) 

类似于充分性的证明，由式(8)，(9)，(30)及(31)，容 

易验证闭环系统(32j与臼了环系统(28j的系数阵对应 

相等，故两者有同样的特征根及传递函数 r珊，即对 

于式(30)所示之矩阵 P，变换(9)所确定的问题 P3 

有解(31)．必要性得证． 证毕 ． 

3 状态反馈 H。控制器 (State feedback H 

controller) 

本节讨论问题 P2(等价地，P】)的解的存在性， 

根据第二节的讨论及定理 1，我们只须从讨论问题 

P 着手． 

引理 3⋯ 考虑线性系统(A，B，c，D)，其传递 

函数 (，)=c( —A)一B+D，对于给定的y>0， 

则A稳定，即口(A)[C一，且 ll T(s) < 的充 

要条件为：存在 X>0，使得 

rA +gA XB C 1 

l B 一 D 1<0 (33) 
l c D —wJ 

成立 ． 

我们有： 

定理 2 1)考虑问题 P2，设假设l一3成立，则 

对于给定的 y>0，存在状态反馈(5a)，(5b)，使之 

与系统(4)构成的闭环系统满足(*1)的充分必要条 

件为：存在矩阵 X >0，使得下述线性矩阵不等式 

r面T十 。 ～豆 豆j 一 豆 髓T] 

{ 豆} 一‘ 西 }<0 
L cl Dl1 一，m J 

(34) 

成立．式中 

fA1： Al— B2Cl，B1= Bl— B2Dn， 

10l=(k一五l2五矗) I， l1：(k一西I2五矗)五II， 

{云2=豆 ． 矗，西十2：(五 西． )I1五 ， 

IAl AI1一At2A21，B1=Bl1一At2Bl~， 

LC1 CI】一 C12A2l，Dn = Dn — CI~Bt2， 

(35) 

l2，豆2l， I2j五l2取 自式(8)，式(8)中的矩阵P取自 

式(14)． 

2)若不等式(34)有解 X>0，则问题 P2有状态 

反馈解(21)～(26)，式中 
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fs=k —y 11 ， = 一 一 石 11>0， 

【 ：b x~2S。 12= T2(，+ 一。 11 ) l2． 

(36b) 

证 必要性．设问题 P2有解(Sa)，(5b)，则由定 

理 1知必存在如(14)所示的矩阵 P，使得由变换(9) 

确定的问题 P3有解(13)．联系到式(27)一(29)及 

引理 3，知存在矩阵 Y>0，使得 

r(AI+ 2I置) r+r(五I+雪2I ) 疆1 ( I+ 比重) ] 

l 百 y 一 l<0 
L C1+DnK Dn — ，m J 

(37) 

式中 D． =( ) ( ( ) ) 

注意 D12还满足下述关系： 

由引理2知 D12列满秩，因而有行满秩矩阵 ∈ 

Pj 
， 使得 

D D12=0． (38) 

I 0 一YB21Di+2] 

取 =l 0 ‘ 0 l， (39) l 
o o J 

将 及矸分别左乘及右乘式(37)，注意到 1行满 

秩，并夸 X = Y～，结合式(35)推得 

『商 +i1 一雪2 y一 雷1 腑 ( 立) 1 

f y一 雪 一‘ y一 ( 击) I<0． 
1 1X 7-1 I1 一 南( ) j 

(40) 

注意，式(40)又等价于下述降维的矩阵不等式 

(41) 

(42) Dl2：，m—D—l2 ． (43) 

将式(43)代人式(41)，并注意到式(35)，推得 

f +j1 一百2亩；+ } 1X 

【 y一 雪 + —1DT1cIX 

有解 X >0联系到式(44)与式(34)等价，必要性得 

证 ． 

充分性．设不等式(34)有解 X >0．注意到式 

(34)与式(44)等价，而式(44)与 

r面 +j1 一百2豆；+蚯 1 +y一 (雪1+ 

{面 l1)(，一y一场 西li) ( l+髓 i <0， 

【，～ 一 矾 l1>0 
(45) 

等价 ，故 >0亦为式(45)的解．取 如式(36)所 

示，将式(45)改写为： 

T+j1 一百2 j+ 已1 +7一 (亩1+ 

尬 il)(，一 。西 l1)一‘(亩1+尬 西11) + 

(露+ 。((西21+y-2 1R 12) + 

s一 1)) O(K+ 一’((百2l+ 

_1西lR 万 西12) X + s_1 1)) <0． 

(46) 

经计算推得，上式等价于 

x(Ti1+ 21 ) +(五l+百21k)x+ 

x( l+ 12露) ( l+ 12露) + 

(44) 

一  

(百l+ ( l+Dl2 ) Dl1)R一 (百 + 

Ⅲl( 1+ 12豆) )<0， (47) 

联系到(36b)，进一步等价于 

r (丑+唇a露) 1+雷 豆) y 唇l (_cl+ 12盂) 1 

1 y ～‘ y。 l<0． 
L ( 1+石I2K) 一 l1 一，m J 

(48) 

令 Y= _1X～，则式(48)等价于式(37)，即得 y满 

足式(37)，并且，因 为式(34)的解，X>0，知 Y> 

0．联系到引理 3，由此推得闭环系统(16)内稳定，且 

ll (5)ll <y，即问题 P3有解(13)，并且，状态 

反馈阵露以式(36)表出．返回到问题 P2，由定理 1 

即得 有解(21) (26)，(36)．充分性得证． 

证毕． 

返回到问题 PI．综合 以上讨论及定理 1，2，我 

们有： 

定理 3 问题 Pl与 P2同样有解．在假设 1—3 

成立前提下，线性矩阵不等式 (34)有解 X >0为 

Pl，P 有解的充分必要条件．若该条件被满足，则 

P 有解： 

0 

+ 

一 

r  

一D 矾 

一 
R  
嘧 
r 

+ 

一

如 

_ 
一O 

一 

= 

一 

O  

( 

一 ̈
h 

+ 

～

吼 

一 

一 

+ r 

辫 

～A  
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O  

( 
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 ̈

+ } 

～

吼 ‘ 
．̈ r 
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5l8 控 制 理 论 与 应 用 l8卷 

Ⅱ=【 1 J +K3"， (49) 

式中 1， 如式(21)，(22)，(36)所示， 2可取使得 

A +B K2非奇异的任一矩阵．特别地，若 取式 

(24)，则 K3=0，这时，P1有解 

Ⅱ：【 1 JN ． (50) 

根据定理 1～3，对于系统(1)的状态反馈 H 控 

制器的设计步骤可归纳如下： 

1)根据(3)对系统(1)作受限制等价变换，根据 

(14)，(15)求得矩阵P； 

2)解不等式(34)，求得 x>0； 

3)由(36)求得 ，并由(21)～(26)求得 ， 

，K3；最后由式(49)，(50)求得控制器． 

4 算例(Example) 

考虑如下线性奇异系统 

f 。1 0] I ~ '1 =[。0．． 1 0。． ]【 】+【：： 】 +【：l“， 1 
1 1

：：【0 0．1】l l+0．1"+0．1u L L 
2 J 

(51) 

的状态反馈 H 控制问题．令 =0．2给定，经计算 

可知，系统(51)满足假设 1～3，取 K2：1，则 

根据式(35)推得 

A

～

I 0_l,

一

B1 0-

一

1，C1 0’ 
(53) 

D“ = 0，B2= 1，D =一 10， 

将上述系数代人式(34)，求解线性矩阵不等式 

r0．2X一1 0．1 0] 

l 0．17～ 一1 0 l<0． (54) l 
0 0 —1J 

当y=0．2时，不等式(54)对于X<3．75成立．取 

= 1，则由式(36)得 

S：l，R：1，口 =0．01，K=8， (55) 

从而由式(21)，(22)推得 

1=一1+9K2，K3=0．5(K2—1)，K2≠0． 

(56) 

则系统(51)的状态反馈 H 控制器为 

Ⅱ=(9K2—1) 1+K2x2+0．5(K2—1) ． 

(57) 

特别地，若 岛 = 2=1，则 K3=0，此时状态反馈 

H 控制器为 

u=8 1+J~2 (58) 

满足闭环系统无脉冲模，内稳定，且 I}Tzw II (0．2． 

5 结语(Conclusions) 

本文从一个新的角度讨论了线性奇异系统的 

H 控制问题的状态反馈解，在较为一般的假设下． 

证明了它和一个正常状态空间线性系统的状态反馈 

H 控嗣问题的等价性，利用线性矩阵不等式方法， 

给出了问题有解的充分必要条件，以及一族解的表 

达式．本文所设计的控制器保证闭环系统无脉冲模， 

内稳定，满足指定 H 范数指标 
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