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摘要：研究了具有乘摄动模型不确定性并存在未知干扰系统的最优鲁棒跟踪控制问题 采用二自由度控制器 

结构 Youla参数化方法将最优鲁棒跟踪控制问题转化为两个相互独立的优化问题：跟踪问题和鲁棒设计问题 ．跟 

踪问题以 f 范数为性能指标通过极小化跟踪误差的最大幅值实现最优跟踪控制；鲁棒性设计问题中，将模型不确 

定性视为一种外界干扰，通过极小化干扰到误差的灵敏度函数 的 fI范数使得干扰对跟踪误差的影响最小．通过截 

断处理，上述两种优化问题均可化为标准线性规划问题 给出了截断阶数与逼近误差之问的关系．仿真结果表明新 

方法的有效性． 

关键词：二自由度控制；最优鲁棒跟踪； 。和 f 范数最优化 

文献标识码：A 

TWO-Degree Optimal Robust Track／rig Control 

Based on 1 and I1 Norm Minimization 

LI Shcngping 

(D印 吐矗n ofM。c 址【0Ⅱi Ⅱg．Sh~atouUniversity。C,umgdo~ Shmatou．515063．P．R．0血a) 

Ab6打8d：Weinvestigatethe p∞M锄 of 0f血删 robust廿acl吐Ⅱg c锄缸Dl ofplantswithmultiplicafiv~peltult~Jons and un- 

known distmbanc~ ．Bymalting use ofYoula parameaizafion oftwo-par-amtcr c 叩d m scheme．the opt~aal robusttracking 

pr~lem can betransformedintotwoindepe~ ntprobl~0sthat are called uack~gpr~lem and rotmsmess desdgnpmb The 
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Key Ⅱds：two-parameter compensator；0p 词 robust tracking； and It IICfflXl 0p血 li 6∞  

1 引言(Introduction) 

近十几年来，，．优化控制理论作为 H 控制理 

论的补充和平行的最优控制理论，得到了控制界的 

广泛关注并取得了大量有意义的研究成果．，l优化 

控制理论的基本问题之一是如何求懈以范数为度量 

的模型匹配问题．从问题的不同方面已提出若干有 

效的求解方法，如FMV(有限个变量)，FME(有限个 

方程)，DA(延迟增量)等_l_2】，这些方法旨在将无穷 

维优化问题转化为有穷维问题，在应用方面的不足 

之处在于均涉及零点插值和秩插值运算，计算量较 

大，并且无法给出截断维数和最优指标之间的关系． 

另一个基本问题是鲁棒分析和综合问题，与 H 控 

制理论相比 f，控制理论对该问题的研究结果已相 

* 基金]熏目：广东省白拣科学基金(9907~)资助项目． 

收稿 日期：2ooo—o1—18；收修改稿 日期：20o0—10—13 

当成熟和完善 l4j． 

近年来。，。优化控制理论开始应用于最优跟踪 

问题的研究【5,6 J．文献[5]以跟踪误差的 fl范数为性 

能指标。提出了新的最优跟踪控制器设计方案，该方 

案涉及一个以 f．范数为性能指标含无穷个变量和 

无穷个约束的优化问题，并且该问题不存在最优解 

文献[6]利用 FMV方法转化为有限维问题来处理， 

但该方法无法事先确定截断维数，只能凭经验给出 

应当指出，截断维数与控制器作用的拍数有直接关 

系，这给实际应用带来很大的盲目性， 

本文考虑同时具有乘摄动模型不确定性和未知 

干扰对象的最优鲁棒跟踪控制器的设计问题．利用 

二自由度控制器结构和控制器的Youla参数化设计 
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方法，将最优鲁棒跟踪问题转化为分别依赖二个独 

立参数的最优跟踪设计问题和最优鲁棒性设计问 

题．在最优跟踪问题中，以极小化跟踪误差的幅值为 

性能指标，相应的优化问题为以 2 范数为性能指标 

台无穷个变量和无穷个约束的优化问题，该优化问 

题较为复杂并且可能不存在最优解．本文给出一种 

新的截断方法，将优化问题化为线性规划问题，并且 

给出截断维数和最优指标的关系．在最优鲁棒性问 

题中。将系统的模型摄动对跟踪误差的影响视为一 

种未知干扰，从而最优鲁棒性设计问题转化为使干 

扰对跟踪误差幅值的影响最小，该问题归结为极小 

化各干扰到跟踪误差的灵敏度函数的 z 范数，但该 

优化问题不同于标准 z 模型匹配问题，因为，约束 

集含有确保系统稳定性的一个 f 范数约束．本文将 

提出一种新的处理方法将优化问题转化为线性规划 

问题 ． 

2 问题描述(Problem state,~ t} 

记 ( )为实数向量 的第 分量；ll 

『 ( )『；I L II ∑ 

II il <*}；f。 { ：II 

( )⋯ { 

<oo{．对所有 ∈ 

f1，定义 =∑ ( ) (这里采用鲁棒控制习惯使 
i=0 

用的z变换法，与通常的 变换 ∑#( ) 一 的 
l=0 

关系是 ( )= ({))，因 变换为一对一的映射， 

在下文中将 与 视为同一，定义pg~=} 0， 一， 

，O，0，⋯}； f1={ 『 ∈2 }．以同样方式定义 

f ．表 为实赋范线性空间， 为 的对偶空 

间，记 ∈X， ∈X ，< ， )表示泛函 在 

的取值． 

本文考虑单变量系统的二自由度最优鲁棒跟踪 

控制问题．二自由度控制系统的一种可能的实现如 

图 1所示l7J．图中 r为参考信号，d1，d2为系统的未 

知但幅值有界干扰，即 dl∈ f ，d2∈ 2 ， 为系统 

输出．P为含有未建模动态的被控对象，表示为乘摄 

动不 确定性模型：P = P (1+△)，这里 △ ∈ 

D ( )， 其 中，D ( ) = {△：『{△ll 1= p 

≤ ，△为非线性或时变算子1，名义模型 

可用互质分式表示，P0=nd_。cl=d n 1为跟踪 

控制器 c2= nc2为反馈控制器． 

图 1 二自由度控制器的一种买现 

Fig l Complementation ofa Tow。parameter compensator 

对二自由度控制器进行 Youla参数化[ ，可保 稳定性，并且使得干扰和模型摄动对系统输出的影 

证 ：0时图 1所示名义系统是内稳定的 二 自由 响最小 

度控制器的参数化形式为： 3 求解最优跟踪问题(Solving optimal track- 

c=(c1 )=d (nd nc2) ing pmb1eIl1) 

(Y—q2n) (ql +q2 d)， (1) 由图 1名义模型的跟踪误差为 

式中， + ：l，Y—q2n≠0，q1，q2，为相互独立 

的自由参数，椭足：q1，q2∈ f1． 

定义 1 E3] 图 l所示系统中二自由度控制器取 

参数化形式(I)．若对所有的△∈ D (y)系统内稳 

定，则称系统为鲁棒 f 稳定． 

名义模型的跟踪误差记为 e=r一 ． 

控制器设计目标是：在 2 空间中分别确定 自由 

参数 吼，q2使图 l所示系统椭足如下性能指标 ：名 

义系统对固定参考输入的一致跟踪误差 ll E i1 达 

到最小 ；对任意 A C-D (y)系统具有最优鲁棒 2 

e = 1一 )r， 
式(1)代人式(2)，得 

E=(1一nq1)r， 

(2) 

(3) 

因此名义模型的最优一致跟踪问题化为如下优化问题： 

=  fi e = i lf，一nrq ． (4) 
ql ‘ 

假设 n，r无单位圆上零点，记 1，赴，⋯， 为 

nr的位于单位圆内的零点，不失一般性，假设 n，的 

单位圆内的零点互异． 
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记 =nrq1． 

引理 l 给定假设1，r∈z 和 ∈2 ．则存在 

ql∈ 2l满足 ^=ra-q1的充分必要条件是：1) ( ) 

= 0(i=1，2，⋯， )；2) 具有与 r完全相同的单 

位圆上极点． 

． 

证 为保证 gI=旦
rt／"
∈21， 必含有 的不稳定 

零点，即1)成立；并且由于 ∈ 2 ，所以 nr必须含有 

的不稳定极点，即2)成立．充分性显然成立． 

记S={ ∈zl l 满足引理1条件1)．2)}，则 

(4)等价于： 

／zr=inf_l r一 ll ． (5) 

注意到式(5)中由于约束条件 2)使得优化问题变得 

十分困难 一种有效的方法是通过截断处理，缩小约 

束集 s求式(5)的次优解，但问题是如何确定次优 

解逼近最优解的程度与截断维数之间的关系．下面 

通过放大约束集 s得到式(5)的超最优问题 ，然后通 

过超最优解和次最优解之间的关系建立最优解与次 

优解 的关系 ． 

首先去掉约束条件 2)将约束集 S放宽为 St= 

； ∈z l̂( )=o，i=1．2，⋯，z『．定义优化问题： 

／zn =
．

蝉 II r一^II ． (6) 
⋯ ‘ 

记 =Re(1．哥， ，⋯)， =Im(1，弓， 2．⋯)，于是 

s {̂∈2 l( ， )=O，( ， )=0,j=1，2，⋯，zj． 

定义子空间M =span{ ． ( =1．2，⋯．z)}，因哥 

位于单位圆内 l l<1( =1，2，⋯，z)所以M为zl 

的子空间，又(21) =2 ．因此 sl= J。．为进一步 

讨论，先引进下列定理． 

定理 1Is 设 为 的子空间，d为 。(E- 

X’)到 J。的距离 那么d= m_n Il 一m ll 
m

‘ ∈Ⅳ』 

=sup( ， )．总存在某个 ‘∈MJ。使上式左端 

达到最小值；若存在某个 0∈BM(BM为 中的单 

位球)使右端达到上确界，则 ‘一m 与勒共线(即 

< 。， 一m )= o ll II 一m II)． 

由定理 1，式(6)存在最优解 ，可写成， 

／zn= m_n II r一^II ， (7) 
∈Jr 

比较式(6)和式(5)，因51 S，所以／zn≤／z ，我们 

称式(6)为式(5)的超最优问题，显然超最优解不一 

定是可行解． 

下面我们增加式(5)的约束条件考虑其次优问 

题．重写式(5)： 

= infll￡Il 

s．t．r一￡= nrqt，gI∈ Z1． 

在上述优化问题中引入附加约束 ，令序列 e中第Ⅳ 

项以后各项为零，即对 ￡作Ⅳ维截断，记 =PN
— l￡． 

因￡∈z ，所以 ∈ 一l ．假设 取得足够大，使 

如下 Ⅳ维截断优化问题具有可行解： 

=rain『『 II (8) 

s．t．r— = nrq1．ql∈ 2l_ 

因 为有限维多项式，由r一 =nrql可知，qI∈ 21 

的充分必要条件是：r一口应含有 的全部不稳定零 

点，即( —r)(≈)=o(j=1，2，⋯，2)．于是式(8)可 

写成如下有限维优化问题 ： 

／ZTN=minII II ． (9) 

s．t． ∈ 一l 2 ，∑ ( ) =r( )，，=1．2，⋯．1． 

由于式(9)由式(5)增加约束条件后得到．所以 

≥／zr．我们称式(9)为式(5)的次最优问题． 

上面建立了与原问题(5)有关的二个优化问题： 

超最优问题(6)和次最优问题(9)并且这二个优化问 

题都存在最优解．它们的最优目标函数值满足 

n≤ ≤ TⅣ． (1O) 

定理 2 给定优化问题(9)，对任意给定的 a> 

0，存在足够大的Ⅳ，使得Ⅳ维截断问题(6)与(9)满 

足关系：／zn≤ ／ZTN≤ (1+占)／zn。 

证 事实上只需证明 ≤(1+∞／zn．不妨设 

nr的不稳定零点 ( =1，2，⋯，z)中含m个实根．P 

个共轭复根(m+2p=2)．其中前 m个为实根．根据 

定理 1，可有 

=  II r一 II=黜 ( )， (11) 
∈ ⋯  

其中BM={g∈zl l∑ l g(J)l≤1，g(Y)= 
』=O 

∑ {+∑[ Re( {)+ Im( 0]}．上述优化 

问题中前者称为原问题．后者称为对偶问题．考虑对 

偶问题的 Ⅳ维截断问题： 

／zVa~=max(g，r) (12) 

—

N
—

- 1 

s．t．∑ l g(J)l≤1． 

容易验证式(12)正是式(9)的维截断问题的对偶问 

题 ．即 

= n It II*= ma)【 (g，r)- 

蓦 善 “” 
一 】
J
。  

(13) 

下面通过优化问题(11)和(13)的对偶问题部分建立 
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与 的关系． 

首先证明对于任意给定的 ，存在足够大的正 

整数 Ⅳ．满足： 

F = 

1 

=1 

井 

1 1 

Re( +1) 

古 Re(zt~-+t1) 

式中 ≥ Z． 

记 =(̂l，̂2，⋯，,It) ，因L≥f，注意 =m+ 

2p，所以，有左逆， 使得 F ， = ．而 为 维 

实数向量．因此 ∈Pff1，F ∈PL—lf1．将 F一 视为 

— l 1空间到Pfl1空间的算子，记F～=[五]l L，则 

不难验证其诱导范数为： 

II F一11 t．一 E [ m
， 

a x
一  

l fo 1]， 

于是 i 1≤ ll F一 ll 1．1 II F II 1． 

因 F ll 1E l g( )l≤1， 

所以 l_ l_l≤ JJ F JJ 1．】． 

又 

E I g( )I≤ 
J=￡ 

E[．m 1 z 1]J II II 1≤ 
，：￡ I‘ ‘ 4 

(因 位于单位圆内，即 譬 。 I<1)对任意给定 

的 >0，取 

『 (1一max l z 1) 1 

一i n— ( 。)， j’ 
(14) 

只要L≥Ⅳ，则E I g( )I< ． 

下面对于给定的 和由式(14)估计的 Ⅳ证明 

≤(1+ ) n．令优化问题(13)中对偶问题(12) 

的最优解为 ，记 

g 0)=E  ̂= +E [̂ Re(={)+̂ Ira(= )]， 

则 

E I g ( )l= 

∑ l g (J)I+E l g ( )l<1+ ， 

m  
m + 

E I E {+∑ Re( {)+̂f+ Im( )]l≤ 
rffi l=1 i= m+l 

定义矩阵： 

1 

Re( + ) 

0 

lm( +1) 

0 

hn(Zm+ ) 

Re( ) Im( ) ⋯ hn( ) 

并且(g ，r)= ．根据优化问题(11)的对偶部 

分，可有 

n=sup<g，r)= 
g∈删  

<g．，) (g ，，) 

篇+ ≥酉  南’ 
即 ≤(1+ab,n． 证毕． 

注 l 按式(14)选取的Ⅳ有可能使得截断问题 

(9)无解，但总能通过增大 Ⅳ使(9)存在最优解．并 

且不影响定理 2的结论． 

注 2 对任意给定的 >0，按(14)式选取 Ⅳ， 

结合式(10)可有 

≤ ≤ ． (15) ≤ ≤ ‘ L 

式(15)表明，可以通过解 Ⅳ维截断问题(9)求解跟 

踪问题 (5)的次最优解，并且 由于 的任意性， 

舰 = ，即(9)随着N的增大能以任意精度逼 
近(5)的最优解．更进一步，对于一个给定的精度控 

制量 ，总能用式(14)确定截断维数 Ⅳ，使得次优目 

标函数值与次优目标函数值的偏差限制在一个预定 

的精度范围内，具体地，l脚一 l≤l脚一器l= 
占 

雨  ’ 

下面讨论 Ⅳ维截断问题(9)的求解方法． 

定理 3 优化问题(9)等价于如下线性规划问 

题 ： 。 

min／~ (16) 

s．t．一 ≤ ( )≤ ， =0．1，⋯，N一1， 

E ( )#{：r( )，f=1．2，⋯，f， 
JffiO 

≥ 0． 

证 式(9)可写成： 

mIn{
。 

l ( )1) 

s．t．E ( ) f=，(≈)， =1，2，⋯，f． 

令 
。 】

。 ( )l，即 l re(J)l≤ ·0≤ ≤ 
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N一1．故式(9)等价于式(16)． 

设式(16)的最优解为 ，由此可确定次优解 g ． 

由最优跟踪同题的定义可知，其最优目标函数 

值是线性控制器可能达到的跟踪误差的最小幅值， 

由于最优跟踪问题十分困难并且可能根本不存在最 

优解 ，因此只能求其次优解，本节所提出的截断方法 

不仅给出了次优解的求解方法，而且次优解逼近最 

优解的精度可以预先得到估计，工程意义十分明确． 

4 求解最优鲁棒性设计问题(Solving opdrnal 

robustness design problem) 

由第 3节确定的q1使 n。1稳定，因此图1所示系 

统鲁棒f 稳定的充分必要条件为『3]．4 
≤y～．把式(1)代A此式，可得用环系统鲁棒 z 稳 

定约柬条件： 

ll n( +由2)l{l≤y～． (17) 

为了统一处理对象的不确定性，将对象的模型不确 

定性的输出视为系统的干扰，记为 d3，由图 1，有 d3 

： △(u+d1)，又 1l△ll l< ，所以 ll d3 ll ≤ 

y Ⅱ+dt【1 ≤y( I／．1l +0 d1 )，若系统鲁 

棒 f 稳定，则图 1所示系统 中 “幅值有界，即 

ll ll <*，可见只要保证系统鲁棒 2 稳定，这 

时 ll出I1<*．由图 1和式(1)容易得到 

z=m(y—w2)(dl+如)+d(y一叫2)以， 

(18) 

Ⅱ：一n( +由2)(dl+d )一d( +由2)d2． 

(19) 

我们的目标是在保证系统闭环鲁棒 f 稳定的 

条件下，使d1，d2，d 引起的 lI：II 最小，但dl，d2， 

凼∈z 为未知信号，直接极小化 JJ Jl 十分困 

难． 由 于 sup ：ll = 一
．  

II tl n(r 
目( 1 ) 目．‘’ 

w2) d(y一 叼2))I1I，因此可以通过最小化 

Il( (y—w2) d(y—w2))lll使最坏情况下的 

11：11 达到最小，但这有可能导致 11 无限增 

大从而使得 ll d3 无限增大，使优化失去意义，因 

此必须同时考虑 的影响．为此，我们将最优鲁棒设 

计问题归结为如下优化问题： 

= inf{clI1 一n g2 一咄 2【1l+ 

c2 0 +n由2 如+d2g2 ll】}(2o) 

8．t．g2∈ fl，II础 +咄 2ll 1≤ _。， 

其中，cl， 2>0为加权常数． 

不计约束 l1一+n由2IJI≤y～，(2o)是一个模 

型匹配问题，对于诙问题目前已有多种求解方法，如 

FMV(有限变量)， 但(有限约束方程)，DA(延迟增 

量)等 ．2】，但这些方法不仅需要做相当复杂的插值 

运算而且难以增加新的约束条件．为此下面给出一 

种新的求解方法 ． 

为便于叙述，记 ≠1= 一n g2，≠2= dy— 

dnq2， 3= +ndq2，≠4=如 +d2g2．(上述各项相 

乘的意义是：若各项表为多项式，则为普通乘法； 

若各项表为相应的序列则为卷积)．注意到多项式在 

A中稠密，并且 g2∈ 2l，因此在 f1空间中能用 g2的 

有限维截断序列以任意精度逼近 q2．取 g2的 维截 

断，(2o)可由如下有限维优化问题作近似描述： 

l( )I+C1 I≠2( )I+ 

3( )I+c2 I≠4( )I} 

(21) 

8，t． I( )=(ny—n g2)(k)， 

2( )=( 一dnq2)(k)， 

3( )=(w +咄 2)( )， 

4( )=(出 +d2g2)( )， 

Ⅳ一1 

∑ i九( )i≤y一， ：0，1，⋯，N一1， 
‘=0 

I( )= 2( )=0， ≥ N． 

上式中 N由q2的截断维数 确定．显然，(21)是由 

(20)增加约束条件后得到的，所以 ≥ ，并且， 

：  ．(21)为非线性优化问题，下面引入附 

加变量化为线性规划问题． 

令 ≠。： ≠ 一≠ ，其 中 ≠ ≥ 0，≠ ≥0，则 

ll ll l：∑【≠ ( )+≠ ( )] ，于是(21)等价 

为如下线性规划问题： 

：min／~ (22) 
一 1 

s．t．∑[cI(≠ ( )+ ( ))+cI(”( )+ 
‘=0 

f( ))+ 2( ( )+ i( )) 

c2(甜( )+虹( ))]≤ ， 

( )一 ( )+(n q2)( )：( )( )， 

封( )一 ( )+(咖 2)( )=( )( )， 

封( )一 i( )一(咄  )( )=( )( )， 

蚰( )一虹( )一(d2g2)( )=(如)( )， 

= 0．1，⋯ ，Ⅳ 一 1， 

Ⅳ～】 

∑f封( )+ ( )】≤y～， 

q 血 

∑Ⅲ 

n 

m 

= 

胛 
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≥ 0， i≥ 0， 

( )= ( )=0， ≥ N，i=1，2，3，4． 

解上述线性规划问题得 ，将 g ， 代人(1)式便 

得到二自由度鲁棒跟踪控制器． 

5 仿真结果(Simulation results) 

考虑非最小相位名义系统模型 P。= ，该 

模型含有不稳定极点和不稳定零点 取参考信号 

r ： -
L

，取 N=5，采样周期 T=2控制器设计结 

果为：ql：0．0019+0 0187z+0．0391 z +0．0792z 

+0．2176z ，q2=1．001+0．1016z．仿真过程中取模 

型摄动为如下时变算子： 

： J  ̈ ⋯． ，．． 、 =u-1， ，’’ 【 0
．
08z

， 20k+l0≤ ~< 20k+ 

输人输出通道干扰取 dl=d2=0．05(1—0．1z+ 

0．01 Z2—0
．

02z +0．06Z4—0
．008z )／(1一 )．仿真 

结果如图2所示 ． 

vT 

图2(a) 输出信 号和输^信号 

Fig 2(a) Input signal and output signal 

If／ 

图 2(b 控制信号 

Fig．2『b1 Control signal 

6 结论(Conclusion) 

本文研究了鲁棒跟踪控制器的优化设计方法． 

在跟踪问题中关心的是跟踪误差，本文用 f 范数描 

述跟踪误差的大小，用灵敏度函数的 f1范数描述未 

知干扰(将模型不确定性也转化为外界干扰)对跟踪 

误差影响的强弱．具有明确的工程意义．在此基础上 

利用二自由控制结构将最优鲁棒跟踪问题化为二个 

相互独立的优化问题了：最优跟踪问题和最优鲁棒 

性设计问题．由于最优跟踪问题的复杂性，提出了一 

种截断方法化为状优问题 ，最后化为线性规划闻题 

进行求解：次优解随截断维数的增加不仅能以任意 

精度逼近最优解，而且次优指标与最优指标的偏差 

跟截断维数的关系能以一种简单而明确的关系加以 

确定 在最优鲁棒性设计问题中由于模型不确定性 

引起的稳定性约束，使得这里的优化问题不同于 l 

框架下的模型匹配问题，本文提出了一种截断处理 

方法化为线性规划问题．本文提出的方法不仅具有 

工程意义而且具有重要的理论意义，即给出了线性 

控制器所能达到的最好的跟踪性能． 
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