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具有闭环极点和方差约束的不确定离散系统鲁棒控制* 

俞 立 
(浙江工业大学工业控制技术国家重点实验宣·杭螂。310027) 

摘要：对一类具有范数有界不确定性的离散时间系统，研究了使得闭环系统的所有极点位于一给定圆盘，且稳 

态状态方差不超过给定上界的状态反馈鲁棒方差控制律设计问题．基于线性矩阵不等式的处理方法，导出了鲁棒 

方差控制律的存在条件 ，并用一组线性矩阵不等式的可行解给出了鲁棒方差控制律的一个参数化表示．进而，通过 

建立和求解一个凸优化问题 ，给出了具有最小控制能量的鲁棒方差控制律设计方法 
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1 引言(Introduction) 

由于许多控制系统的性能要求可以用系统的稳 

态状态方差来描述，因此，通过适当配置闭环系统的 

稳态状态协方差矩阵的方差控制理论已引起了人们 

的广泛注意，并取得了许多研究成果L ．由于系统 

模型中不可避免地存在一定程度的参数不确定性， 

因此，严格配置闭环系统稳态状态协方差矩阵的方 

法往往难以在实践中应用 ．随着参数不确定系统鲁 

棒控制问题研究的深人，提 出了使得闭环系统稳态 

状态 方差不超 过给定上 界 的鲁棒 方差控制方 

法 进而，结台闭环系统过渡过程特性的考虑， 

同时具有方差和闭环极点约束的鲁棒方差控制问题 

也得到了研究L ，但所得到的结果仅适用于不确定 

连续系统，对不确定离散系统的类似问题还未见研 

究报道．本文对一类具有范数有界参数不确定离散 

系统，提出了使得闭环系统 的所有极点位于一个给 

定的圆盘，且闭环系统的稳态状态方差不超过给定 

上界的状态反馈鲁棒方差控制律的一种设计方法． 

2 问题的描述(Problem statement) 

考虑由以下状态方程描述的不确定离散系统： 

( +1)=(A+AA) ( )+ 

(B+AB)u( )+Dw( )， (1) 

其中 ( )∈ 是系统的状态向量，u( )∈盈 是 

控制输人， (∽ ∈ 是一个具有单位协方差矩阵 

的零均值白噪声过程，A，B，D是描述名义系统模型 

的已知常数矩阵，△A和 AB是反映系统模型中参数 

不确定性的未知实矩阵， ( )和初始状态 (0)是 

不相关的 本文考虑的参数不确定性假定是范数有 

界的，且具有以下形式： 

【AA AB J=HF【E】 E2 J， (2) 

上式中的 F∈R 是一个满足 一’F≤ 1的不确定 

矩阵，日，E1和 E2是已知的常数矩阵． 
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本文假定系统的状态是可以直接测量得到的， 3 鲁棒方差控制律的设计(Design of robust 

则应用状态反馈控制律 ( )=sk( )，得到的闭 Ⅶ血Ⅱce。on衄Iucrs) 

环系统是 本节将导出鲁棒方差控制律存在的条件及设计 

(k+1)=(Ac+AAc) (̂)+Dw( )， (3) 方法
．为此，首先引进以下一个引理． 

其中A =A+BK， =HF(E1+E2K)．如果闭环 引理[ ] 给定适当维数的矩阵 Y
， U和 V，其中 

系统(3)是渐近稳定的，则它的稳态状态协方差矩 Y是对称的，则 Y+咿  +vTFTuT(0
， 对所有满 

阵X= lira{E【 ( ) (̂)]}存在，且满足以下的矩 足 FTF≤，的矩阵F成立，当且仅当存在一个标量 

(4) r)，如果存在对称正定矩阵 P，使得 

其中E(·)表示期望算子． 『 一P (A +AA 一qt) 1 ⋯ 
记D(9，，)为复平面中单位圆内中心在鼋+jo， 【A + 一 一r2P+DDT J<0’‘5) 

半径为 r的圆盘．本文研究的问题是：对不确定离散 则对所有允许 的参数不确定性 ， (A +AA )c 

d(4 +△A )c D(q，r)； 矩阵不等式(5)包含参数不确定矩阵，因此难 

『 -一P ， P一 ：‘+A,- ql+)T P‘E1+EzK)TA DD cHHT 0] 0． 6 l ( 一鼋，)P —r2P+ + 1< ． () 
L(E1+ K)P 0 一el 

fP oI，可得矩阵不等式(5)等价于 当且仅当存在一个标量e>o，使得 

f —P P(Ac c一 1 o． 1日儿日J 
+△Ac—q1)P 一 ， 肋  

⋯ e一‘ +E2K)P 0】T[(EI+E2K)P o]<o． 

r —P P(A 一目，) 1 利用矩阵的s曲ur补性质，并代人矩阵 y的表达式， 

记 y l(A 一 )P—r2 + DDTJ 即可得到(6)式一定理得证- 
． ． ． ， 

并利用矩阵△ 表 式 △A ：HF(E1+E2 )， 以下定理是本节的主要结论，给出了鲁棒方差 

(7)式可写成 控制律的存在条件和设计方法一 

y+ 

[(E1+E2K)P o】TF 1 0 ，l‘<0． 阵W，使得以下的矩阵不等式 

『 一P (AP邶 一 ) (EIP+E2 ) ] 

【E P+E，W‘ 0 一e， j 
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[P] ≤d ， i=1，2，⋯，n (9) 

成立，则系统(1)存在满足要求 a)和b)的鲁棒方差 

控制律．特别的，u(̂)= WP一 ( )是系统(1)的 
一 个鲁棒方差控制律． 

证 根据定理1和2，在(6)式中定义 ： ， 

即可得证定理． 

(8)、(9)是一组线性矩阵不等式，因此可以用求 

解线性矩阵不等式的方法来判断鲁棒方差控制律的 

存在性．进而，用线性矩阵不等式组(8)、(9)的可行 

解给出了一组鲁棒方差控制律的一个参数化表示． 

这一参数化表示可进一步用来设计具有其它附加要 

求的鲁棒方差控制律． 

4 最小能量鲁棒方差控制律的设计(Design 

of the minimum-effort robust variance COB— 

troller) 

上一节用一组线性矩阵不等式的可解性给出了 

鲁棒方差控制律的存在条件，进而，用这组线性矩阵 

不等式的可行解给出了一组鲁棒方差控制律的参数 

化表示．本节将利用这一结果来设计使得控制能量 

最小化的鲁棒方差控制律．最小能量鲁棒方差控制 

律的设计问题就是设计一个状态反馈控制律 u(̂) 

=  ( )，使得闭环系统满足条件 a)，b)，且 

rain u ll R：lira{E[u (̂)Ru(̂)]}1／2， 

其中 是一个给定的对称正定加权矩阵．文[4]研 

究了这个问题 ，但他们并投有考虑系统模型中的参 

数不确定性． 

由定理 3提 供 的控制律具有形式 “( )= 

WP ( )，且 <P．因此 

ll =limE[ (∽P yT -。 (̂)]= 

tr[YP yT ]≤ 

tr[SYP (st) ]， 

其中 =s S，tr(·)表示一个矩阵的迹．据此，我们 

可以通过使得tr[SYP (st) ]的最小化来设计具 

有最小能量的鲁棒方差控制律． 

定理 4 对给定常数 l， 2，⋯，d 和一个圆盘 

D(g，r)，如果优化问题 

min tr(N) (10) 
‘．Ⅳ．P．， 

s．t． i)(8)； 

ii)(9)； 

r — N SY 1 

iii)【(sy) 
— PJ‘。 

有 一 个 解 ￡ ，N ，P ， ， 则 u(̂) ： 

W (P )-。 (̂)是系统(1)的一个最小能量鲁棒方差 

控制律． 

证 由于￡ ， ，尸 ， 满足问题(1o)的约 

束条件 i)和 ii)，故从定理 3可得控制律 u( )= 

(P‘) ( )是 系统(1)的一个鲁棒方差控制 

律．进而，应用矩阵的 Schur补性质，从问题(10)的 

约束条件 iii)可推出 SYP (st) <N，因此 tr(N) 

的最小化将保证tr[SYP (st) ]的最小化．约束条 

件和目标函数的凸性保证了如果问题(1o)有解，则 
一 定是一个全局最小解．定理得证． 

问题(1o)是一个具有线性矩阵不等式约束的凸 

优化问题，因此可以应用有关 L／vll的现成软件来有 

效地求解该问题． 
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